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TRAITE  fiLEMENTAIRE 

t)  E 

CALCUL  DIFFERENTIEL 

ET  DE  CALCUL  INTIEGRAL. 


PREMlilRE  PARTIE. 

CALCUL  DIFFtRENTIEL. 

JNotions  priliminaires  et  principes  de  la 
differentiationdesfoncJtions  d'une seule 
variable. 


cette  p^tie  de  rAnalyse ,  on  prend  poui: 
sujet  le  passage  d'une  ou  de  plusienrs  qoantites  par 
differens  .  ^tals  de  grandeur,  et  les  changemens  qui 
en  resultent  dans  d'autres  quantites  dependantes  pour 
leur  valeur  de  celle  des  premieres. 

11.  Pour  exprimer  qu*une  quantite  depend  d*une  oi^ 
de  plusieurs  autres ,  soit  par  des  operations  quelconques , 
5oit  meme  par  des  relations  impossibles  a  asiigner  aYge- 
briqiiement ,  mais  dont  rexistenpe  est  deteiminee  par 

Calc.  diff.  A- 
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des  conditions  certaines ,  on  dit  que  la  premi^re  es€ 
fotiction  des  autrea.  L'usage  de  ce  mot  en  ^claircira 
ia  aignification. 

3.  La  quantiti  considerie  comme  changeant  de 
grandeur,  ou  pouyant  en  cfaanger/estappeiee  variable; 
et  Ton  donne  le  nomde  constante  a  celle  que  Ton  conai- 
d^e  comme  conflervanttoujours  la  m§me  yaleurdans  1q 
cours  du  calcul.  On  yoit  d^apr^s  cela  que  c^est  la  nature 
de  ia  question  qu'on  se  propose  qui  d^termine  quelles 
aont  les  quantit^s  qn*on  doit  regarder  oomn^  variables 
eu  comme  constantes. 

*  4*  Pour  idaircir  ceci  ,  fe  yais  donner  quelque» 
exemples;  soit  u=zaXy  a  etantregard^  comme  cons- 
tantQ  :  u  eat  une  {bnction  de  de  Tordre  ie  plus 
aimple ,  puisque  c'eat  une  quantite  proportionnelle  4 
cette  yariable.  Si  on  auppoae  que  x  deyienne  x-^h,  et 
qnon represente par  u' la  nouyelleyaleur  de  on  aura 
tt'  =  ax4-aA,  d'oii  u'— u  =  aA;  et  en  diyisant  les 

deux  membrea  par  h »  il  yiendra  ^'^^        >  c*eat-a-* 

dire ,  que  le  rapport  de  raccroissement  de  la  fonction  a 
celui  de  ia  yariable  est  independant  de  leor  yalevr  par« 
ticuli^re. 

Je  paaae  k  la  fonction  un  peu  plua  compHquee 
u=ax^;  en  mettant  x+A  au  lieu  de  x,  il  vient 
t/^szm  (jc*-f  -  axA + A*) ,  et  ea  retraacliant  la.  premiero 
^uation  de  )a  seconde ,  u^— ii=  %axk  -f*      :  dtvisant 

tea  deux  membrea  par  A ,  on  auxa  — j — aoop  -f.  ah. 

Ici  le  rapport  des  accroiaaemens  de  la  fonction  et  de 
la  yariable  eat  compos^  de  deux  parties ;  Tune  ne 
d^pend  point  de  la  yaleur  pariiculiere  des  accroiaae-^ 
mens^  et  Tautre  est  afFectQe  de  h.  Si  on  con^oit  qtto 
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cette  quantite  aille  en  diminuant  >  le  resultat  3'appro- 
chera  sans  cesse  de  tox ,  et  n'y  atteindra  qu*en  sup- 
posant  A=ro;  ensorte  que  aox  est  la  limite  du  rap- 

port  >  c'est-a-dire,  la  valeur  vers  laquelle  ce 

rapport  tend  d  mesure  que  la  quantit^  h  diminue,  et 
dont  il  peut  (fpprocher  auiant  qu'on  le  voudra. 

II  est  aisi  de  voir  que  la  dilFerence  u'  —  u  8'aneantit 
tou]our8  en  mlme  temps  que  h  y  puisque  c'est  Vexistence 
setde  de  cette  demiire  quantite  qni  donne  lieu  a  la  pre'- 
mi^re ;  capendant  leur  rapport  ne  s'an^antit  pas  :  il  est 
de  Tesp^ce  de  quantitfa  iii^quie  dans  le  n^  70  des 
Elemens  d'Algebre. 

Faisant  encore  u=zax^,  oaanraparia  substitutioii 
de  x^h ,  au  lieu  de  o;  ^ 

tt' =a  (x+ A)*=ax^ +3ax*A  +  Soxft* + ah^ ; 

en  letrancfaant  la  premiere  equation  de  la  seconde  ,  on 
trou^era  1/ — u=3ax*fc-t-3fixfc*+ oA^  et  prenant  le 

rapport  des  accroi8aemen8,^^--j^==3aac*+3axfc-+-aA*. 

On  voit  encoreici  unterme  indipendant de  touteyaleur 
particuli^re  des  accroissemens  et  vers  lequel  leur  rapport 
tend  sans  cesse ,  lorsque  h  diminue ,  ensoxte  qae  ce  rap^ 
port  a  ausbi  uae  limite. 

Ce  premicr terme,  oucette  limite^  nest  pas  parti- 
colier  aux  fonctions  que  nous  venons  d'examiner,  il 
ae  rencontre  dans  tonte  fonction  en  general.  £n  s'^sr€^ 
nouissant,  les  accroissemens  respectifs  d' une  fonction 
et  de  sa  varicJ}le,  conservent  encore  le  rapport  dont  ik 
se  sont  approches  par  degris;  et  il  existe  entre  ce 
demieret  la  fonction  dont  il  dirive  ,  une  dipenn 
dance  mutuelU  qui  ditermine  Pun  par  Vautre ,  et  r^ 
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cipro^uement,  Ces  assertions  s'edaircissent  et  se  con-*' 
firnient  d  une  maniere  tres-satisfaisante  par  la  consi- 
deration  des  courbes^  ainsi  qu  on  le  yerra  dans  la  suito 
(61.  6a). 

5.  Je  ferai  d'abord  cbnnaitre  les  signes  par  les- 
quels  on  exprime  les  nouTelles  relations  que  les  notions 
precedentes  etablissent  entre  les  grandeurs.  Pour  en 
montrer  la  convenance ,  je  reprends  la  fonction  u==ax^, 
deji  consid^ree  dans  le  n®  4* 

En  y  mettant  x-f-  A>  au  lieu  de  x,  et  retranchant  la 
quantite  aj?  du  resultat^  on  a  obtenu,  dansTexpressipn 

le  d^veloppement  de  la  difference  des  deux  etats  do 
)a  fonction  Uy  ordonne  suivantlespuissancesde  Faccrois-. 
sement  h ,  qu*on  suppose  a  la  variable  x )  et  la  limite  Sax* 
du  rapport  des  accroissemens  u — et  fi ,  ne  depend  que 
de  la  consideration  du  premier  terme  Zax^h  de  cette 
difference  (4).  Cepremier  terme  qui  n'cait  qu*une  por- 
fionde  la  difference,  8*£q[)pelle  dijferentielle  ^  et.onler 
dttsigne  par  du^  en  se  seryant  de  la  lettre  d  comme 
d'une  caractenstique;  on  aura  donc  dans  rexempre 
propos^,  du=3ar*/r. 

Pour  passer  de  la  a  Zax^,  qui  est  la  limite  cberchee  ^ 

il  faudra  diviser  par  i*,  et  Fon  obtiendra  ^  ==  Zax*  \ 

mais  quand  il  s^agit  d*une  variable  simple ,  comme  la 
quantite  x  se  change  en  ar'=.x  -f-  on  a  j/ — x=^h  \  la 
difference  et  1a  differentielte  ne  sont  alors  qu*une  meme 
chose :  on  remplace  en  consequence  la  quantite  h  par 
le  signe  dx,  afin  de  mettre  de  runiformite'  dans  le» 
calculs  ,  et  il  yient 

iu^^Zax^dix^     ^  =  Zax^\ 
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DE  CALCUL  DIFFERENTIEL.  5 
pretoiere  expression  serala  differentielle  de  u  ou  de  ax^, 
ct  lasecondequiexprimela  fimite  du  rappott  des  cliaa- 
gemens  simultanesde  lafonction  etde  la  yariabTe ,  pren- 
dra  le.  nom  de  coefficient  differentiel ,  pattce  que  la 
quantite  qu'elle  represente  n*est  autre  chose  que  le 
multiplicateur  deladifferentielledx,  dans  Texpression 
de  U  difFerentielle  du.  11  suit  de  la  qiie  la  Umite  du 
rapport  des  accroissemens ,  ou  lecoefficient  differentiel^ 
s'obtiendra  en  divisant  la  dijferentielle  de  lafonction 
par  cellede  la  variable';  et  reciproquement,  on  ob- 
tiendra  la  differentielle  en  multipliant  la  Umitedu  rap-^ 
portdes  accroissemenSyOu  le  coefficient  differentiel,par 
ia  differentiel/e  de  la  variable. 

Cette  remarque  est  importante  parcequ'il  y  a  des 
fonctions  dont  le  coeilitient  differentiel  se  trouve  plus 
facilement  que  la  differentielle.  En  effet,  pour  par- 
venir  immediatement  a  cette  derni^re  ,  il  faut  ecrire 
X  -f-  dx  au  lieu  de  x,  dans  la  fonction  proposde ,  de- 
Afelopper  le  r^sultat  suivant  les  puissances  de  dx.,  en 
s'afritant  au  terme  affecte  de  la  premidre  puissance  ^ 
et  retrancherdu  resultat  Vexpression  primitive.  On  voit 
que  cette  m^thode  suppose  qu'on  sache  developper 
la  fonction  propos^e,  ce  qui  peut  demanderdes  secours  ' 
etrangers  dont  la  consideration  des  limites  dispense  le 
plus  souvent. 

D*apres  ces  diverses  consid^rations ,  le  Calcul  diffe^ 
rentiel  est  la  recherche  de  la  limite  du  rapport  des  ac- 
croissemens  simultanes  d  unefonction  et  de  la  variabtc 
dont  etle  depend. 

6.  II  faut  bien  se  garder  de  confondre  la  diffcrentielle 
avec  la  difference  u' — u.  En  effet,  dans  rexcmple  du 
-af*  4i         est  3ax*A ,  et  Fautre 

Zax^k  +  Zaxh^+ah'^', 
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mais  on  voit  que  lorsque  la  quantit^  h  est  treft-petite ,  la 
diiFerentielle  5ax^h  forme  la  partie  la  plus  considerable 
de  la  difference  v!^ — u,  etque  la  differentieIle8'approcb« 
de  plus  en  plus  de  la  diffirence  >  i  mesure  que  h  dimi^ 
nue  .En  general ,  ily  ad'auUmtmoins  d*erreurd  prendre 
la  diffirentielle  pourla  diffirence ,  que  Von  suppose  plus 
petite  la  valeur  de  Vaccroissement  de  la  variabte,  La 
meme  oonsequence  se  tire  ausai  de  la  consideration  des 
limites ;  car  si  le  rapport  des  accroissemens  simulta— 
nes  — u  et  A  a  pour  limite  nne  fonction  p ,  il  en  ap-> 

procbera  sans  cesse  \  Tequation  ^       =  P  ^®^*  d'au— 

tant  plus  exacte ,  que  )*accroissement  h  sera  plus  pe- 
tit,  et  dana  cette  hypotb^se  u^-^u  —  ph  (*). 

II  est  a  propos  de  remarquer  que  lorsque  le  resul- 
tat  de  la  substitution  x  +  h  sera  d^veloppe  suivant 
les  puissances  de  h  dans  la  forme 

IJ+ph^qJ^ -^etc. 

le  premier  terme  V  sera  la  valeur  primitive  de  la  fonc-^ 
tion  proposee ,  puisque  c'est  k  ce  terme  seul  que  se  r^ 
duit  rexpression  ci-dessus ,  quand  on  y fait  h—o^  co 
qui  suppose  que  x  n'a  pas  chang^. 

7.  n  est  ais^  de  voir  que  deux  fonctions  ^gales  ont 
des  differentielles  egales;  car,  lorsque  deux  fonctions 
sont  ^gales  entT'elIes,  quelle  que  soit  la  valeur  de  la 
variable  dont  elles  dependent^  il  fant  que  les  chan^ 
gemens  respectifs  qu'elles  re^oivent  en  consequence  de 
celui  qu*on  attribue  a  cette  variable  ^  soient  touiours 
egaux.  Si,  par  exemple,  u  et  1/  designent  des  fonc- 


i^)  CtttX.  tnr  ce  principe  qoe  Lieibnitz  a  tovM  le  Calcnl  diflR^rm- 
tiel  y  cn  Kgavdant  let  diff(^rentieUet  comma  des  diff^rencet  infini* 
ment  pctites. 
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fions  de  x  telles  que  u  =  i',  quel  que  soit  j?,  ftt  qute 
qnand  x  devient  x+dr ,  u  se  change  en  u'  et  v  en  v' ; 
on  aura  encorfe  u'  =  v'  :  tetranchant  de  c6tte  iqtiation 
la  pr^cedente,  il  en  r^sultera 

u'  —  u  =  \f  — ^^; 
pnis  diyisant  par  dr>  on  dnieodra 
u' — u     v'  — V 
dr         dr  * 
$i  donc  p  tlt  q  d^signent  les  liiliites  dee  ra^porta  ci- 
desnis»  on  aura  p  =     d^ottUon  conclnra  pdo;  =c(/dx , 
et  enfin  du=di/,  en^^bseryant  qne,  d'apr^s  le  n*  5 , 
fix  et  fdr  sont  les  di£Ferentielles  des  fonctions  u  et  v. 

L*inverse  de  cette  proposition  n'est  pas  g^n^alement 
yraie  >  et  on  anrait  tort  d'affinner  que  deux  dilFi^en- 
tielles  igales  appartiennent  a  des  fonctions  ^gales.  £n 
effet,  si  on  ayait  a^^bx ,  en  sabstitnanta;+^  ^  ^> 
obtiendrait  a  ft:c  -{-  bdx ,  et  en  retranchant  a  +  bx^ 
on  trouyerait  frdr;  risnltat  dans  lequel  il  ne  reste  au- 
cune  trace  de  la  constante  a.  La  ditPerentielle  bdxr 
appartient  donc  ^galement  a  a  «4-  &x  ou  4.  &x  et  elle 
Qonvient  en  gen^ral  aux  differens  cas  que  presente  la 
fonction  a  +  bx ,  lorsqaon  donne  a  a  toutes  les  ya«- 
lenrs  possibles.  On  yoit  ais&nent  par-Ia ,  que  dans  la  diffd^- 
rentiation  d'une  fonction  quelconqiiaj  toutesles  cons-* 
tantes  combinees  seulement  par  yoie  d'addition  ou  de 
sonstraction  disparaissent  t  &  T^gard  d^  celles  qui  le 
Sont  par  la  multiplic^tion  ou  par  la  diyision^  elles 
restenttonjonrs  comme  cofefficiens  ou  commd  cfiylseurs. 

8.  Avant  de  passer  k  la  recberche  des  differentielles 
par  les  limites » il  fattt  rettarquer , 

1**.  Que  la  limhe  du  produit  de  deux  quantit4s 
^fariables  en  TnSmetemps,  ^t  U  prodiut  de  leurs  limites 
correspondantes ;  ^®.  que  la  limite  des  quotiens  des 

A4 
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memes  guantites ,  est  aussi  le  quotient  de  leurs  limites^. 

En  effet ,  soient  P  et  ^  Fes  deux  quantites  propo- 
3ees,  p  et  (/  leurs  limites  correspondantes  *,  les  premieres 
consid^rees  dans  leur  etat  general ,  peuvent  ^tre  repre-* 
sentees  par  p  +  ^ ,  en  designant  par  *  et  /S  des 

quantites  susceptibles  de  s*evanouir  en  meme  tems, 
apres  ^voir  passe  par  tous  les  degres  de  petitesse  (4)  ^ 
on  aura  donc  en  generai , 

P<?  =  (p  +  *)  ((,+/3)=p^+pg  +  </*+it?. 
Le  secotid  membre  de  cette  ^quation  se  reduit  k  pq^ 
iorsque  pour  prendre  les  limites  on  fait  az=zo,  jSif^ o. 
On  voit  d*ailleurs  qn*en  donnant  aux  quantites  a  et  0 
des  valeurs  convenables ,  on  peut  rendre  aussi  petit* 
quon  voudra  la  diiF^rence 

/>Q  ~  p«7  =  pj8  +  </*  +  «/3. 

Lequotient  • 
^tant  mis-  sous  la  forme  '  . 

devient,  par  la  reduction  des  deux  derni^res  fiactions 
au  meme  d^nominateur, . 

Le  numerateur  de  la  derniere  fraction  de  ce  resultat 
fi*evanouit ,  lorsque  et  jS  sont  zero ,  et  passe  au- 
paravant  par  tous  les  degres  de  petitesse ,  tandis  qua 
le  denominateur  approche  sans  cesse  de  9*,  Ainsi  la 

liraite  de  -rr-  se  reduit  a^ ,  etla  diiFerence 
P  p  _  y<t  —  pg 
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peut  ^tre  rendue  ausai  petite  qu'oa  voudra. 

9.  Au  moyen  des  remarques  pr^cedentes  on  obtient 
le  eoeflicient  differentiel  d'une  fonction  rapportee  k 
une  Tariable ,  dont  elle  ne  d^pend  pas  immediatement. 
Siy  par  exemple^  trois  quantites  v ,  telles  que 

la  premiere  soitune  fonction  de  l^seconde ,  et  celle-cl 
iine  fonction  de  la  troisieme ,  passent  simultanement  a 
un  nouyel  etat  de  grandeur  repr^sente  par  if\  uf,  xf,  ou 
prennent  les  accroissemens  respectifs 

v'— V,   u' — Uy  af—Xj 
les  rapporta  de  ces  accroissemens  etant 
i/^v     u' — u 
u — u'    j/  X* 

et  leurs  limites 

dv  iu 

51='''   3^  =  '^' 

on  conclura  de  la  premiere  des  remarques  precedentes 
que  la  Umite  de 

v'— -V     u'—u       ,    v' — V 

-7  X  -7         ou  de  — ?  > 

u  —  u      x—x  X  —X 

estpq,  et  que  parcons^quent 

di/          -^^x— * 

Quand  raccroistement  u' —  u ,  sera  successivement 
compare  kaf^x  et  a  v'—  v ,  et  que  pour  les  rapportD 
y[ —  u         u' — u 
X — x^       V  — . 
on  aur^  lea  limites 

du  .  du 

on  conclpxa  de  la  seconde  remarque  que  la  limite  de  • 
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ou  oe 


f   %w»    —7   > 

€<t  - ;  et  que  parcqnseqaeiit 

dr     g  3u* 

Lorsqne  deux  qtiantitfo  u  tt  :r  sont  liies  par  un^ 

d^pendance  mutuelle^  on  peut  dire  ^galement  que  u 
est  fonction  de  j; ,  ou  bien  que  x  est  fonction  de  u , 
selon  que  Ton  veut  regarder  u  comme  determine  par  ac^ 
ou  X  comme  determine  par  u;  le  coefficient  differen* 
tiel  peut  aussi  se  present^r  sons  chacnn  de  ces  point» 

de  yue.  Si  dans  le  premier  cas  oa  a  ^  =  p ,  il  est 

r    •  dX  1 

evident  qu'on  doit  avoir  dans  le  second  t-  = 

du  p 

10.  Je  vais  appliquer  maintenant  ce  qui  pr^cede  4  la 
recherche  des  differentieiles  dee  fonctions  qui  se  pre«^ 
eentent  dans  les  £lemens  d*A]g^bre  ,  c*est-a-dire  des 
sommes  ,  des  diffi^rences>  des  produits,  des  quotiens, 
des  puissances  et  des  racines.  Premi^rement^  lorsque 
|i1u8ieufs  quantit6s  d^pendantes  de  et  dont  on  sait 
trouver  la  di!F<6rentieIIe ,  sont  jointes  ensemble  par  addi-^ 
tion  et  soustraction  comttie  dans  cet  exemple  u  -f  v 
si  la  substitution  ds   -f^  dx  ^  au  lieu  de  x ,  doit  cbanger 

uenu-ftf,venv-f-i8,w^w-f-y, 
Texpression  u-f- v — w  detiendra 

u-f-v  —  w  +  «t  +  j8  — 
5on  changement,  form6  des  termes  ct^fi^^y,  et 
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compar^  a  raccroissement  dr  de  !a  yariable  x,  donnera 

JL+i  JL' 

dx      d»  dr 

qnantite  dont  la  limite  sera 

P  +  9  — r, 

en  designant  par  p  >  9 ,      les  limites  respectiyes  des 

.  «      /8  V 

rapports  particiuiers ^  -j^,        et  en  nmltipliant 

par  dx  la  quantit^  P  *f"  ?  —  r ,  le  resultat  pAx  +  qAx 
-— >  rdx  sera  la  differentielle  de  la  fonction  proposee  ; 
mais  pdr,  qix,  tAx,  sont  les  diff erentielles  propresde 
chacune  des  fonctions  u ,  v  ,  et  w  ,  ou  representent  du, 
dv,  dw  :  on  aura  donc 

d(it-|-  V— w^rrsdtt^f- di'  — dw, 
c*e5t-4'dire ,  que  la  dijferentielle  d'une  fonction  dex, 
compos4e  de  plusieurs  termes ,  s*obtiendra  en  prenant 
la  diJfirentielU  de  chaque  terme  avec  le  signe  dont  ce 
terme  est  affect^, 

1 1 .  Secondement ,  si  dans  le  produit  des  deux  fonc- 
tions  ,  u  et  V ,  u  se  change  enuH-ct,  venv  +  P,  ce 
produit  devient 

uv  +     + v«ft  +  «tjS,; 
et  son  stccroissement 

ufi  +  yA  +  it^, 
compar^  a  dr ,  donne  Texpression 

0  «        ct  ^ 

£n  designant  comme  ci-dessus.,  par  p  et  f ,  les  limites 

rcspectiycs  des  rapports      ,        ;  puis  faisant  atten- 

tion  qne  Taccroissement  fi  s'eyanouit  en  meme-temps 
que  dr ,  dont  les  quantites  u  et  v  sont  d'ailleurs  mr^ 

dependantes ,  on  reconnait  que  la  limite  du  terme  ""^0 
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est  zero  (8)  ,  et  que  celle  des  deux  autres  est  ^ 

On  conclut  de  la  (5)  que  la  differentielle  de  uv  est 

uqdx-{-  i/pdx; 
mais  ^dx  et  pdx  sont  ^quivalens  a  di/  et  a  du  :  dpnc 

La  formule  d .  ui/  =  udi/  +  vdu ,  apprend  que 
pour  avoir  la  differentielle  du  produit  de  deuxfonc-' 
tions ,  ilfaut  multiplier  chacune  par  la  differentielle  de 
Vautre^  et  ajouter  ensemble  les  deux  r^sultats. 

Si  on  divise  les  deux  membres  de  requation  * 

d .  ui; = udi/ +  vdu 

par  la  fonction  primitive  uv ,  on  troiivera 

d.ui/     du  .  di/ 

 =c  1- — *, 

uy        u  V 

ce  qui  conduira  facilement  a  Texpression  de  la  diffe- 
rentielle  d'un  produit  compose  d'autant  de  facteurs 
quon  voudra.  Pour  cela  on  supposera*  que  v  =  ts ,  iJ 
Tiendra 

di'  A  .  ts  ^  I  ^ 

~~   ts   ~  t 
et  parconsequent 

d  .  uts     du  .  dt  ^  dj 

uts       17       t  "**T' 

OQ  trpuvera  de  la  m^me  maniere  que 

d. uf^r. .etc.     du  .  At  \  As  ,  dr  , 

 —         +  —  ^  ^._4-etc. 

utsr, . .  .etc.       u       t       s   '  r 

S\  on  fait  evanouir  les  denominateurs  dans  requation 

(*)  Lorsque  Ton  trouye  un  point  apr^s  la  caract<^ristique  d,  ceh 
▼cut  dire  quVIIe  |X)rte  sur  tout  ce  qui  la  suit  immediatenient  / 
ain&i  d.uv  cst  la  mime  chose  que  ^{uv)  ^  et  d.jc"  la 'fficqi» 
chose  qufc  d  (z"). 
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A.uts  du     dt  ds 

uts    ir^T'^~  * 

on  trourera  d.uis  =  tsdu  +  usd^  +  utds  ;  et  on  verra 
aiscment  que,  quelque  soit  ie  nombre  des  facteurs ,  la 
differeniielle  de  leur  produit  sera  igale  d  la  somme  des 
produits  de  la  differentielle  de  chacun ,  multiplie^ 
par  tous  les  autres, 

112.  On  obtient  la  difiFerendeUe  de-  en  faisant^  ==  t ; 

car  il  vient  alors  u=v^y  et  d'apr«s  ce  qui  pr^cede, 
Auz=zvdt  +  tdv ;  prenant  la  valeur  de  dt^  et  substituant 

au  lieu  de  t.  la  fracdon      on  aura  dt=—  ■  , 

ou  en  reduisant  au  m^me  d^nominateur 
vdu  —  udv 

d'ou  il  risultQ  que  pour  trower  la  diffirentielle  d*une 
flraction ,  i7  faut  multiplier  le  ddnominateur  par  la  dif- 
f^rentielle  du  numerateur  ,  retrancher  de  ce  produit 
celui  du  numerateur  par  la  differentielle  du  d^nomina- 
teur,  et  diviser  le  tout  par  \e  quarr^  du  denominateur. 

Quand  le  num^rateur  de  la  fraotion  proposee  est 
constant^  u  ne  dependant  point  de  o:,  n  a  pointde  diffe- 
rentielle ,  c*est-a-dire ,  que  da = o ;  et il  vient  seulement  . 

i3.  Lafonctionx"designant,  lorsquenest  unnoxnbre 
entierpositif ,  le  produit  d'un  nombre  /idefacteurs  egaux 
a  Xf  on  deduira  du  n**  1 1 . 

d.a:"  d.  xjTjx  

X*  xxxx.  

dx     dx  ,  dx     dr  , 

.  +  x+ir+-- 

Le  nombre  derfacttturs  du  premier  membre  etant  le 
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tecond  sera  compose  d'im  pareil  nombre  de  termet 
dx 

egaux  a  — ;  on  aura  donc 

d.j^  ndx 

d'oii  Ton  conclura  d.x"=7ia;"""*dj:. 
Si  le  nombre  n  est  fractionnaire>  enle  representant 

par  p  on  fera  x^z=:v,  d'ou  a:'  =    ;  puis  posant 

u  ^x'  et  tt  =  v*, 
les  nombres  r  et  j  etant  suppoiia  entiers ,  on  aura, 
d'apres  ce  qui  precdde, 

Au  du 

d'ou  on  tirera  ,  par  le  n^  3, 

df  rjc^*          rx^'  . 

dx  ~  ji/*-»"  ~  T' 

•   -(^— O 

£n  redubant^  pn  trouTe 

di/  rj  —  * 
dI=J-^.  ' 

et  parcons^quent 

r 

di/=i:-ar'  dx, 
te  qui  reyient  encore  a  d.x^^nx^^^dx,  n  etant  egal 
s 

EnEn  le  nombire  n  itant  n^atif,  on  aar"»=2  -^i 
d*ou  Ton  tire  par  la  formule  du  n^  la  , 

,      „     j   1     — d.o:- 
d.or^^r^d.— =  r— ; 
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•t  comme  d'apr^8  ce  qui  precede  d.Jc^ssTwc*'"*^», 
dans  tQus  les  cas  oii  n  est  positif ,  on  a  donc 

d.ar-»:=:  = — jkxT^^dx. 

De  cette  ^numeration  on  conclut  que  pour  diffe-- 
rentier  une  puissance  quelconque  d*une  quantitd  va-- 
riable,  ilfaut  la  multiplier  parson  exposant,  diminuer 
ensuite  cet  exposant  d'une  unite,  et  mubiplier  le  re- 
^sultat  pdr  la  diffl^entielle  de  la  variabte  (*). 

i4*  Lesr^gjes  enoncees  dans  les  n^'  10,11^  la,  i3, 
soiHsent  pour  di£Ferentier  toutes  les  fonctions  oii  la  ya- 
riable  n'est  engagee  que  par  addition,  soustractioj}  ^ 
multiplication ;  division,  eleyation  aux  puissances,  en- 
ti^es  ou  £ractioniiaires>  positiyes  ou  n^gatiyes.  Le» 
fonctions  qui  resultent  des  operations  algebriques  se 
nomment  par  cette  Tsison  fonctions  algebriques,  Je 
yais  en  differentier  quelquea-unes  pour  montrer  Tap- 
plication  des  regles.  ' 

c 

.  Soit  i*.ui=a+frV^x— en  prena&t a^parement 

X 

la  diffS^rentielle  de  cliaqae  terme  de  cette  foncticm  >  le 
premier  dispar^parce  qn'ilest  constant  (7) ,  le sccond 

nus  SQus  la  fmae  bx*  donne  par  I  application  de  la 

r^c  du     i3,  y  4x*    *       ou         ;  le  troisi^me 

c  cdvC 
—  condniti  +"rr  (^  •  r^unissantles  r&ultats  par- 
X  u» 

J^annic  pu  d^oire  imm^atement  oette  j:^gle  da  dcreloppe- 
dent  dn  btnome  ( x  +  dx  ,  puiK[ue  ce  dcreloppement  etant 
it"  +  njt"'^*  dbr  4-  «tc.  ti  on  en  retranche  :r*,  le  premier  termc  de 
b  differenceieni  Ax^^^^djr  ^  maia  je  pnc  Tonlu  snpposer  1b  di<« 
jnonstrmtion  de  U  formuie  da  binome  »  parceque  ie  Cdical  dilFc- 
itBlicl  io  f^olt  tUK  tjr^s^g^nnKrde  ct  triiHUjaapfe. 
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tiel»,  on  trouvera 

b  C       '  € 

fl®.  u=:a+  -7—  3  f-  — :  en  ^crivant  cettc 

fonction  comme  il  suit , 

u  =  a  +  6x        ca;         ' -}-ex  , 
rapplication  de  la  r^gle  du  n**  i3  donnera 

x^ 

,   j            flidj:  , 
ce  qui  revient  a  du^^— *  +       3  "^"^^*' 

l5.  Les  exemples  ci-dessus  ne  comprennent  que  det 
monomes ,  mais  ily  a  des  fonctions  qui  ne  pcuvent ,  sans 
und^veloppenient  prealable,€tre  decomposees  enterme^ 
de  cette  forme;  telle  est  la  fonction  u^(a  +  Ax"")". 
On  fera  dans  ce  cas  a-j-bx^—Zy  d'ou  u=s»*;  ^ 
et  en  observant  que      d .  z" = jiz""'d«  ( 1 3) , 

1  .    j     XV      du     du^^dz  ,  dz 

on  obticndra  (9)     3^  =  5^  X  ^:==nz 

or       d5=d(a  +  6x")  =  d»ix™=niia^**-"'dx : 

donc  ^  =  n  (a  +  ix"  )"•"'  X  mAx"*"* 

cLr 

et  du  =  nmix'""'  dr(a  +  ix")""'* 

II  est  a-propos  d'observer  que  ce  qui  precede  revfent 
a  dijftrentieTd'abordl'expression den  enZyet  subtituer 
ensuite  les  valeurs  dez  et  de  dz,  enx  et  dx, 

Si  Yon  avait  u=  \/  a  + Ax+cx*,  on  regardcrait  le 
trinome  a+ix-}-cx*  comme  uuc  fonction  particu- 

li^rs 
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ttiii^re     et  la  diiFerentielle.  de  \/z  ou  de  iUnt 

i  z  *d«,  ou  — rc,  il  ea  resulterait 
a  K  » 

 d(a-^6j-)-cj:^)_    &dj;  4- atxtdic 

Comme  on  a  souyent  beaoin  de  differentier  des  ra-^ 
dicaox  dn  second  degr6 ,  je  ferai  observer,  d*apr^s  la 

fi>rmule  que  ia  JUff&rentielle  Jtun  radical  du 

fl  yz 

second  degrS  s^obtient  en  divisant  CeUe  de  Id  qHdrititd 
^ui  se  tfouve  sous  le  signe,  par  iedoubkdu  radicaL 

16.  La  r^gle  donnee  (11)  pour  diiTfrentier  lei 
produits ,  itant  appliquetf  a  la  fonctibn 

U=x (d*  -f      V^o^^o^» ,  conduit  k 

du=dx(fl<»+a:*)V^a»— x^  +  xV"***— a^.d(ci*  +  ^^ 

+  xCa*4-aj*)ilV^a«-^3C* 

JLies  denx  detniers  tertHes  de  Cette  expresaon  x^n--^ 
ferment  des  op^rations  gui  ne  sont  quudiqu^es,  mais 
qui  s*etfectneni  succe^siVement^  en  obseryant  que 

d(a*+a:*)  =  d.a:»=flxdr> 
et  on  trouye  ensnite  i 

i^eduisant  tons  tes  tetmes  au  n&£Dle  dinominateur , 
Calc.  diff.  ^  B 
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en  a  enfin 

La  regle.  concernant  la  diff^rentiation  dcs  fraction», 
appliquft  -ATa  Wtion  u  ==  jqr^j::^  .  ^»'»"» 
■innri^diatcaaieiit . 

.d>ion.tire  _^^^^^+^^^^)dx 
Je  terminerai  cc.  eietaplespar  !a  forictioa 

-tmirrafenneplnsieurs  op^rations  algpriques  a  effec- 
Xer  8rfcc^sivetaent.  Pb«ren  faciUterladdferenUation, 

•t  cn  anra  ^ 
ta  rigle  du  n«  i3  donnera 
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4MI  trouvera  eociute 

ettuba^ituiiiit  ce»  valepc?  et  ceHes  et  de  a^.^j^  1*/^« 
preattqa  «de  du^  U  Yi^4>^ 

5fr  4jc 

du=:  ^  j —   dc. 

JDci  dijferentiations  successives* 

17.  l^e  coe^ciQot  diffexenl^l  etant  une  nouy^^e 
fonction  de  gcy  pe\it  etre  soumia  d]Uffei:e^tie,tio.n « .et 
donner^  par  la  limite  du  rapport  de  son  .^croistfement 
4  celw  de  b  yaridble  Xy  son  prQpre  «otfficient 
differentiel  qui  sera  ausai  une  fonction  de  gc.  En  fai^it 
auBsi  sncceder  des  difTerentiations  les  unes  aux  autres , 
os  deduit  de  la  fonction  proposee  une  suite^e  lin\ites 
ou  de  coefficiens 'difiTereatiels,  gue  Ton  distingue  en 
ordres  d*apr^  le  nombre  de  diSeceatiatioaA  a 
£illu  effectuer  pour  les  obtenir. 

SiVoufait   ^=j,,    ^-s^    a^^r^Ac.  ' 

p  representera  le  ooeiBcient  dtff^entiel  du  premier 
ordre  de  lafonction  proposee^  ^  jqelMi  de.l^  fonc^o.a 

B  a 
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•u  le  coelficient  du  second  ordre  de  la  fbnctioii  pro^ 
foske,  r  celui  de  la  fonction  ou  le  coeiEcient  da 
troiii^me  ordre  de  la  fonction  propos6e  »  etc. ;  et  il 
faut  observer  que  les  coefEciens  q ,  r,  etc.  se  tirent 
des  diiF^rentielles  successives  de  du,  prises  en  y  regar- 
dant  raccroissementdo;  comme  une  constante.  Ces  dif- 
f irentielles  t e  marquent  ainsi : 

d(du)=ddu=d»u,      d(d*u)=d^,  etc. 

'  Fexposant  qui  alFecte  la  caract^ristique  d  indique  une 
op6ration  r^p^tee^  et  ;ion  pas  une  puissance  de  la  lettre  d, 
qui  n*e8t  jamais  consid^ree  comme  une  quantit^,  maii 
•eulement  comme  un  signe.  Cela  pose,  les  ^quations 

dtt  dp  dq  ^  ^ 

dl=^'     E=^'  S=''^*''- 

doxmeront 

du=pdr,     dps=qdx,     dgz^zrdx^  etc. 

•n  diff6rentiant  de  nouveau  la  premi^re ,  sans  j  fairc 
Tarierdx,  elledeviendrad^u=dfidr,  etmettant  pour 
dp  sa  valeur  tir^e  de  la  seconde,  on  aura  d^u=sqdx^  (*)  > 
d*u 

d*oi!k9=^g^;   diff^rentiant  de  nouveau  r^quatioa . 

d*u  =  9da:*>  on  trouvera  d^u  r=z  dqdstf ,  et  comme 

d'u 

dq=srdx,  il  en  r^sultera  d^usrdx',  ou  r=^: 

-  du  d"u  d^u 

•nauradoncp=^,   9=3^,   r=gp,  etc. 

18.  Si  la  fonction  proposee  ^tait ,  par  exemple ,  aa^^ 


n  faut  bien  prendxe  garde  que  les  expnttlont  dx*,  d!r'. . . 
eont  eipiivalences  &  (dr)',  (4x}'...  «t  non  paai  d.jr%  d.ar'. 
(Y«Ve&l«  note,  page  la). 
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^  tioayerait  d.aaf=wix»-*dx(i3);  let  factenn  na 
et  dx  ^tant  regardes  comine  constans  dans  la  differen- 
tieHe  premiere  iiaa*-'dx,  il  «uffit  (7)  ponr  obtenir  la  dif. 
£erentieUe  •econde^  de  diff^ntier  a*-^  etde  mnltiplier 
le  resultat  par  JMidx;mais  d.ac^»=ji(»— i);S«dJC  : 
eo  aura  donc  #.ax»  =  »(»— i)ax"-Mx*. 

On  trouYera  d'ime  maniere  semblable^ 

.  ax*=Bn  (»—  1)  (n— a)  ax*"^dx* 

d4.a3-=:n(»— i)(ji— aj)(n— 3)  ox— ^ 
ctc. 

et  les  coelEdensdifferentielsamontles  talemrs  toiTantef : 

.  d.ar* 

j  —  =  7iax*— *  V 
dx 

d».ax» 

-^~=»(n_i)ar« 
d^.aaJ» 

(»— fl)ax»r« 

.ox* 

-g— — =ii(n— O  (»»— (n— 3)ax^ 
etc. 

On  remarqueFa  sans  peine  qne  dans  le  cas  oit  Vex^ 
posant  n  est  un  nombre  entier  positif ,  la  fonction  ox* 
n*a  qa'im  nombre  limite  de  differentielles  dont  la  plns 

elev^  est  d«.ax"=n(n— i)(n — a)  a.i.odx"; 

expression  qni  n'est  plus  susceptible  de  differentiation , 
piiisqa'elle  ne  contient  plus  de  variables :  on  anra  doae 
alors  pour  le  demier  coeffident  differentiel^ 

d".  ax* 

-2~=n(n— i)(n— a).,..i,€^ 
c'e8t-«-dire^  nne  qoantite  constante. 

B  3 
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ig.  Cette  refnarque  -doime  mi  moyen  fort  siiilple 
ponr  devel6pper  en  s^rie,  saiyant  let  pnissanioei  enr- 
ti^reft  tt  poskires  de  x,  nfte  fbnctioa  qneloonqne  » 
de  cette  Tariable,  lorsqne  cela  est  posabie.  Eneffk  > « 
M  p6S«  F^uatioii 

etqii'onla  ditferentie^  on  trouvera 

g~=r    i.aC  +    a.3Dx+    3.4^x*  +  etc- 
i.a.SlVl^  +etc. 

etc. 

et  si  on  a  d*ai]Ieurs  en  x  rexpression  des  qutotitit 
dtt        d»i  d»» 

en  diai^nant  pdt  17,  tT,  IT,  IT,  ^c.  ce  qu  elles  de- 
viennent  lorsqn^on  fait  2r=o ,  on  tirera  des  ^quationi 
ci-dessus,  en  j  supposant  aussi  07=0^  , 

*  1      '  l.S  1,2,0 

d  ott     »=ir+  'v'^+U'—+  tr-^L +ctc. 

ao.  Si  on  preHd»=(a+jt)%  onaura 
^ssn  (»— 1)  (n— ft)  (a+«).r«,  «tc, 


Digitized  by  Google 


DE    CALCV  L.   DJ  FlEJie  N  T  I  EL. 

et  faisant  x—o,  on  obtiendra 

U'z=znln—  i)  C«— fl)a«-^  etc. 
d'oik  on  conclura 


a5 


7i(n  — i)  (/i— 2)        ,  ,  ^ 
+        i.a.5     ■  orVT^etc, 


Les  principcs  de  la  (Jilferentiation  ayant  crtS  donnis 
ci-dessus^  san^  snpposer  le  d^velopjpement  de  (a-t-^^yS 
on  doit  le  regarder  maintenant  comme  prouvepout^oTO 
les  cas  o\  rexposant  n  est  entier  ou  fracti6luiiifr^  i 
positif  ou  negatif.  •       .r  - 

£n  mettant^  par  ex^m^le,  les  expr^ssionf 


80118  \a  f orme 


on  en  obtlendra  le  devel^ppi^vifiBj^  i  s^W^i^  If^  pf cy^e^ 
indique  dans  k  ,4'  i44. Elemena  d'A^gebre. 

21.  Le  mff^e^/ condiiif  i  eaqprimer  par  let 

coefficiens  differentiels  \e  developpement^eneral  de 
lavaleurque  prendla  fqnction  quandkJ^  y  BubfitiM 
tne  a:+/r  aulieu  de  x.  En  ^Qet  k  ^nction  w,  Iorsqu'elle 
se  changera  en  u'  par  cette  sube^ution ,  pourra  etre 
pg^d^^  4tpW»e       %^<^tiQfl.  4«  h  \  OD  aura  par  le 
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precedent  ^ 

'       1  l.j)  '  i.fl,o 

61  U,       V',      V%      l/",  etc, 

d^gneQt  ce  que  deviennent 

,      du'        dV         dV  ^ 
dA  >      W      "dT'  ^**'- 
loiBqa'on  y  faitAso. 

II  est  d*abord  viaible  que  u^redeyient  ulorsquon y 
h  z=z o,  et  quoB  a parconsequent  U 3=u ;  mais  de 
phu  les  coefHciens  dilFerentiels  cinlessus  j  formes  en  re- 
gardant  h'  comme  variable  et  x  comme  constante  ^  sont 
les  memes  que  ceux  qu^on  trouverait  en  traitant  x 
comme  yariable  et  h  comme  constante.  Pour  le  prouver^ 
8oit  j::-f-A=a/;  la  fonction  u' sera  compos^e  en  af 
comme  la  fonction  u  Test  en  x  :  on  eii  «PQnclura 
dufi=p'd3f,j/  £tantunefonctiondex'«etda/=>d(x+A}. 
Si  Fon  ne  fait  yarier  que  A ,  on  aura 

da/;=:dA,     du'=p'dA  ct  ^^=5p' ; 

et  en  ne  faisant  varier  que      on  obtiendra 

daf  =  dx,   duf=zp'6x  et  —^=p'; 

donc^as^.  La  fonction  j/  dtant  elleHad&ne  un^ 

fonction  de  a/,  on  aura  encore 

dp'     dp'        .  dV  d*u' 
lr=-^*^^'^  d3F==dF'      '  ' 

•t  en  gineral 

d  V  _  d"*i/ 
dA«  ~  dx»' 

Cela  pose,  lorsque  *=o,     te  chjinge  en  u;  U  e« 
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fitultera 

'  do:  1  ^  doc»  i.a    dar  1  .a.3  ' 

Cette  formule  est  connue  8ous  le  nom  de  ThSorSrM 
de  Taylor,  parceque  c'e8t  ce  g^m^tre  anglais  qui  Ya 
donn6e  le  premier 

£11e  contientimplicitement  le  developpement  du  bi- 
nome^  car  si  Ton  suppose  u=x",  deyiendra  (x+A)"^ 
et  Ton  aura 

+n(i,-i)(if-ii)x-»^  +  etc. 


C^)  Je  rapporterai  encore  ici  iine  d^onttration  de  cette  fonnvle. 
Ayant  prouT^  comme  ci-dessns  qne 

et  qn^on  snppoee  qne  let  coefficicns  B ,  C,  etc.  ne  con- 
li«nnent  pae  A,  ils  ne  d^pendiont  qoe  de  U  Tariable  ar,  et  des 
quaotit^  constances  qui  entrenc  dans  la  fbnction  propos^;  om 
aura  done 

^  =  ^+ aC% + 3/>A' + ete. 

^plant  cct  deux  tctnkats ,  tefnie  i^  tecme^  on  tronren 

«r^^Uydonp 

B     dtt      ^      I   d*tt  1  d'tt 

Olie  d^onstraiion  m'a  et^  present^  tm  exennce  pvblic  daa» 
nne  des  principalis  nuusonf  d'4dnc«tion  de  Paris. 
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2Q.  La  formule  de  Taylor  montre  aussi  que  les  diTerar 
coefficiens  differentiels  ont  encore  la  propriete  remar— 
quable  de  former ,  lorsqu'on  le«  diyise  lespectiYemeQt 
par  les  produits 

1 ,     i.a ,  etc. 
les  multiplicateurs  de  puissances  de  raccroissement  h  , 
daos  le  developpement  completde  la  difTerence 
duh  .  d*u  h^  ■    A^u  .  ^ 

^  Ce  d^Ydoppement  ^  lor«qii'oii  y  fait  h  =  dx,  de- 
irient(i7) 

,  du  ,  ifiu    ,     tPu     ,  ^ 

1    ^  i.a  '  i.a.3 
forme  tr^s-simple,  ou  Ton  voit  comment  la  difference 
de  u  correspbndante  k  raccroissement  quelconque  djc, 
se  compose  avec  les  differentielles  des  diYers  ordres  ^ 
relatiYes  au  meme  accroissement. 

JDe  la  differentiation  des  fonotions 
transcendantes. 

fi3.  Ijes  £eMietidn$  qni  ne  sont  pas  comprises  daaa 
r^niim^ratxon  fkxte  «u  n«  i4>  se  nonxment  transcen-^ 
dantes.  La  fonction  exponentielle  uz=caf  est  la  plus 
simple  de  ce  genre.  Lorsqu*on  y  siisbstitue  x-f-dr  aa 
lieu  de       la  difference  deYient 

c*^'— a^^a*  (o^'— 1}  ; 

pour  la  deYelopper  suiYant  lei  puissances  de  dr«  en  fait 
,azs:i+b ,  etil  vient 

'  '.I  1.3, 

i-a.3 


Digitized  by  Google 


DE    CALCVL  DIFFEREITTIEL. 
d*oik  on  tire 

et  ea  ordoimant  par  rapport  a  dr^ 

o^*— 1  =dr  (j  —  y  +  — 
+  «tc. 

remettant  ponr  &  sa  Talenr  0-—  1 ,  il  en  resaltera  (5) 
aind  prenattt 

on  atnra  d.a*=skc^«dac.  TeWe  e»t  laforme  deladiffe* 
rentielle  de  la  fonctioti  pxoposee  ,  et  on  trouyem 
bieotdt  une  nouyelle  expresaioii  du  itottibre  ci^nstant  k. 

H  eat  yisible  que 

d^o»  =AVda;» 

■   

sfeVdjg-j  , 

et  il  mit  de  la  qoe 

g-^a=<wr,    da**-'^^'     35*"'^  ^ 
LotBqne  xso^Ia  fonctioiki  u  et  «es  toel&ciens  iB8f« 
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rentiels  deyienzient 

on  obtiendra  donc  (19) 
1 


a5.  Le  d^velopj^ement  de  la  fonction  a*,  trouv^  ci- 
dessus ,  seryira  pour  reconnaitre  de  quelle  ^^antite  la 
•erie  representee.  par  k  tire  soh  origine. 


Si  Ton  suppose  j:  =  1 ,  il  viendra 
k\   ft»   .  k^ 


Cette  sirie  etant  peu  propre  faire  connaitre  a  aa 
moyen  de  fc ,  on  cherchera  la  valeur  que  doit  avoir  a , 
lor5queA=i;  et  enla  designant  par  e,  on  aura 

^i  ^  i.a^i.fl.3^  i.fl-.S.^^ 

En  poussant  oette  serie  jusqu^a  dix  termes ,  et  le$  ^va- 
Juant  tous  endecimaks,  on  trouvera 
•  =^,7182818. 

Cela  posi ,  puisque  cettc  valeur  repond  a  A  =  1 ,  il  s^en- 
iuit  que 

que  de  mSme  ' 

b  k^ 

tf  que  parcons^qti^nt  ^*r^a.  Si  .oa  prend  les  loga- 
ritfames  de  parl:  et  d*Autre,  on  obtiendra 
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hle=\ay  ou  •  . 

©n  aura  donc  par  la 

lc 

•  fl6.  On  peut  a  present  parvenir  k  la  diiF^rentielle 
de  la  fonction  logarithmique.  En  eflfet ,  si  Ton  nomme  a 
la  base  du  syst^me ,  y  le  nombre ,  x  le  logarithme ,  on 
aura  (  Alg.  a40  l'equation^y=a' ;  regardant  x  comme 
une  fonction  de  y  >  et  prenant  les  diiFerentielles  da 
chaque  membre  ^  on  trouyera  dy^o^Adx,  d*od  on 
tirera  (9). 

dx=-^,  oud.ly=l«^,  i 

afk  ^  y 

en  remettant  pour  a*  sa  valeur  j^,  et  pour  A  aa  va- 

leur^,  puisque  a  est  la  base  du  systeme  des  loga- 

rithmes  proposes. 

37.  I^e  nombre  e  se  pr^sente  souvent  dans  les  re- 
cherches  analytiques  ;  on  le  prend  pour  base  d'un  sysc 
teme  logarithmique ,  que]'ai  appele  N^^rien,  du  nom 
de  Neper/  inventeur  des  logarithmes,  et  que  je  repr^- 
•ente  par  la  caracteristique  Y  (*)  :  on  a  alors  Vezrs  i  ^ 
A=  Ya,  et  les  r^sultats  des  n*'  pr^cedens  deviennent 

^= ,  +^+£Syj^  +  tSMi  +  etc.  (.4) 
^     1     '     i.a         i.a.o    *  ^ 

d.a^^o^dx.raCaS),  d.l>=^(26). 
Pour  paaser  dn  syst^me  dont  la  base  serait  e ,  a  celui 

(^)  Ce»  lo^aridiines  etaient  conniu  sons  lef  Bomft  foxt  improprtg 
iltlogaritkmcs  natarels  oa  bypci^liques. 
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dont  la  base  serait  a  (^Alg,  a5o) ,  on  aurait ,  en designant 

ces  syst^mee  par  les  caracteristiques  1  et  T , 

\y  =  \e.\'y', 

et  comme  on  compare  tous  les  syst^es  de  logarithmes 
au  syst^me  n^perien  ^  on  appelle  module  le  nombre  \e , 
{tar  lequel  il  £aut  multiplier  un  logarithme  n^penen  , 
pour  paoser  au  logarithme  correspondant  dans  ua  autre 
«yst^me. 

La  diffirentielle  logarithmique  etant  d*un  grand  usage, 
•1  faut  se  r^peler  que  la  differentielle  du  hgariihme  eot 
dgale  au  produit  du  module  par  la  differentieUe  du 
nombre ,  divis^e  par  le  nombre  mSme. 

a8.  Si  on  voulait  passer  de  la  au  d^veloppement 
de  x  en  y ,  ou  du  logarithme  suivant  les  puissances  da 
aombre,  on  trouverait  que  les  quantites 

do:  d^x 

deviennent  infinies  par  la  supposition  de^=o,  et  Ton 
en  conclurait  que  le  logarithme  ne  saurait  se  d^v^lop- 
per  dans  la  forme 

a:= -e^  4- i[y  +  Cy*  4- Zy +.  etc. 

C*est  aussi  ce  qu*il  est  facile  de  reconnaitre  d  priori , 
en  observant  que  la  fonction  x  devient  infinie  loraqne 
y=o(^Alg.  25i ) ,  ce  qui  ne  resulte  pa»de  la  formuie 
ci-dessus ,  qui  se  reduit  alors  k  x=A, 

II  n'en  serait  pas  de  meme  si  Ton  faisait  =  i  «f-  u ; 
car  on  trouvSrait ,  en  prenant  les  logarithmes  n^piriens ; 
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favant  u  =  o>  on  obtiendrait 

et  ponr  une  base  qnelconque  a  >  on  aurait,  en  defilcDazit 
par  M  le  logarithnie  dc  e ,  pris  s\ir  cette  base , 

^9.  La  seici^  du  «ecoad  membre-4i'e8l  asse^  conveiK  F 
gente  (-^//?.  a3G)  pour  fetre  eraployee  au  Calcul  des 
iogaritbmes ,  que  iorsque  w  est^tine  •fi  aCfion  *,  mais  on  a 
trouve  des  mo^elis*  de  1a  tranrformer  en  d-autrcs  qui 
s'appliqueDt  aux  diiFerens  cas  avec  plus  on  moins 
d'avantage.  Od  a'  observe  d'ab6nl  qu  en  cbangeant 
•4-    en  —     il  venait 

et  Tetrancbanft  «ette  ^qaadon  ^  la  pn&cedente,  on  a 
trottv^ 


(^)  On  anra  TemaiqiKf  sant  doate.qtie  Jfd^atton  i=j--y||a 
smS,  \amtft  h  r^re^ioo  du  »3, 


condoit  k 


<.i-dessaa. 
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fdsant  ensuite  i        ^e  qui  donne  i*=  ^;^- > 

et  observant  que  1  +  =1^^^^ =l(/i+a)— In, 
il  en  est  resulte 

K^H>»=»«{34j+it3:;)'+5U:)+"' 

d'ou  on  a  conclu 
lCM->d„+.«{^^+^)VKj4;)+«« 

.Cette  «^rie,  qui  fait  co/inaitre  le  logarithme  de  n  +  « , 
lorsqu^on  a  celulde  n,  donne,  en  y  supposa^t  .it=i 
,  et   =  I , 

puisque  li=io.  EUe.  est  deji  tres-convergente  et  le 
devient  encore  plus  pour  un  nombre  {>lu6  gcand.  Si 
on  prend  M=  i ,  on  trouve  1'»  =  0,693 1472. 

Le  module  Jllf^$*obtient  en  calctdant  le  logarithme 
d*un  m^me  nombre  dana  le  syst^me  qu'on  vcut  adop- 

.  ter,  et  dans  le  -systeme  nep^rien,  et  en  prenant  le 
' '  rapport  des  deux  resultats  (  27  ).  Ori  arrive  assea  promp- 
tement  au  module  des  logarithmes  ordinaires ,  en  cal- 
culant  d'abord  le  logarithme  n^p^rien  de  5  par  celui 

'  de  4  >  qu'on  d^duit  de  celui  de  2 ,  puisque  I4  =  ab ; 
puis  connaissant  1'5  etl'3,  on  a  Tiosa: TS +  r3,  «t 
divisant  par  ce  demier,  ruaite  qui  est  le  logarithme^ 
ordinaire  de  io,~on  obtient  le  mqdule  cherche:  on 
trouve 

-  ,Jfcft=  0,434^9448». 
Tel  est  le  nombre  par  lequel  il  faut  taultiplier  les  loga- 
rilfames  nepertens  pcurobteoir  le8  logari&ineiB  ordinaii^ 
(oudeBriggs). 
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Ridproquement ,  pour  revenir  aux  logarithiojes  IKe^ 
p^ens,  U  .&at  diyiaer  les  logarithmes  ordinaires  par 
ce  nombre^  on  le»  multiplier  par  le  nombre  ~  - 

"Zo.  Je  ysas  doimer  quelques  exemples  de  rapplicii-' 
tion  des  r^g^es  de  la  dilFel^entiation  d^s  fonc^onss  lo^ 
garithmiques ;  maispourplusde  simplicite  je  si^^serai 
dorenavant  que  les  logarithmes  sont  Neperiens^  a  moins 
que  je  n  ayertisse  specialement  du  contraire. 

,   I,  en faigant-— i      .  i*—  z  , 

j      ds  . 
on  aura  dtf= — ;  mais 

z  .    ,  - 

dx/rf^' — 

 V/a*-!-»'^  tfAx 


donc  au=^ 


ce  qui  donnera       -  . 

Calc.'diff:  •  e 
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mab  OB  a 

zdx  . 


d*cni  on  tire 


'  ~  ayzV^  1— X*  '  . 

et  en  observant  que 

.   dx  ~    :  > 

on  trouyera  enGa  da  =  — — ^pra^csj. 

Cet  exemple  est  remarquable  par  les  reduc^on*, 
qu'eprouve  la  differentielle ,  et'par  sa  ^mplicite  ,  eu 
^gard  a  la  fonction  dont  elle^deriye ;  il  sera  facile 
maintenanj^  d'effectuer  le  calbul  dbs  exeHiples  suivans , 
dont  je  ne  rappbrterai_qu§  les  rettiltats. 

3^  i*»l^a:fHV/»^N?^;  .         -  4». 


V/Hh? 

4-.  u=-^l{x\/—i  +  \/l^h'du^^^^^ 


i'  y_ j jV  1  +  J?* + a; 


Ax 
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6^  Si  on  avait  u=;^(b7)%  en  fauaat  la;=«^  oa 
troaverait 

ft  r^in^tt^Bt  an  dc^  et  de  d&  ^  leurs  Yaloortj^il 
tiendrait 

7"*.  Soit  enfin  u-s^^l.^x^^^nsit-ar-direj  lelogarithme 
du  logarithme  dfe  ^;^po8aflt  e/lnime  c^-dessus  Lz;= s  ^ 
ou  aura  d'abozxl 

w=l»,      dii=£=^,      d«i=d.la:s:a— , 
#bjk  dii^  dWite  cnMxiter  du 

3i«'  La  conatderatioa  des  logantbmes  facilite  beau- 
«oup  la  differentiation  des  l^ormules^  tfjtpoiignlieBes , 
lorsqu  ellea.  sont  compticta^esr. 

t*.  geir ,  fwcr  mimifVB^  uacay » a  ^twfe dqu3E>  fonc^ 
fioitt  ifa^b(Mt(}M»  ^  J»V  e*  pr«ii«Bft  1«  Jk^^ycilliii&e  de 
ehaque  memAt9f  M^m^lm:xajlay  etdifffiMstiaat  enr- 
tmte^  on  obti«ndra 

^=dyl*-J-^.l6(ii,flf7)',  «0 

a».  Soitu=o**:  on  fera.6*==y,  eton.ava 

C  a 
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mais  dy==d.^=6'(Lcl&:  donc 

.  dtt=a**i!^dxlali.*^ 

3*.  Soit  u-^z',  z,  t^fs,  itantdesfonctidBS  deo;; 
on  fera  t'=y,  il  vicndra 

et  parcons^quent 

Au  moyen  de  ces  formtile»-^*  On  trouvera  facilement.  1» 
difT^rentielle  d*une  fonction  exponentieUe  quelconque. 

3a.  Lea  sinus,  les  cosinus^  les  tangente^  et  les 
autres  lignes  trigonometriques,  considerees  par  rapport 
a  Tarc  de  cercle  dont  elles  dependent ,  sont  aussi  der 
fonctions  transcendantes;  on  lea  nomme  assez  oidinai- 
rement  fonetibrts  ciradaires.  Je  supposerai,  pour  plut 
de  Simplicit^,  que  ie  rajon  soit  egal  a  runite. 

£n  substituant  x-f-dx,  pour    dans  la  fonction  dn 
il  Yient  (  Trig.  1 1)  , 

sin  (  j: + dx) = sin  j?  cos  dx + cos  x  sin  dr , 
d  oii  Ton  tire  ,  pour  la  diff^rence  ^ 

8in(ar  +  dr) — 8injr  = 
sifi  X  cos  d*  +  C0&  X  sin  dr  —  Bin  or  = 
sin  X  (cos  dx  —  i)  +  cos  X  sin  dx. 

n  faudrait  maintenant  developper ,  suiyant  les  pmV 
tances  de  raccroissement4x ,  le  demier  membre  da 
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celte   ^qaadon  ;  maia  on  peut  obteiiir .  san^  cela  ^ 
la  limite  du  rapport  de  raccroissement  de  la  fonction 
a  celui  de  la  yariable^  aindi  quon  va  le  yoir.  £n 
prenant  le  rapport  de  ces  accroissem^ns'^  ontrbuvera 

ainfj?-4-djc)— rina?  (cosdir^i)  .  sinda; 

 =Sinxl^-g^^  +COSX-^; 

u  Yon  fait  attention  que 

(sin  dx)*  =  1  —  (cosdr)* 

(i  -f-  cos  dx)  (i  —  cos  dx) ,  '  ^ 

et  que  parcons^quent  *  ' 

*     "  *    Ysindx)*  * 

on  aura 

rin^jT-t-dr)—  sinx   sinda:   sindj?  ,  gndjg 

dr  i-f-cosdx  dr  dx 

sindo;      ,  Xsindj? 

.amx — r  3 — 1—3 — . 

1  +cosax  '       y  dx 


=(- 


On  passera  au^  limites  en  chercliant  ce  que  devien- 
nent  Jes  deux  facteurs  du  second  memb^B  lorsque  Tac- 
croissement  dx  s'evanouit  (8).  Dans  ce  cas^  sin  da:==o^ 
€osdj:  =  1  ^  etle  premier  factenr  se  rMuit  iicoax. 

»   n         Mn  dx  • 

Lefacteur— jj— tend  sans  ccsse  vers  ronite;  car 

de  tang^  =  — ,  ondedmtjjj^=  cos^;etpuis. 

que  cos  ^  =  1 ,  lorsque  A^o,  Funite sera la limite du 
rapport  entre  le  sinus  et  la  tangente  quandTarc  s*eva- 
nouit :  or  il  est  visible  que  Tarc  etant  moindre  que  la 
tangente^  et  plus  ^and  que  le  sinus,  i  plus  fortt 

C5 
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jraison  9Dn  rapportavec  le  ttniis  tend  «mB  eesse  tens 
runit^. 

Oq  aura  donc ,  en  vertu  de  ces  .remarque» » 

d.sina;  ,   .  , 

— 7g~-=sco8  jc,   oua»8in  jf==axco8a:. 

33.  Cette  differentielle  obtentie^  Ies  antresiS^en. 
duisent  sans  peine    car  on  a 

cosa:=i^8in(i^-*x),    d.cos47=:  d.8in(i'-— x) ; 

mais,  par  ce  qni  pr^cede, 

d.sin(i»-p^ce)  «d  (i^— x)  cos  (i*  — x) 
r  =  —  dr  C08  ^i^     5?)  ; 

et  cos  (i^  —  x)  =  sin  X :  donc 

.  d,cos  djcsinx. 

a\  Ptdsqne  sinvers.  x  rrsi  — cosx,  onanra 

d.  sin  yer».x=— d.  co^x  =da7  sin  X. 

sin  X 


5*.  tangx: 


C06X 


,  ^  co8xd,8inx— sinxd.cosx,  . 

d.tang  xsa  (111} 

^  cosx* 

(co^x^^+^inJ^^dx 

cosx*  ' 

iinai^  co8>X^^4*iu^^^ ^  ^ 

d.tafigx=  


cotx  =  :  , 

^    .        d.tansx  dx  jdr 

d.COtX:^  —  ,  =  —  , 

tani^x»        tBngx'eo8X*     .  fcinx-  * 
f  Q  ipett^nt^ppnr  tan^  x  sa  yaleur. 
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j  d.cdsx    'dronx    *,  ' 

coeAf*  to*x» 

sin  X  1 
cosx      ^  cofcx 

G*.  cosec  X  =  .      .  . 

,  d.sinjr  "    djfcokr        ,     * ' 

d.  cosear  .  — - =  :  =—  dx  cot  x  cosec  x. 

sin  X*         sm  X* 

34.  Aved  CAs  fonniiles^  on  pcnt  trouver  la  differen- 
tielle  de  toute  expression  renfermant .  des  siniis ,  co- 
sinns,  tangentes^  etc.  il  faudra  pour  cela  diDferentier 
en  regardant  ces  quantites  comme  des  fonctions  parti- 
culieres,  et  mettre  iau  lieu  d^  leiirs  differaotlellss  les 
resultats  ci-dessus  :  \e  n  fcn  donnerai  qu'unseul  exemple^ 
savoir ,  u=  cos  x«»»  *.  On  fera 

cos  x=  z  ,         sin  x—y  ; 

on  aufi  Ursz2^^  et 

=dxcosx"* *i  cosxl.cosx  —  — — \ 
\  cosx/ 

35.  Apreaavoir  traite  le«  sinua»  cosinus ,  etc.  comme 
des-  fotictioiia  de  Tarc,  il  conviedt  de  regarder  Tarc 
successivement  comme  une  fonctionde  son  sions ,  d»  sosi 
cosinus ,  etc.  et  d'en  detenniner  la  differenticlle  sous 
ces  divers  points  dfi  vue.  Peur  cela^  soit  x  la  fonc- 
tion  proposee,  et  u  la  variable  dont  cette  fonction 
€^peid ;      r^ttatira  d.fiihAr  =  dx  c6bx  ;  k  hkvt^ 

C4 
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de  sin x=u  et  cos  x  =  |/i — u*, domie du^^dxj/ 1— u% 

ct  parconsequent  (9)  d.r  =     ^     :  telleestlayaleur 

de  la  difFerentielle  de  Tafc  exprimee  par  le  sinus  et 
par  sa  difFerentieUe. 

Si  on  youlaitexprim^  la  dilFerentielle  de  rarc  par 
Bon  cosinus,  il  faudrait  partir  de  requation 
d .  cos  o;  =  —  dvsin  X, 

qoi  donne ,  en  faisant  cos  x  =  u  ^ 

iu 


du=— dx  y/i— u*   ou  dr=- 


Pourpasser  de  la  au  sinus  yerse,  on  feraiti/  =  1  — 
puisque  cosj:=i  —  sinyer.xj  on  aurait  parconte-* 

quent  du  i=—  dy  et  d«?  =  ■ 

Ax 

a*.  Soit  tangx  =  tt;  T^quation  d.tangxsxs  

CO8 

donne  du  =   et  dx  =  du  cosx*.  A  cause  de 

cosa^ 

^in  X 

 =  tang  X ,  on  tronye 

sin  X  =  cos  X  tang  x ,       sirt  x* = tang     cos  ; 
et  subsdtuant  1 — cosa;*  a  sinx*,  il  yient 

1  =cosa7*  -f-*^g^^05^=*^^^-"^(*  +tanSx*) : 
on  a  donc 

''^*'^  "^i+tangdf"^'!??' 
JAettant  cette  yaleur  dana  ceUe  de  dx^  il  en  resnltm 
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da  =  ^^^^,  d'ou  on  peut  canclure  que  la  differen- 

tielle  de  r-tarc  eH  ^gale  d-c-  lle  de  la  tanjgente  diuis^e 
par  le  qiiarri  de  lasecanie;  car  l/i+u*  exprimtt 
la  s^cante  lorsque  la  tangente  est  represent^  par  u« 

Je  terminerai  cet  artide  par  Texemple.  suiyant : 

Soit  X  jm  arc  ayant  pour  sinus  la  fonction  azi    i  - 
on  fera 

et  on  anra      »  - '        •  '  '  .  ^ 


dr  = 


mais  ^^gduCi--^); 
donc  djc= 

|/  1— U* 

.56.  On  peut,*  par  le  moyen  des  cxprcssions  diffe- 
rentielles  obtenues  pr^cedemment,  former  les  deve- 
loppemens  des  principales  foncdons  circulaires. 

I*.  Pour  siti  Jt/  dn  a 

da        '         d*u         ,  d^u 

2^==  «n  aJ,  .etc. 

■     ■     ■.  1 
faisant  a?  =  o ,  ilvieadr^,  par  le  »•  19  ,  U=o,  et 

1.^=1,    17'=©,  .i;'=— r,    l/"=so,  etc. 
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d*ou  on  conclura 

,Qa  trouv^ra  pour  cotx 
g^=co8a:,  etc.  )  . 

....  f'\  *  ■'o 

faisant  jc  =  o ,  ii  cn  resultera  U=  i ,  ct  ,   .  • 

4 

U'  =  o,    t7*  =  ~i,    tr=:o,.  l/'''^!,  etc. 
cc  qui  donnera 

cos  o?  =  r ~ 4-  •  —  etc. 

.  x-^  I  i.a.5.4 

Ces  deux  formules,  dontla  )oi  eBttrt*-ividente  tt 
tr^s-siniple ,  offrent  une  5es  metliodes  les  ptus  exactes 
ct  les  plus  expeditives  pour  calculer  le  «inus  et  le  cosi- 
mis ,  correspondans  d  un  arc  donne  /«urtout  lorsque  cet 
arc  n  est  .pas  tres-grand.  On  ^n  trouvcra  d'analogues 
pour  la  tangentc  et  les  autres  llgrie^  trlgicinomitriques ; 
mais  la  loi  dc  ce^  derni^res ,  foitntiles  ti*est  psa  aiissi 
simplc  qne  cell^  des  precl&defttes ,  et-elles  SOnt  beau- 
coup  moins  commodes  dans  Titpplipatiqii  i^c  ^s  rc- 
lationsqui  donnent  la  tangente,  la.  secantc,  ctc.  par 
le  mc^«a  du  sinus  el  d&cos^jis;  Vest  p^or^pioi.  je 
ne  m'y  arr^terii  pas.  * 

57.  Si  on  represente  par  un  arc  dt  ccrcle  dodt  Iff 
tinus  soit      on  aura  (35) 

dr 

dy=    .11  » 
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ce  qui  conduira  au  AiTriopj^^tneBt  de  Tarc  taivaiit 
les  puissances  du  sinuf.  £n  elTet,  on  en  tirera 

p- 

^  a  3  S^i^-^-^^^+s.S.sje^i-^^^^-^^.S.yjc^Ci— ^ 
ctc. 

£n  faifant  x=;o,  «t.obienrut  gue  daiis  cette  hypo- 
th^se  i'arcjf  est  nul,  on  trouTera 

^  i.aTS  ^  i.a.3.4.5  ^ 

J€  passe  4  U  TecWebe  de  Vior^  par  sa  tangente ; 
e&  nomnasit      Varc  et  x  mi  tftftgfente,  oti  a  (^S) 

dy  =    f^,  d*oii  il  suit 
axCi+c»)-*  . 

g  =  fl4(ir*^)'^-«88.r«(H-x«)'-t+384x<(i+a»)- 
etc. 
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et  en  faisant  a:i=0|  on  trouyft 

La  loi  86  manifeste  ici  dhs  les  premierstermes;  H  n'eB 
est  pas  dk  meme  a  r^gard  de  la  s^rie  precidente;  mais 
comme  les  difFereQtielles  successiyesde^  se  compliqaent 
de  plus  en  plus ,  a  causede  leurs  d^nominateurs ,  le  pro- 
cede  employe  ci-dessus  n*est  pas  le  plus  propre  i  con- 
duire  aux  developpemens  cherches;  le  Galcul  int4- 
gral  en  foumira  de  plus  commodesr 

Le  demier  de  ces  deyeloppemens  donne  une  expres- 
sion  remarquable  de  Tarc  o%5 ,  dont  la  tangente  est , 
comme  on  sait ,  ^gale  &  i  ;  en  effet ,  si  on  suppbse 

=  1 ,  il  vient 

0<l,5=:  l-.l+1-l  +  l-.ctC. 

Cette  sirie  est  trop  peu  conVergente  pour  ^tre  em- 
ployee,  mais  on  peut  calcuierle  m^me  arc  en  plusieurs 
parties;  etla  taugente  de  chacune  etant  plus  petite  que 
l*unit6  ,'On  aura  des  series  convergentes.  Le  G^metre 
anglais  Macfain  a  trouyi  querarc  de  o%5  est  6gal  a 
quatre  fois  celui  qui  a  pour  tangente  f  ,  moins  Tarc 
dont  la  tangente  est  ^  ,  ce  dont  il  est  ais^  de  s*a5- 
surer  en  obseryant  que  si  tang  a  =  \  ^  il  en  r^sulte 
(Trig.  flS) 

n  tane  a  .5 
°         1  —  tang  o*     ifl  * 
.  atangsa  lao 

Le  dernier  nombre,unpeupIusfbrtqueruniti;tangente 
de  01, 5j  montre  que  4^^  ci,  5  :  faisant  donc 


t  . 
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ladiff&rence  4^  — o^^Sou  A^^B^  a  pour  tangenta 

\        .     •  i+tang^tang.i?     aS^  * 

et  comme  B^A^{^A^  B) ,  il  tient  oi^  5=: 4«  —  4* 
Orpnprepants^ccesriyepient jx=g,x=       on  trouv» 

4'oik  en  conclut 

o^o=:<  ^   /• 

D«  Za  dijfirentiation  des  ^quations 
quelconques  a  dewo  variables.  , 

88.  JnaqaiiA.  )e  n ai  diffirenti^  que  d^e  ^quations 
Hpar^es,  c^eat-i^K&re^  jdpjy  lesqBoUea.  la  variable  se 
trouyait  seule  dans  un  membre^  et  la  fonotion  dana 
Tautre;  tellea  sont  les  ^quafionB  de  la  forme  X=Y, 
Y  etant  une  fonction  dey^  et  ^une  fonctiqn  de  x ;  maia 
le  plns  grand  nombre  des  ^kpiationd  que  1%^  rencontrer 
dans  ks  reeherbhee  analytiques  ne  se  presente  pasainfiL : 
la  Tariable  etla  foi^t^>n  y.  sont  sQuyj^nt  m^lees  0U.C019- 
binees  entr'ellee.    •  -   _      .  •  n 

Lorsqu^on  a  ilncl^  ^quation  i^elconque  ^=sb  >  entre 
X  ety ,  son  effet  e^  de  d^tcnniner  x  par.^,  oxjy  par  x^* 
caiflorte  <pie  Tune  de  ces  quantites  est  fonction  de  i'autre, 
Si  Ton  con^oit  pour  un  moment  que  f  on  aiVdetermini 
yjfux,  en  substitqa^tJl^xpFessionde^  dans  laquan-; 
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tite  ceUb-ci  demiidra  n^ceawiirenient  ua  antitH 
blage  de  fonctions  de  x  seul ,  mais  composi  de  termes 
qui  se  detruiront  ind^pendamment  d*aiicuiM  vateiirdft 
puisque  cette  variable  doit  rester  ind^rmin^.  II  suit 
de  <i&e  X  i^ecemt  ua  accroifliefeA^sit  qHalcoiMpifr  h, 
y  eprouvera  nn  changement  tel  ^  que  la  fonction  V 
demeurera  nuUe  comme  auparayant.  Si  donc  on  d6- 
si^e  par  V  ce  que  devient  ^n  apparence  Fexpre»- 
8ion  V ,  ]|i  &|idfa  que  J^n^a»  iiC^ik  oxk  conclura 
f"=.o,  puif 

— s— = 

qiiel  ^^'SQil!  raccrcnssement et  parcondequent^  si 

Fe^ipression  —  est  sijsceptible  d^n&e.lmiito  P , 

oh  doit  avoir  Pt=;0  »    -  , 

Mais  puisque  V  se  coippose  de  x,^et  de  jf  consi- 
dAr6  comme  fonction  de  x,  cette  limite  peiit*8*dbtfe- 
nir  en  diKrentiant  ^afec  VaiteisGiiD)!  dy  f«re  varier 
y  et  X ,  suiyant  les  regles  des  numeros  lo  ,  ii  ,  ifl, 
>3  ^  i5 ;  et-Bi  ron  «b0enne'qtte*/Ur=£:dJ^^  tm condora 
de  ce  qui  yient  d^dcre  dit  ^  que  J^^tfttatioii  an^ 
traine  i^^uatioa 

U  premiere.  detjUTnwant  y ,  et  )a  seconde  dy.  '  " "  *. 


"  (^)  Pour  conceyohr  nttXemeat  ceA  il  stdfir  dtf  rove  ^^«nr  ^ 
ntfral ,  «i  dans  PexpreMion  ontubstitne  x-V^  <n  Hrad»  jp,-.ei 
ji^-^Jl  au  de  ,  resokat  pcMaa . deTelojqp^i:  dan«  la 
fojTO  ...... 

4f  y  iV,  P$  Q^Rf       ctc.  ^tant  des  ^antites  ind^ndantes  de  h, 

ci  dc  ,  '    '  •  • 

Ccit«  «quation,  ^  cause  dt  U  prdpos^e  ^^o,  Btf  r^daitki 
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fezaniple  foinniit  edaircira  cecL 

Soit  r^qnatioii 

L^ezpresnon  est  ici  jr*  —  amxy-(- a:*— -a*;  si  oi^ 
la  differentie^  dans  la  supposition  que  y  est  une  fono^ 
tion  de     en  f^galant  4  xiro,  on  ttouvesa 

2»ydy  — ^  anurdy  —  fln^^.-f^jxlx  =:  o , 
^  J^— •  »»9^+_^wix==:o  (i), 

en  supprimantle  facteur  commun  a ;  et  faisant  dyr:=pdx, 
«j)  <aiaKa.pqi^^4dtf«i^  p ,  Tiqiiatioa 

(j^  —  inx)/)  —  Jiy       =  o , 

d'oii  on  tir^a.    ,  ..^  .  . 

^  — mx 

Jffc    2V>t  +  Pli-  -*!  QWt  +  W  -♦-«ic.  =o, 

«tidMrii  laiiAa«ottaA««  4«aiuM*    «1  ft.  .... 

Ms  lermet ;  et  en  le  supprimant  il  '▼icndra 

Le  lapport  4r  cbaugera  ik  metnre  qne  A  diminuen,  mais  ans 
t^^Tanoiiir  en  mtee^temps  q«e  cette  qnaBtite  j  et  Ton  anra  ponr 
dcttnmaer       dluu  I^ypothtee  de  A^o,  1'cqaaci'on 

Jtf-t- iVW=o. 

La  '▼alenr  de  4r  qni  eti  rcsuhe^  sera  la  Iknite  de  Coates  Jes  Yalenrt 
qiia  tfnf»  ipMSluL  yeal  prandn  k  raiioik  de  oelles  de  A  ^  ii  et< 

don^  «sTident  que  si  on  4es<gnc  cctt^  limite  par  p ,  Teqaation 

icra  fraie  en  tonte  it^enr. 
II  ett  TiMUa,  pac  le  proc^  dont  on  lieat  de  faixo  ueaf^ » 

qac  ]'ezpresBion  iV  4>i^  est  le  coeflkient  difiUrenticl  de  la.  fooc- 
prit  ea  7  rcgardaat  y  comme  «ne  fonction  de  x. 
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'  Pour  obtenir  p  en  x  senl,  il  faudrak  subititner  dant 
cette  expression  la  yaleur  de  ^  ^  qui  dans  r^quatioii 
proposee  est 

etilviendrait  ...  - 


i>^x  4^ 7n*x do mx/t^-^x^  -  m\xf 
P  =  -  


—  x.-^m^x  .-^^,  . 


r^sultat  semb1able''a  celui  qu'on  'd^duirait  immMiatt^' 
ment  de  requatian;3eparee     ;  . 


yz=:mx±L{/a*  —  x*+m*x^,  - 

correspondante  a  la  propos^e.  . 
Sg.  L*equation 

etant  difFerentiee  ,  en  y  considiraiit  ^  et  p  fiomme.deL 
^onctions  de  x  ^  conduit  a  Tequation  •        •  ' 

( dy — mdj;) p  +  (j  —  mx)  dp  —  mdj^  +  dx=^  o ; 

et  si  Ton  fait  :  i 

dy  =.  pAx  ,        dp  =  qdx% 

il  vient 

(p  — m) p  +  (^  — Tnj;)       m/>  +  I  =o, 
equation  qui  donne  la  relation  que  le  coefEdent  diffi^  * 
rentiel  du  second  ordre  q ,  om^^  (  I7  )>  avoir 

ayec  celui  du  premier  ordre  p,  ou       et  avec  les  va- 
riables  x  et  y. 

-  Ku- 
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Ea  continuant  de  dififerentier  de  la  meme  maniere , 
on  formeraitrequation  de  laquelie  depend  le  coefficient 
difFerentiel  du  tyoiai^ine  ordre ,  et  ainsi  d^-suite. 

4o.  Si  Ton  fait  attention  que    =  ^  /  et  que 
^!y==dCdj^),  on  reconnaitra  que  r6quati(m 

(/>— in)p  +     —  mx)^— wip+i=o, 
«e  d^duit  immediateioent  de  Tequation 

lowquon  h  differenjtie  .en  y  faisant  varier  dy ,  comme 
ime  fonction  de  o:,  et  divisant  ensuite  par  dr",  Eii  effet 
Dil  a  pr^mi^rement  '  <  '  '    '  ' 

4y*  +J^!y  —  a^^da^dy — mxd^  +  dr*===  o  (2) ; 
secondement  ^ 

^qaatiott  qai ,  lorsquon  y  «hange  ^  en  p ,  ^^  ^^  ^  * 

saccorde  avec  celle  que  )*ai  obtenue  plus  haut  pour 
determiner  <f  . 

£n  general,  faire  varier  les  {piantitis  etc.  comm^ 
des  fonctions  de  x ,  c'est  ptendre  le|  differentielles  des 

expressions  ^quivalcntes  ,  differentielles  qui 

aont  respectivement  reprisent^cs  par  etcJt 

c*est  enfin  regarder  Ite  quaiititis  djr>  d^,  etc.  conune 
des  {bnclions  de  x* 

L'eqaation  (1)  est  la  diffirentielle  premi^re dela.  pro- 
posee ;  r^quation  (a)  en  e^tladiffdrentieUe  secande,  etc. 
Calc.  diff.  D 
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et  d^ajn-ft  It  xtaMrqtte  ci-dessna ,  diffiirentielles 

itme  ikfuatiok  tlUliltlVfc  ptop&s^,  ire  Adtdsent  ks 

unesdes^^ts  pttrh  diffirl^Miit^^ 

dy,  dy,  etc.  ^ecmme  desfonctions  de  x. 

On  passe  avSL  iquationfl  qui  doiment  les  coelBcient 
diff^renti^',  en  obsoTant  ^e  6^  cbe&d^i»  ioat  fe- 
pre^entdfl  par' 

ouenfaisant 

^  =  pdj?,       iy  ^  i/d^,  rtc. 

Par  ces  derniires  snbstitutions^  les  diff&entielles  dis- 
paraissenty  et  il  pe  reste  dans  les  r^sultats  que  les  fonc* 
tions p,  g,  elc.  absolioneift itiid(^end&l^ de la  videiir 
de  Taccroissement  dr. 

41  •  L*^quatkm 

etanlt  du  second  degr4,  doAae-poifr.^  deux  yaleurs,  par 
le  moyen  desquelles  Vequation 

O  — mx)dy  — (mjr— a:)dj;=#  (1), 

dr  y^^mx' 

donne  4usii  fKsiir  le  coeffident  diff£rentiel  ^  ^  deux  , 

talenrs  correflpOadantes  4  celles  de  ]a  fonctiony. 

Si  au  lieu  de  risoudre  T^ation  prot»os^6  poio'  «1 
tirer  &  Valenr  de  ,  on  afttt  tiimiBi  cette  YaiiMble  , 
'€ntre  les  deu^  ^^uationii 
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jf*     flmoy     ac*  —  d*  =±:  o , 
(^— nu:)djr— (wy  — x)dr=o  (i), 

aurait  eu  d'abord  ^  en  vertu  de  la  seeoiide , 

a:(7ndjf~Ac), 
— mdx  * 

sabstitiiant  dani  la  premi^re»  il  serait  yenu ,  apr^s  les 
reductions , 

(x* —   —  mV)  dy*— (amx^—flnuif  —  am^x*)  djcdy 
+  (jc*— Vo:»— fl»!»*)  dx*  =  o. 

Cette  derhi^te  ^tant  r^solne  par  rappoit  k  dy,  donne- 
rait  les  mtmes  r^Itats  que  ceu^t  qu'on  obtiendrait  en 
diift&rentiant  les  Taleurs  de  ^ ;  et  apr^s  ravoir  divisee 
par  dr*,  on  en  tirerait  immediatement  les  yaleurs  du 
coeGBicient  differentiel.  On  aurait  alors 

( X*  — <^  —        ")        —  (amac*—  flma*  —  am^x*) ^ 

eten  d^gageant  la  seconde  puissance  coeiBcient  dif- 
fereatiel^  exprimie  par      ,  il  yiendrait 

dy*  dy  a:*— m*x*— a"m* 

4fl.  n  eSt  facile  d*appli<}uer  ce  qui  prebe^ ,  a  des 
cxemples  plus  compliques ,  ou  dans  lesquels  les  varia- 
Ues  montent  4  un  degri  phis  iley^.  Soit  encore  1'«- 
faation 

U  dOnrefttiKtioii  donnera 

D  a 
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3y»dy  —  3axdy  —  Zaydx  +  3x*dr  =  o  , 
ou,  en  supprimaiit  le  facteur  commun  3, 

ydy  —  axdy  —  aydx  -J-  x^dx  =  d ,       ( i ) , 

ct  parconsequent  ^  =  SlZZ^ . 

dx-    y^ — ax 

La  fonction^ ,  dans  cet  exemple ,  etant  donnee  par 
une  equadon  du  trobieme  degre^  doit  avoir  trois  va- 
leurs ;  et  en  les  substituant  successivement  dansrexpres- 

sion     ^  >     bbtiendra  un  pareil  nombre  de  valeurs 

pour  le  cocfficient  differentiel.  On  voit  en  general  que 
ce  coeiRcient  aura  toujours  un  nombre  de  valeurs  egal 
a  celui  dont  la  fonction  y  est  susceptible  dans  Tequa- 
tion  proposee  :  il  en  sera  de  meme  a  Tegard  de  la  diffe- 
rentiellc. 

Si  on  eliminait^  entre  Ie9  deux  equations 

—  3fljpy  4"     —  ^ 
y^dy  —  axdy — aydx  +  afdr  =  o  (i), 

on  aurait  pour  resultat  une  ^quation  du  troisi^me  de— 
gre  par  rapport  a  dy  >  qui  renfermerait  les  trois  valeurs 
dont  cette  differentielle  est  susceptible. 

Ayant  trouve  Texpression  de  dy  ou  celle  dcg^» 

parviendra  i  celles  de  dy  et  de  en  differentiant 
par  rapport  a  d^,  a  ^  et  a      suivant  la  regle  etablie 

y*dy  —axdy  —  oydx  +  3fdx=  o       (i)  , 

differentielle  premiere  de  la  proposee.  £n  operant  aioa, 
on  aura 
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et  en  reduisant  il  viendra 

(y—  ax)  dy^  aydy»—  iuidxdy  +  axdx^  =xo      (a) . 

Voili  la  diiFerentielle  seconde  de  Tequation  proposee; 
si  on  la  combine  avec  la  differentielie  premiere,  on 
pourra  eliminer  dy ,  et  le  resultat  donnera  TexpreMion 
de  d^  en  a: ,  dx  ety.  On  chassera ,  si  on  veut,  la  fonc- 
tion^,  au  moyen  de  Tequation  proposee.  ^ 

En  divisant  Tequation  (a)  par  dx^ ,  elle  prend  la 
fonpe 

ct  ne  renferme  plua  que  les  coefficiens  diOerentielfl 
et      Mettant  au  lieu  de  ^  sa  valenr 

ay  —  X* 

 j  tir^e  de  ( 1 ) .  il  nendra 

y  —  ^  4 

et  en  reduisant  au  meme  denominateQr  ^ . 

Qy*  —  ox  )^      +       — 6axy*    florjy +30*^=0 ; 

mais  la  quantite 

ary^  —  6axy ax^ , 
n'est  autre  chose  que 

2kxy(j^  —  3axy^x^): 
elle  estdonc  nuUe  en  vertu  de  Tequation  propos^e,  et 

D3 
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parconsequent  on  a 


ou 


En  dliFirentiant  (3)  par  fapport  a  d^,  dy,y  etx; 
on  formera  la  diff^rentielle  troisieme  de  Tequation  pro- 
pos^e,  et  on  en  tirera  la  yaleur  de  d^^  loraquon  aura 
Wmin6  d^etd^  &  Taide  des  ^uationa  (1)  et  (t^^diyisant 
le  resultat  par  dx^  ,  on  aura  rexpression  du  coeffieient 

En  contiauant  ainai  on  parviendra  au%  diflBeren-- 

tielles  ulterieures. 

43.  La  remarque  du  n*  7  ,  sur  les  constantes  qui 
disparaissent  par  la  differ^ntiation  des  foactions ,  8'ap- 
plique  ^galement  aux  ^uations,  Si  on  avait ,  par 
exemple ,  j^*  =  +  A ,  la  differentidle  aydy  =  adx , 
etant  independante  de  b  ,  appartiendrajl  a  chacune  des 
equations  particuli^res  qui  r^sultent  de  la  propos^>  en 
donnant  a  b  toutes  les  valeurs  ppssibles. 

Mais  on  peut  aussi  parvenir  ^  dans  le  cas  actuel ,  a 
une  ^quation  i«dependante  de  a,  quoique  la  differen- 
tiation  n*ait  point  fait  disparaitre  cette  constante  :  il 
suffit  pour  cela  d^^liminar  a  entre  les  deux  ^qnationt 

y*  =  ax  +  b^  siydyzrzadxi 

^t  on  trouvera 

ydx::r!ixydy  +  bdx, 

Quoique  cette  demiere  ^quAtio^  ne  soit  pas  la  diffi^ 
rentielle  immediate  de  la  proposee ,  elle  en  d^rive  ce- 
pendant  de  mani^re  qu*etant  divisie  par  dx ,  elle  ex^ 
prime  la  relation  qui  doit  exister  entr^  la  variable  x  ^ 

k  fo^tion  y  et  le  cp^Qicienf  ^ ,  quel  qi»e  soit  <u 
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Si  la  coo^t^te  qa*Qn  ^liiiuMDe  ^      p^s  au  premier 

tiendra  renfennera  des  pniasances  de  dy  et  de  do;  sn- 
p&rieuies  ii  la  prciQxiir^v  on  vc^ci  ^  ^^eipplU.: 

En  differentiant  on  tronvf ra 

+xdj: 


«t  snbstitnant  dans  la  propos^ ,  il  yiendra ,  apres  ayoir 
ordoniie  par  ra^^ort  a  dy  et  dSm^  par  dac^. 


telle  est  la  relation  qai  doit  exister  entre  la  variable  x, 

la  fbncliQii^     son  coflBci^iit  diffftentiel  ^  ,  inde^ 

pendflsiment  d'aiienne  valevr  paxticiiK^  de  1a  cou»~ 
tante  a. 

En  r^solvant  T^qnation 

psr  rapport  i      on  en  anrait  tiri 

et  a  se  tiouvant  digagi  des  vaoables  x  etj^»  la  dif- 
fecwtialiou  lenle  Vanm^  fivt  diyaaatoe ;  oa  auxait 
troov^ 

D4 
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£n  faisant  evanoidf  le  radical^  on  s'assurera  quei  cette 

equation  est  la  mime  que  celle  qui  resulte  de  r^lim^ 

nation. 

44*  On  peut  faire  disparaitre  autant  de  constantes 
qu'on  youdra^  en  diiFerentiant  un  nombre  de  fois  egal  a 
ceiui  de  ces  constantes.  Soit 

on  aura  d'abord 

jfdy  =  — mxdx; 
differentiant  de  nouyeau^  on  trouyera 
ydy  -j-  dj^=— mdx" 

subsdtuant  pour  m  sa  yaleur  >  TequatitMi 

prec^dente  ,*et  diyisant  par  dj:*/  il  yiendra 
dy       dy»  d*y 

resultat  independant  des  constantes  m  et  a, 

45.  La  ditFerentlation,  combin.^e  ayec  r^Iimioation  , 
fbumit  le  moyen  de  faire  disparaitre  les  fonctionA  irra- 
tionnelles.  Soit  par  exemple 

P  et  Q  etant  des  fonctions  quelconques  dexetde^ ;  en 
prenant  la  dilTerentielle  de  cette  ^quation ,  il  yiendra 
nPn-^dP=dQ,       ou     nP^dP  =  PdQ , 

en  multipliant  les  deux  niembrespar  P;  et  si  Ton  met 
pour      sayaleur,  on  obtiendra 

nQdP.=PdQ, 
^quation  dans  laquelle  la  quantite  P  est  deliyr^  de 
Texposant  n, 

On  paryient  au  m^me  resultat,  en  prenant  le  loga- 
rithme  de  chaque  membre  dor  Tequation  propos^e ;  on 
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a  successiYement 

nU>=\Q,    n  ^  =  ^  («7)/ 

ct  parcons^quent  nQdPz=PdQ. 

Cette  remarque  sert  k  deyelopper^  suiyant  les  puis- 
sances  de  x,  la  fonction 

quel  que  soit  Texposant  n.  Pour  cela,  soit 

(a  +  bx  +  C3C^  +  dx^+ej^  +  etc.y 
—ji+Bx+Cx^+Dx^+Ex^+estc. 

en  passant  aux  logarithmes^  il  yient 

nl(^a+bx+cx^_+dx^  +  ex*  +  etc.) 
=  1  {A+Bx+Cx*  +  Dx^+£x^+  etc.) ; 

differentiant  ensuite^  on  obtient 

n  (6  +  acx  +  Zdx^  +  ^i?  +  etc.)  dx 
a  +  bx  +  ccd^+  dr^  +  cjc*-+-  etc. 
_  (B  4-  aCa?  +  ZBx^  +  ifij?  +  etc.)  dx  ^ 
~  A  + Bx  +  Cx^  +  Dj^  +  Ex^  +  etc,  ' 

.supprimant  le  facteur  commun  dxy  faisant  disparaitre  ' 
les  denominateurs^  et  d^veloppant  cliaqul  membre  par 
rapport  auX  puissances  de  x , 

libA  +  McAx  +  ZndAo^  +  J^eAa?  +  etc. 
+  nbBx  +  McBx^  +  ZndBoi?  +  etc. 

-f-  niCa;*  +  ancCa?  +  etc. 

+  wiZ^x^  +  etc. 

oB  +  aaCx  +  ZaDoc^  +  ^Ej?  +  etc.  \ 
4-    bBx  +   abCx*  +  ZbDoc?  +  etc.  ( 
+     cBx^  +  acCx^  +  etc.  ^ ' 
+  dBjc^  +  etc.  J 
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mals  comme  x  doit  rester  ind^termin^,  il  &nt  qm 
les  denx  membres  4e  cette  eqnatioii  deviennent  iden- 
tiques  par  les  coelSciens  m^mes  de  o? ,  c'eft-4-dire  , 
qae  les  coef&ciens  de  la  m§me  puissance  soient  res^ 
pectiyement  ^gaux  dans  chaqne  membre.  Cette  con-» 
sideration ,  dHjk  employee  dans  le  n*  igS  dea  Elimens 
d^Algebre,  fonmit  les  eqnations  siixYantes  : 

vbA^  oB 

Sndji+  ancB  +  nbC  =  Sop  +  ^bC  +  cB, 
etc. 

dont  on  tiren  les  ralenrs  des  coefficiens  B,  C,  D,  etc. 
Le  coefficient  ^  «^mbhi  demeurer  indetermine ,  cepen* 
dant  on  en  troure  la  yalenr  en  faisant  x=o  dana 
reqnation 

(a+  bx  +  etc)»  =  A  +  Bx+tUx. 

qui  p^  cette  bypotheae  se  ridnit  4 

o*  «5 

Snbstituant  cette  expression  dans  Ics  ^qoations  preee- 
dentes,  on  en  condut 

1 

1.9 

etc. 
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H-  etc. 

^  4S.  On  pcut  jEure  diBparaitre  ausu  les  tranacendantet 
d*une  ^qoation,  en  kcombinantavecses  differentielles, 
L'iine  dee  plua  amples  de  ces  fonctioiis  est 

l(a  +  ix  +  cr*  +  dr3+etc.); 
n  on  repr^ente  son  deyeloppement  par 

et  qu*on  prenne  la  differentielle  de  requadon 
Ko+bx+<x^+da?+^c.}=A+Bx+Caf+Dx^^ 
on  trouvera 

b+acx4-3d:icH-etc.       ^      ^  „ 
a+frx+cx-W+etc=^^^^^-^g^^  +  ^' 

et  on  d^terminera  les  coeificiena  jt,  B ,  C,P,  ^tc« 
comme  a  rordinaire. 

Soit  encore  pour  exemple 

m(^a+bx  +  cx^+ dx^  +  etc,} 
=A+Bx+Cx!^+Px^+E;^  +  etG. 

en  faisant ,  pour  abr%er 

a+ix  +  cx*-+-d!x^  +  etc.  =  tt , 
A+Bx+Ca^+Dx^+etc.=y , 

il  en  resnltera  jr  =  sin  u ;  et  en  differentiant  il  viendra 
dy  =:  dii  co«  iit  On  pourrait  eliminer  cos  u  au  moyen  de 
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Tequation  cos  u=V^i  —  sinu* ,  qui  donne 

'coBu=^/i — jr*,  cton  aurait  alors  dy,=  duV/i — y*  ; 

mais  S  faudrait  encore  faire  disparaitre  le  radical  dans 
cette  ^quation.  Pour  eviter  cet  inconvenient ,  on  diff^ 
rentiera  une  seconde  fois  Tequation  dy  =  du  cosu^  en 
le  rappelant  que  u  est  une  fonction  de  x ,  aussi  bien 
que^ ;  et  il  viendra  dy  =  d'u  cos  u  —  du*  sin  u :  mettant 

pour  sin  u  et  cos  u,  leurs  valeurs  ^  ®*^> 
d^=^d'u— -ydu*,  ou  dud'j^— djrd*u+^u^o. 

II  ne  s*agit  plus  maintenant  que  de  substituer  a  jr , 
dy,dy,  du,  d^^u,  du^  ,  leur  valeur ;  or 

=    +      +  Cjc*  +  Dx^  +  etc . 

donne 

d^  =  (i5  +  aCx  +  3Z?x*  +  etc.  )dj; 
/  dy=  (2C+fl.3Z?x  +  etc.)dr»; 

et  pour  96  pas  m'engager  dans  de  trop  longs  calculs  ^ 
je  r^duirai  la  fonction  proposee  a  sin  (  a  +  +  ca^  )  ^ 
en  faisant  cf,  e,  etc.  =  o  ;  dans  ce  cas  particulier, 

d  u  =  (   +  acx)  dx , 
d»u=flrda:*, 

cfo^  =  (  63 + Gb^cx  +  1  flic*a:»  +  Sc^x')  dx^. 
Au  moyen  de  ces  valeurs,  Tequation  * 
dudy  —  dj^d^u  +^du^  =  o  / 

devient  divisible  par  djr*;  et  en  Tordonnant  par  rapport 
a  X ,  elle  prend  la  forme  suivante  : 
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ubC+    6bDx+  ia4^jc»+etc. 
+    4cCx  +  •  i^cDac^  +  etc. 
4.43^+  6i*c^a7  +  iaic*^x*+etc. 
+  .  b^Bx  +  Gb^cBaf' +  etc. 

+  b^Cx'  +  etc. 
—  Qc^—  4cCr  —  6cZ>a:*  — etc. 
C^n  egalant  a  zero  les  coeiEciens  de  chaque  puissance 
de  X,  on  obtiendra  les  equations  qui  determinent  C, 
D  ,  Ey  etc.  a  regard  de  >j/  et  ^ ,  il  faut  recourir  aux 
^quations 

j^r^sini*  et  ^  =  cos u. 
Lorsque  a:  =  o ,  il  yient 

w  =  a,     yz=.Ay     du  =  bdx,  dyzzzBdx; 
et  il  resulte  de  ces  valeurs 

^  =  sina,       ^  =  6cosa. 

Recherche  des  maxima  et  des  minima  des 
fonctions  dune  seule  Dariable. 

47.  La  recherche  des  plus  grandes  et  des  moindres 
valeurs  dont  est  susceptible  une  fonction  donnee ,  forme 
^iine  des  plus  importantes  BpyMcsLtions  analydquea  du 
Calcul  difFerentiel ;  en  yoid  les  principes  ;  ^ 
Lorsque  la  yariable  de  laquelle  depend  une  fonction 
proposee  passe  successivement  par  tous  les  degres  d^ 
grandeur,  il  peut  arriver  que  la  serie  des  yaleurs  que 
regoit  cette  fonction  y  soit  d'abord  croissante ,  et  de» 
yienne  ensuite  decroissante  \  il  y  aura  alors  nne  de  ces 
yaleurs  qui  surpassera  toutes  les  autres.  Si  au  contraire 
la  serie  des  .yaleurs  de  la  fonction  .proposee  est  d*aboid 
decroissante  ,  et  deyient  ensuite  croissante ,  on  en  reo^ 
.contrera  necessairement  une  qui  sera  moindre  .qile 
touCes  lea  autres.  Le  terme  ou  Taccroiisement  d*une 
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fonction  8*arrlte ,  8'appelle  Maximumy  et  celm  o4  ellc 

cetse  de  d^droitre ,  Mvnimum. 

Soit  pNour  exemple  k  fbnction  ^==J— (jp— a)*; 
en  faisant  a: o ^  on  SLy^b^a^,  et  la  qaa&tit^ (jr — a) 
yenant  a  decroitre  lorsque  a:  augmente ,  y  augmente 
aussi^  }usqu  ce  qu^on  ait  x  =  a,d'oii  il  resulte  =  b 
pour  le  maximum ;  mais  pass^  ce  terme  ,  quoi^e  x 
prenne  de  nouveaux  accroissemens  ^  y  decroit ,  et  de- 
vient  nul ,  quand  (  or — a  }^  r=  A.  La  marche  de  la  fonc* 
tion  propos6e  est  fatile  4  suivre ,  et  x>n  peut  d'ailleur8 
verifier  que  la  plus  grande  valeur  dey  r^pond  k  x—a, 
en  substituant  saccessivemeAt  a  -f-  /  et  Oi^^  au  lieu  de  x ; 
ontrouveradans  Tun  et  Fautre  cas  «nr68ultat^y=6— J^^ 
toujours  moindre  que  b* 

Soit  encore^=fr  -^-  (x—df.  Dans  cet  exemple,  x 
^tant  nul ,  on  aj^= i +a* ;  puis  &  mesure  que  x  aug-' 
mente ,  la  qpantit^  i^x^aY  \h  «n  diminuant  ainai 
que  ,  jusqu'a  ce  que  x=a\  passe  ce  tenne,  (»— «)• 
augmetite ,  et  il  en  est  de  m^me  de  dont  le  minimum 
repond  parconsiquent  k  I&  supposition.  de  jp  =  a  :  ce 
qu'on  veri&e  encore  en  substituant  aiccessivement 
a — <r  et  a+<r  au  lieu  de  Xy  puisqu^on  trouve  pour 
Tun  et  Tautre  cas  y^b-^S^y  r^sulut  toujours  plua 
grand  que  b, 

TouTe  fon<)tion  qui  cpok  on  dtoroit  nuu  oesse ,  Idrs- 
que  la  variable  doat  elle  dkftsBA  cnHt ,  nest  8itsoep<- 
tible  ni  de  maximum  ni  de  Tninimum ,  puisqn^i  iine 
Valeur  queloottqne  il  «n  siiccide  tonjours  une  phis 
.grande  ou  une  moindre. 

Lr  camctire  ^ssentid  du  ■laxfanBm  tdnsiste  tn  ce 
que  les  vmleurs  qui  le  fer^ctiUsst  fgt  tfui  h  sui^enl  im- 
mediatement  sant  phis  petites;  le  midimum>  au  con- 
traire ,  es^  surpmse  par  ks  valeurs  qui  l»  pricident 
et  qui  le  suinmt  imni^diatement. 
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^'ai  dit  imnMiaUment,  parcequ^il  atrive  sonyent 
qa*ime  foncdoii  a  des  vakars  qui  starpadsent  flO&  mmxi^ 
mum  on  qui  sont  moindres  qne  son  minimum,  ou  enEn 
qa*elle  a  plusienrs  maxima  et  plnsienrs  'rninimain.G^vo^ 
entr'eiix  :  toHt  est  Sdse  i  oohpbvou:  ;  «car  si  Bpn^ 
avoir  crd  et  decrd ,  par  «xiemple ,  oette  fonction  vienl: 
a  crcxtre  de  lioiiTe«ii  et  indtfniment,  eHe  finuapar snr- 
passer  .le  maximum  qn'eUe  a  ea  d*abord« 

Au  Um  d*€ttrtf  iadtf  ni^  si  ce  «ooiid  accrovBsement 
s'arr§tait  a  un  certain  terme,  il  en  naitrait  un  nou- 
Teau  maximum  qni  poiimnt  §tre  dilFerenl  du  premier : 
on  verra  sans  peinib  be  qui  doit  tfrivek''^  lorsque  ces  cban- 
gemens  ^  r^pfttent  et  varient  dans  leurs  qnantites 
respectives.  Jepasse  maintenanta  la  methode  donton 
fait  nsage  pour  d^couvrir  tes  maxima  et  minima  des 
ibnctions  d'une  seule  variahle. 

48.  S(Ht  donc  une  fonction  qneloonqne  de 
dana  laqnelU  cett^  v^uiAle  azt  amiftt  ta  valet»r  qni 
^onne  le  moximum  ou  le  minimum  \  ii  suit  de  ce 
qui  jpr^cMe  que  si  on  cheTc)ie  \es  yalenf^  de  y  ,  cor.. 
jpespondantes  kx  — *A  et  a  x  +  ,  on  doit ,  quelque 
petite  que  soit  la  qfaantite  h  ,  obtenir  des  r^sultats 
mmadr««  que  le  mMmmm  ,  oa  plus  ^a&ds  que  Je 
minimum.  £n  designant  par  la  valenr  de  ^  ^  qui  r^ 
pondaa;  — et  pary'cellequir^ndax  +  i&,  ou 
anra ,  d'apris  le  theor^me  de  Taylor  (ai) 

Lea  pmsslinceB  d*une  qoantiti  Hioindre  qiie  rumti 
devfefUkittt  ii^fiuft  'phu  ptm^  qHe  teulr  ekposiiAt  m 


Digitized  by  Google 


64  TRAIT1S  ELEMENTAIRE 

plus  considerable ,  on  con^oit  facilement  quil  est  tou'' 

)ours  possible  de  prendre  h  assez  petite  pour  que  le 

terme  ^  h  surpasse  la  somme  de  tous  ceux  qui  le  sui- 

vent ;  et  ce  terme  entrant  avec'des  signes  difFerens  dans 

les  valeurs      ety,  il  en  resulte  qu*une  des  deuxsnr- 

passe^,  tandis  que  Tautre  cst  moindre :  la  fonctioh  pro- 

posee  ne  sera  parcons^quent  ni  un  maximum  ni  un 

dy  .  . 

minimum  tant  que^  ne  sera  pas  nul        Maii  si  ce 

coefiicient  s*evanoui6sait  y  comme  il  viendrait  alors 
.  d«y  dV         ^  * 

on  aurait  en  m^me  temps  ^  et  y       >  lorsque  la 

d*y  ' 
valeur  du  coefficient        serait  positive  y  ou,  bien 

<<y  et  y'  ^y  lorsque  cette  valeur  serait  negative  : 
le  ptemier  cas  donnerait  y  minimum ,  et  le  second 
y  maximum»     II  suit   de   la  ,  que  pour  trouver 


(^)  Si  bn  eleyait  quclque  doute  sur  cette  assertion  ,  il  suffirait  \ 
pour  en  reconnaltrb  l^exactitudc ,  d^obsenrer  qa^une  s^ie  de  la  formc 

Ah  +  Bh*  +  Ch*  +  Dh^  4.  cic. 

peut  8'<$crire  aiiifli: 

et  qne  la  partii:  ... 

Bh     Ch*  +  Bh^  +  ctc. 

qni  t^anfSantit  lotvqoe  /k=r  o  ,  peat  parcons^aent  dmnir  oioi&dre 
quelaquautiai  A  dont  Ju  vaicu^reste  J#  ni^iue  qadle^ue  soit  h. 
t  quan^ 
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tfuand  une  foncUon  y  doit  atteindre  son  maxinium  ou 
son  minimum  (car  Tuii  ct  rautre  sont  donnes  par  la  * 
m6me  ^quation)  il  faut  chercher  Vexpression  du  pre-^ 

dy 

mier  coeffkient  dijferentiel  ^  ,  et  Vegaler  d  z^ro. 

Dans  rexemple^  =  b —  (x  —  a)*,  rapporte  ci-des- 

nis,  ona^  =  —  a(a:— 'c);  et  en  Tegalant  A  z6ro  , 

on  trouve  x-=za,  Pour  savoir  maintenant  si  cette  valeur 
r^pond  a  uiLjnaximum  ou  k  mminimumy  oncherchera 

ce  que  devient      ;  et  comme  il  se  reduit  a —  3 ,  quan- 

tite  negative,  il  s'en8uit  que  la^supposition  de  a:=a 
donne  le  maximum, 

£n  traitant  de  m^me  la  fonction 

y  =  b  +  ix^a)\ 

cu  aurait  encoretrouv^  x=a,  mais^-^  serait  devenu 

positif  *,  c*est  donc  le  minimum  qm  a  lieu  dans  ce  cas. 

dy 

4g.  Deccqu'ondoitavoir^=o,  dans  le  cas  du 

maximum  ou  du  minimum  ,  il  n'en  faiit  pas  oonclure 
que  I'un  ou  Vautre  ont  n^cessairement  lieu  toutes  les 
fois  que  cette  condition  est  remplie.  En  efFet,  si  la 

valeur  de       qui  rend'^  nul,  faisait  evanouir  eu 

meme  temps  g^,  sans  que  disparQt,  comme  on 
trouverait  dans  cette  circonstance  ^  ' 

dHr     h^     .  d4y  h^ 

^j^j' -dprrs + d^  r:^- 

Calc.  diff:  E 
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ct  que  le  terme      j-^-g  pourrait ,  au  moyen  d  una 

raleur  conyenable  de  furpasser  la  sommedetous ceux 
qni  le  suiveQt ,  il  n*y  aurait  plus  entre  les  trois  quantites 
^,y,y  >  la  subordination  qui  oonvient  au  maximum 
ou  au  minimum ;  la  moyenne  serait  plus  grande  que 
ruae  des  extremes  et  moindre  que  Tautre  :  c'est  ce 
qu*on  peut  yoir  sur  la  fonction    =  i  +  (p^—ay. 

d'y 

Mais  si  la  yaleur  de  x  an^antissait      ,  il  yiendrait 

les  conditions  du  maximum  ou  du  minimum  seraient 

encore  remplies  y  et  on  reconnaitrait  au  signe  de  , 

dx* 

lequel  des  deux  deyrait  ayoir  lieu.  On  troyyerait  de 
cette  mani^re  que  la  valeur  x^a  donne  un  maximum 
pour  la  fonction  y=b  —  — a)*,  et  un  minimum 
paur  la  fonction  j^=z=  i  +  (  c)*. 

Sans  qu'il  soit  besoin  de  pousser  plus  loin  ces  consi- 
derations^  on  yerra  qu  en  g^ni§ral  il  ne  peut  y  ayoir  de 
jnaximum  ou  de  minimum^  que  qnand  le  pre;uier  des 
coefliciens  difF^rentiels  qui  ne  s^eyanouissent  pas,  est 
d'un  ordre  pair ,  et  que  ce  coefiicient  doit  §tre  n^gatif 
lors  du  maximum ,  et  positif  lors  du  minimum. 

Comme  je  dois  reyenir  sur  ce  sujet  4  Toccasion  d* 
lathtorie  des  courbes,  je  ne  doEonerai  ponr  lemoment 
que  quelques  applications. 

5o.  Je  stippoae  d'abord  qu-il  «'agisse  de  partager  une 
quaniit^  a  en  deux  parties,  de  maniire  que  le  produit 
de  la  puissancB  mdala  premiire,  par  la  puissance  n  d% 
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h  seconde ,  soit  le  plus  &'and  de  tous  les  produits  sem* 
blables  qu'on  pourrait  jormer. 

Soit  X  une  des  paities  de  a,  Vautre  sera  a — x,  et  le 
produit  dont  on  cherche  le  maximum  etant  represente 
par  j',  on  aura^  =     (a — x)* ,  d*ou  on  tirera  ' 

^  =  7Mj:^'(a — xy  —  7w;"(a— x)*""* 

=  [  ma  —  mx  —     jx'"""'  (a— x)"~* ; 

et  en  egalant  a  zero  chacun  des  facteors  de  ce  resultat^ 
on  trouvera 

ma 


La  premiere  de  ces  valeurs  repood  a  un  maximum,  • 
car  lorsqu  on  la  substitue  dans  VeicprQsaioR  generale  de 

elle  donne  la  quantite  negative 

(m4-7i)'"'^'— • 

les  deux  autres  repondront  a  des  minima^  lor^q^e  n\ 
et  n  seront  pairs ,  ccmme  on  peut  s^en  assurer  par  Texa- 
men  des  coeificiens  diffeire&tiels  >  bu  plus  ump^ement 
^core^  en  faisant  x=±:A  et  x=a±Lh.  On  trouvera 
toujours  un  resultat  podtif  dans  run  et  T.autre  cas^  quel 
que  soirle  signe  qu*on  donne  a  A ;  ce  qui  prouve  quo 
la  fonction  proposee  apres  avoir  decru  jusqu*a  devenir 
nulle,  ne  passe  poiat  ai^aegatif»  mais  quelle  recom- 
mence  a  croitre. 

5i .  Je  considererai  encore  la  fonction  que  designe 
dans  Vequation 

—  a/nxy +  a*=o, 
dont  la  diffirentielle  est 

Qy — mj?)dy— i(mjf  — je)dx~o(58)-, 

£  a 
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11  viendra 

dy  my—x 

dr    j^— mx  * 

d*oii  on  tirer^ 

Tny  —    =  o. 

Pour  obtenir  la  valeur  de  x ,  faudra  combiner  cette 
derni^e  ^quation  ayec  la  propo^ee ;  on  aura  par  ce 
moyen 

d'ou  il  resulte 


H  reste  a  examiner  ce  ^e  deyient  le  coeflticient 

La  difFerentielle  seconde  de  l'^quation  proposee  'donmi 
)a  auiv^te : 

que  la  supposition  o  r^uit  a 

et  d*oii  on  tire 


cn  mettant  pour  ^  sa  yaleur  en  x,  H  Faut  encore  6ubs« 
tituer  celle  de  ;p  ^  en  le  faisant  on  trouve 
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ce  resultat  etant  negatif,  montre  que  laTaleur  dey, 
determin^e  ci-dessus,  est  tm  maximum. 

Des  Daleurs  que  prennent  dans  certains 
cas  les  coefficiens  differentiels ,  et  des 
expressions  cjui  deviennent  |. 

5a.  Si  on  cherchait  le  maximum  ou  le  minimum  de 
la  fonction  cy=  .j?,  par  exemple ,  on  en  de- 

dv       (j^oc  ^ios? 
duiraita^  =  —  ;  et  en  faisant  a;  =  o,  il 

viendrait  ^  ^  —  J  Cepehdant  ayec  un  peu  d*attention 
on  yerra  que  le  num^rateur  et  le  denominateur  de  la 
fraction — ■  s*evanouissent  en  m^me  temps 

qae  parceqn^iU  sout  affectes  du  facteur  conlmun  x.  Si 
on  les  endeliyre .  on  trouyera  .etpar- 

cottsequent^  =it:  i ,  lorsqae  x—o. 

£n  gin^ral,  si  ofi  fdit  x  =  a  ddHs  ude  ei^ression  de 

la  forme  KS^. — elle  deviendra  - :  neanmoins  sa 
^(r  —  a)*  o 

vraie  yideur  doit  toe  ou  nnHe,  ou  finie,  ou  infinie  , 

selon  qa*on  aura  m^n^m-z^znym-^^n^  car  en  eRa^ant 

les  factenrs  conmiinis  ati  nnm^rateur  et  au  denomiha- 

teur ,  on  trouvera  — ^ —  dans  le  premier  cas , 

p 

dans  le  second ,  et  -Tr-,  r  dans  le  troisieme ,  bien 

Ofor— a)"""*! 
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«ntendu  que  les  quantites  P  et  Q  ne  deyiendront  ni  nulleft 

ni  inCnies  par  ia  supposition  de  x=a. 

Lon  donc  qu*une  expression  quelconque  se  pr^sente^ 
sous  la  forme  |  >  il  faut ,  pour  connaitre  sa  vraie  significa- 
tion ,  la  d^gager  des  facteurs  qui  sont  communs  a  son 
nnm^rateur  et  a  son  denominateur  (^%.  7Q). :  la,  diiFe«t 
rentiation  en  fournit  le  moyen^ 

La  diiFerentielle  de  rexpression  P(x — a)  ,  d^ns 
quelle  P  designe  une  fonction  quelconque  de  Xy  mai& 
independante  dn  facteur  x  —  a,  itant 

(jc— a)dP+Pdr, 

ne  s*eyanouit  plus  lorsque  j?  =  flr. 

Si  Ton  diff^rentiait  deux  foia  la  fonction  P  (^x  —  a 
on  trouyerait 

(x— a)*dP  +aix—d)Pdx, 
{^x—aYd^P  +  4  (x— a  )  dPda: + 1 .  aPdr» ; 

et  comme  P  ne  contient  pas  x  —  a,  la  differentieHa^ 
seconde  se  r^duirait  k  son  demier  terme.  £n  poursni^ 
vant  ainsi ,  il  est  facile  de  se  conyaincre  que  tontes  les 
diff^rentielles  d'une  expression  de  la  forme  P  (x— a)% 
jusqu'i  celle  de  Tordre  m —  1  incltisiyement^  s'eva- 
nouissent  dans  la  supposition  de  j;=a,  lorsque  m  eet 
un  nombre  entier,  et  qu'aIors  la  differentielle  de  ror- 
dre  m  se  reduita  1  .a. .  .mPdx^ :  le  facteur  (a:  — a)* 
disparait  donc ,  daos  cette  hypotfaise ,  apris  m  diff(6-« 
rentiations. 

II  n  est  pas  necessaire  qn'on  cennaisse  Texposant 
m  m%me  que  le  facteur  (x— a)"  soit  en  ^yidence^ 
pour  savoir  quand  Texpression  P(j;— a)"*  en  est  deliyr^e ; 
il  suiBt  de  s'assurer^  apr^s  chaque  differentiation,  si  le 
risultat  obtenu  s*eyanouit  ou  non ,  Iorsqu'on  oiet  a  a  la 
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place  de  x :  dans  le  dernier  cas  roperation  est  finie ,  et 

ce  qu'on  a  trouve  represente  la  quantite  1 .  a  mPdif. 

Soit ,  pour  exemple ,  la  fonction  — -  ax*  —  a^x  +  , 
qui  s*eyanouit  par  la  supposition  de  x=:a ;  sa  diiFeren* 
tielle  premi^re  8*eyanouit  aussi:  dans  cette  hypoth^se , 
inais  non  pas  sa  diiF&rentielle  seconde ,  qni  est 
(6x— j2a)dx^.  La  yoila  donc  delivree  d^  facteur 
(x  — a);  et  puisqu'il  a  failu  poof  cela  deux  differen- 
tiations ,  on  en  doit  conclure  qu'elle  est  de  la  forme 
F(x—ay,  ce  qui  est  d*ai]leur8  aise  Ayerifier,  caron 
trouyera 

x^ — ax^-^i^x  +(^z=z{x+a)  (x — a)*. 

Cela  pos^ ,  dans  le  cas  oii  m=n ,  si  on  differentiait 
m  fois  successiyement ,  tant  le  numerateur  que  le  d^no* 

p  (x  fl)* 

minateur  ^e  la  fraction  -ttt  r=  %  ib  seraient  dega- 

Q{x — a)»'  ° 

du  facteur  x—a,  car  on  aurait>  lorsque  x=a, 

dr.P(jt—dy^_\.fi, .  ,mPdx^  _  P 
d"  Q    — a)«  ~  1 .  a . . .  m  Qdx"  ~  Q ' 

Si  c^estlenumerateurqm  donnelepreimer  un  resultat 
qui  ne  s'evanouisse  pas^  ce  sera  une  preuve  que  le  fac- 
teur  (x  —  a)  8'y  trouve  eleye  a  une  puissance  moindre 
que  dans  le  d^nominateur ,  et  parconsequent  la  frac- 
tion  propos^e  sera  infinie ;  si  c'est  au  contraire  le  d^ojni- 
nateur,  la  firaction  proposee  sera  nulle.  On  peut  donc 
^noncer  la  r^gle  suivante :  Pour  obtenir  la  vraie  valeur 
d'unefonction  qui  devUnt  slorsqu^ondonne  dxuneva- 
leur  particuUire ,  ilfaut  diffirentier  son  num&ateur  et 
son  d^ominateur,  jusqu*d  ce  qu'on  trouite  pourVun  ou 
pourfautre  un  risultat  q§i  ne  s'ivanouisse  pas :  lafonc- 
tion  proposiesera  infinie  dans  lepremier  cas ,  nulledans 
le  second  ;  et  elie  aura  une  valeur  finie ,  si  on  rencontre 
tn  mime  temps  deux  risultats  qui  ne  s*aniantissentpoint^ 

E4 
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Quelques  exemples  eclairciront  sulHsamment  ceci J 

53.  1°.  Laformule  qui  exprimela  sommedes 

oc    ■  1 

n  premiers  termes  de  la  progression  par  quotien» 
H  1  :  :  x'  :  jr* :  etc.  devient  J  quand  x=  i  cependant 
cette  somme  dans  la  progression  fr  i :  i  :  i :  i ,  etc.  a 
laquelle  pn  est  conduit  alors^  a  une  valeur  determin^e, 
et  ^gale  a  tz  ^  que  la  r^gle  precedente  va  nous  donner 
aussi.  £n  efFet^  apres  avoir  dilTerentie  le  numerateur 

et  le  denominateur  de  Texpression  -— — -  ,  on  trouye 

nx'*'^'  djc 

— — ,  et  en  ^crivant  i  au  lieu  de  x,  il  vient  n. 

«    T         .      1       j   9MCX  -f-  «c'   j  , 

2«.  La  vraievaleur  de  t—  r  r-rT>  dans  le  cas 

bx^  —  iibcx  +  6c* 

ou  x^c  ne  peut  s'obtenir  qu'apres  deux.  difFeren— 
tiations,  car  la  premiere  donne  ^  ^^,  resultat  qui 

devient.encore-;  mais  en  1«  difFerentiant  on  trouye?. 

o  b 

3''.  Si  on  cherclie  ia  valeur  de  la  fraction 

lorsque  a:=a,  on  trouvcra,  apr^s  avoir  diffe- 
rentie  une  fois  le  numerateur  etle  denominateur,  que 
le  premier  seul  devient  encore  nul  quand  on  met  a  au 
lieu  de  x ;  ce  qui  apprend  que  la  vraie  valeur  de 
la  fonction  proposee  est  nuUe.  Le  contraire  aurait  ea 
lieu  pour  la  fonction 

ax — ocr 
—  fia^x  -f-  Qoor' — x^* 

4^.  Quoiquon  ne  voie  pas tout  de  suite  comment  il 
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PCx—a)'^ 

est  possible  de  donner  la  forme   ^  a  la  fonction 

Q(x — ay 

transcendante  ^       ^  quidevient  ^  ^  lorsque  a:=o, 

on  peut  neanmoins  y  appliquer  la  r^gle^  et  apr^  avoir 
differenti^  son  numerateur  et  son  denominateur  ^  on 
trouve  <f\a — :  en  mettant  o  pour  x,  on  a  la— li, 
pour  la  vraie  valeur  cherch^e. 

Ce  risultat  s'obtient  tout  de  suite  en  substituantaux 
foncdons  et  i*  leurs  developpemens  (»4,  ^5) ,  car 
ii  vient 

~^=(Ia~l*)  +  {(k)»-(14)*}^+  etc! 

et  la  suppo^tion  de  a:=o.  rMuit  le  second  membre  de 
cette  equation  a  son  premier  terme.  En  suivant  Topera- 
tion  y  on  remarquera  qu*il  y  a  un  facteur  x  qui  disparait 
par  la  division. 

5®.  La  fonction  ^"^^^^+^Q*^     reduit  a  -  lors- 
smx  +  cosx — 1  o 

que  Tarc  x=ii;  mais  en  y  appliquantla  r^gle,  on 

trouve  que  sa  vraie  valeur  est  alors  i .  . 

6**.  Le  lecteur  pourra  s'exercer  sur  les  fonctions 

a — X — Aa-X-Ax  ac* — x 

et 


fl— |/aax  — X*  1— x-flx* 

la  premiire  devient  \  lorsque  x=a,  et  la  seconde 
lor8quex=i  leurs  vraies  valeurs  sont  respective- 
ment  — i  et  — 2. 

54'  La  r^gle  du  n^  Sa  ne  serait  pas  applicable  au  cas 
od  les  facteurs  qui  8*evanouissent  seraient  ^lev^s  a  des 
poissances  fractionn^ires  \  car  les  differentiations  suc- 
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cessives  ne  retranchant  que  des  unites^  de  rexposant 
m  du  facteur  ar— a,  ne  peuvent  epuiser  cet  exposant 
lorsqu*il  est  fractionnaire  :  seulenient  il  devient  nega- 
ttf  quand  le  nombre  des  dilFerentiations  surpasse  Ten- 
tier  qm  sy  trouvait  contenu  (i3).  Si  on  avait ,  par 

exemple,    ■   ■     y  ,  quoique  la  vraie  valeur  de  cette 

fTaction,lorsquea;=stf,soit  (Qfl)~,  on  n*y  parviendrait 
jamais  par  la  differentiation  :  on  trouverait  successi- 
vement 

l(x-a)^ 
5(x^-a^)'4-5x^(xW)-^  etc. 

Le  premier  de  ces  resultats  devient  eiicore  f ,  quand 
on  fait  x  =  a\  et  la  meme  suppodtion  rend  infinis  les 
numerateurs  et  les  deaominateurs  de  chacun  des  sui- 
vans.  Si  on  fait  disparaitre  les  ezposans  n^gatifs,  en 
passant  au  denominateur  ceux  qni  se  trouvent  dans  le 
numerateur,  et  njice  wrsd,  les  expressions  nouvelles 
qui  naitront  de  ce  changement  se  reduiront  toutes  a|. 

55.  Cette  diificulte  tient  k  ce  que  la  difFerentielle 
d*une  fonction  de  x  ne  peut  etrede  la  forme  pdx ,  dans 
le  cas  ou  une  valeur  particuliere  de  x  fait  disparaitre 
une  irrationnalite  dans  cette  fonction. 

Si  Ton  a  =6  -f-  \/x — a,  parexemple,etqu*on 
veuille ,  lorsque  x  -=  a ,  trouver  la  valeur  consecutive  ky^ 
il  faudra  mettre  u  -f-dr  ^  au  lieu  de  x;  il  viendni 

et  la  dilFerence  sera 
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■ 

^  y—y=  v/dx  =  dr*- 

X 

£lle  se  reduit  au  seul  terme  da^ ,  qui  estparcons^quent 
aussi  la  diiferentielle  rclative  a  ce  cas  ;  et  on  en  tire 

y^-^y     dar*  1 


dr  ""dr~  -  i  • 
dr 

expression  dbnt  le  denominateur  seul  s'evanouit  quand 
on  fait  dr  =  o  ,  et  de  laquelle  il  resulte  que  le  coeffi- 

dent  difFerentiel  ^  est  infini  pour  la  valeur  particu-* 
liire  x:=::za. 

Dans  la  suite ,  la  consid^tion  de^  courbes  ^claircira 
encore  mieux  cette  esp^ce  de  paradoxe. 

5S.  Voici  un  procede  general  exempt  de  toute  dif- 
ficulte ,  qui  comprend  la  regle  du  n^  5a ,  et  que  je 
n'ai  presente  le  demier  que  parcequ'il  m'a  sembl6  que 
les  considerations  du  n*  cite  pouvaient  jeter  un  grand 
jour  sur  cette  matiere. 
X 

Soit      une  fraction  dont  le  num^rMeur  et  le  d^ 

aomlnateur  s^^yanouissent  tous  deux  qiiand  =  o;  en 
substituant  a  +  h,  an  lieude  x,  les  fonctions  X  et  JC 
ee  developperont  suiyant  des  series  de  la  forme 

Jh^  ^  Bh^  +  etc.  Ah^-^ffh^'  +  etc. 

et  ascendantes ,  cVst-i-^lire ,  dans  lesquelles  les  expo- 
«ans  «t ,  0  ^  etc  iront  en  croissant  et  seront  positifs ,  puis- 
que  ces  series  doivent  devenir  nuUes  dans  rhypoth^se 
de  A  =  o  I  qni  repond  a  celle  de  x  =  a :  on  aura  donc 

Ah^  +  Bh^  +  eXc. 
Ah'^  +  Bh^  +  etc. 
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au  lieu  de  la  fraction  proposee.  Si  dans  ce  risultat 
on  suppose  h  =  o,  on  doit  retomber  sur  la  yaleur 
X 

que  re^oit  la  fonction^ ,  lorsqu*on  change  j;  en  a;  et 

quoiqu*il  semble  d'abord  se  reduire  k  on  va  voir  cepen- 
dantqu*il  atoujours  une  valeur  determinee. 

En  distinguant  lestrois  cas  <t>et',  a=a'  et 
on  peut,  dans  les  deux  premiers^  ecrire  ainsi  qu'il 
fuit  Fexpression  pr^cedente  : 

^'+^'A^'-*'^etc. 

Sous  cette  forme ,  il  est  aise  d*appercevoir  que  tant  que 
«  surpasse  eif ,  la  supposition  de  A  =  o  rend  la  frac- 

,  tion  mille,  et  qu'elle  se  reduita-y,  lorsque  <t=at'. 

Dans  le  troisieme  cas ,  au  contraire ,  oii  «  est  <  , 
on  a 

j4  JL.  Bh^"'^  4-  etc. 
>A*'"^*+i?'A^'-*+etc/ 

et  ce  r^sultat  devient  infini  par  la  suppositifn  de 
=  o.  Dans  tous  ces  cas ,  la  vraie  valeur  qu*on  cherche 
ne  d^pend  que  du  premier  terme  de  chaque  serie. 

La  r^gle  suivante  8*etend  a  toutes  les  fonctions  qui 
peuvent  se  presenter  sous  la  forme  indeterminee  | :  cher- 
chez  lepremier  terme  de  chacune  des  series  ascendantes 
qui  exprimentle  developpementdu  num&ateur  etdudc-- 
nominateury  lorsque  x  =  a  +  h;  reduiseza  saplus simple' 
expression  la  ■  nowelle  fraction.form^e  de  ces  premier^ 
terme^f  et  faites  ensuite  h-r=o:  les  resultats  que  vous 
obtiendrez  seront  les  differentes  valeurs  que  prend  la 
fractionproposee  lorsqu'onfait  x=a. 
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3 


fraction        ^  )^  dont  on  ne  peut  trouver  la  va- 

leur  par  la  differentiation^  lordquex=a  (54) ,  devient 
par  le  procede  ci-dessus  ^ 


en  changeant  x  en  a  +  A ;  et  faisant  /1  =  6,  on  obtient 
layraie  yaleur  (aa)*. 

Le  m^me  procede  paraitra  quelquefois  plus  commode 
que  la  differentiation  ,  dans  le  cas  ou  elle  peut  s  em- 
ployer.  Ce  n'est,  par  exemple,  qu'apres  avoir  diffe- 
renti^  quatre  fois  de  suite  le  numerateur  et  le  denomi- 
taateur  de  la  fraction 

X* — aax, —  a*-(-aaV/aax  —  ' 

qu^on  parvient  a  en  trouyer  la  yraie  yaleur ,  daus  le  ca» 
«u  x=a. 

En  ecrivant  a  -f- A  au  lieu  de  x,  comme  le  prescrit  la 
re^e ,  il  vient 

aa^  +  ao^ft  — -aA' +h^  —  i^  s^ah 
—  aa»  +  A*  +  aaV/a^  — ' 
rMiusant  en  ttne  les  deux  quantit^s  radicales,  on  aura 

*i^a*+aafc=:a+A  — —   — —  +  etc, 

'  aa  •  aa*  80^ 

hi 


l/a*— A*  =  a  etc. 
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La  substitutioii  de  ces  deux  suites  dans  la  fraction  pr£* 

cedente  donnera  —  5a  pour  la  vraie  valeur  cherchee. 

67.  Une  fonction  peut  encore  se  presenter  sous  plu— 
aieurs  formea  indetermin^es ,  difFerentes  en  apparence 
de  ^  ,  mais  qui ,  dans  le  fond ,  reviennent  au  m^me ,  et 
qu*il  est  bon  de  connaitre. 

i^,  Le  num^rateur  et     denominateur  de  la  fraction 

X 

peuyent  deyenir  infinis  en  meme  tempa ;  maxa  cette 


X 

firaction  itant^criteainai:  —  9  ae  riduit  4  loraqua 
X 

X  et  X^  aont  infinis. 

a*.  Tl  peut  arriyerqu*onrencontreunproduitcompos£ 

de  deux  facteurs ,  Tun  infini  et  Tajatre  nul :  aoit  PQce 

produit;  si  la  supposition  de  x=a  donne  P=zo, 

b  P  1 

Q  =  - ,  on  obseryeraque       =—  ,  et  que  —  =  o , 

ct  il  yiendra 

■  ■  >  ■  ■ 

(^)  Le  proced^  da  n**  56  prcsente  quelques  difficalces  lorsqa^il 
fi^agit  de  fappliquer  &  des  coefficieM  diffi^rentiela  donn^  par  une 
equation  dans  laqueHe  lcs  variables  x  ct  ^  se  trouTent  melees.  li 
faut  avoir  recours  k  des  moyens  particuliers  pour  tirerdePequation 
priqiitive  proposee,  uoe  ▼aJeur  de  develppptae  et  ondiQmiec  B«iv«iu 
les  puissances  deh.(f^ofez  le  Traite  du  CaJc.  diff.  etdu  Calc.  int.). 
Cependant  quao^  cette  equution  est  delivreede  radicaux,  oni>ent 
dv 

parvenir  k  la  Traie  valear  de        par  les  consideratioos  indiqu^s 
dans  ia  note  de  la  page  4^* 
£n  eSet>  requacion  M^^JYp^o  donnant  pzz^  ^  conduit  li 
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58.  Si  on  demandait  la  valeur  ^ue  re^oit  la  fonction 

lc 

^  quand  x  est  iniini ,  ou  ^  ce  qui  est  la  meme  chose ,  la 

limite  de  cette  fonction  ^  on  ne  pourrait  j  parvenir  par 
aucun  des  procedes  dont  nous  avons  fait  usage  jusqu'a 
pr^sent  ^  a  cause  de  rimpossibilite  de  reduire  \x  en 
serie  ^  et  11  faudrait  recourir  aux  considtrations  par- 
ticolieres  k  la  nature  de  la  fonction  proposee  Ix. 

£n  changeant  x  en  n  et  a  en  x  dans  le  deyelop- 
pement  de      (24)  ^  on  aura 

'  ^    '     1  .fl  i.a.5 
d*ou  Ton  conclura 


p = I ,  loTsqne  Jes  qnantit^  Mti^  s^evanooisient  en  mhne  temps  j 
mais  daoB  ce  cas  le  d^ekxppenMni  o«mp&et  d^oii  cetie  ^uation  est 

Mh     Nmh     Ph^  +  Q4»  h*  +/lir- V  -f  -  W  <0  , , 

sc  r^nJt 

<t  deTicnt  djv^hl^par  h*;  pois  paafjMMauz  limittp,  fa  £dsant  /»0^ 
<t  chaBgei9i  4r  en    ,  .<^lkst 

OB  trcfwve  dcnc  4aB»  qe  CMi  denx  TsleiirB  iie 

Si  les  'valema  de  x  et  de  / ,  qni  font  disparatcre  les  qnantit^s  M 
«t  iV,  aneantissaient  aussi  les  quaotites  P,  ^  «C  11«  il  fandc*if 
coarir  aux  termes  oii  raccroissement  h  monte  an  troisi^me  dcgr^ , 
pour  obtenir  p ,  <pii  a<qir^it  alors  grois  Talcnrs.  jOn  rerra  d^ns  la  «t^ce 
CQDHnent  les ^antitej  P,  Qy  etc.  qn^on peuc  cdculer  a  priori , 
CQ  effectuant  ia  snbstitution  indiquee  daos  la  note  de  la  page  4^9  s« 
Uiteenc  aussi  pff^  differeiytiations. 
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^=      «ix  - 
1         i.a  1.2.3 

  1  . 

"i  7i*1jc  nHlxY 

^n+—  +  -ii±2.  +etc. 
Ir  '         i.a  '  i.a.3 

quantite  qui  tend  a  deyenir  nulle  k  mesure  que  x  aug^ 
inente ,  au  moins  tant  que  n  n  est  pai  d*une  petitesse 

comparable  a  celle  de     (  5^  ). 

59.  Une  equation  ^=0,  qui  a  des  racines  igales, 
est  necessairement  de  la  forme 

r=P(a:— a)»  =  o, 

le  facteur  P  contenant  les  racines  inegales ;  et  il  suit 
de  ce  qui  a  6te  dit  n**  62 ,  que  tous  les  coefEciens  difFe- 

rentiels  -g^ ,       ,  jusqu*a  jpr=r  i^iclusivement,  s'^va- 

nouiront  par  la  supposition  de  xsca ,  parcequ'ils  ren- 
fermeront  tous  le  facteur  x—a^  Les  equations 

•   ,      dr      d»;^  d«-'r 
^=°>  dj=°'  d:?=^'---  d5!=^=''> 

auront  donc  lieu  en  mlme  temps ;  et  si  on  chercbo 
le  diviseur  commun  entre  la  premiire  et  la  seconde» 
qui  sont  respeclivement 

dP 

P(x— a)"=o,  -^(x— a)"  +  /iP(x — a)rr»=o, 
il  est  viwble  qu  on  doit  trouyer  (  x  a)*2*. 
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On  reconnaitra  sans  peine  cpie  les  ^quation»*^^ = o  ; 

j  =  o  etc.  sont  preds^ent  celles  qnc  Ton  a  desi- 

gnees  par  (A),  {B) ,  etc.  dans  le  n^  ooS ,  dea  Elmens 
d'Algebre. 

Ces  conaid^rations  s*appIiqueront  aisement  au  cas  oh 
la  propos^e  renfermera  plusieurs  esp^ces  de  racines 
egales ,  c'est-a-dire ,  sera  d^  la  forme 

X  (  jp — a)«  (x— i)f  =s  o ; 

car  en  difFerentiant  le  premier  membre  suiyant  la  regle 
du  n*  1 1 ,  on  tronyera 


+  pA-(x. 

quantit^  qm  s^eyanouit  aussi  lorsqu*on  fait  x  =  a  ou 
X  =  ,  et  dont  le  diyifteur  commun  avec  le  premier 
membre  de  Vequadon  proposee  est  4yidemment 

(X— c)*-'  (X  — fc)?^*. 

On  peut  op^rer  dc  mime,  qael  que  $oit  le  nombre  des 
facteurs (x — fl)",  (x — by,  (x — c)*,  etc .  ct on trou- 
yera  toujours  qne  le  di^iseur  commun  entre  les  4qua-- 
dF 

Uom         o  ,  .       —  o ,   ioit  contenir  les  racines 

egaUs ,  ilev^  chacune  a  zme  puissance  ntoindre  d'une 
unit^y  que  dans  la  propos^  V-=^o, 

ApplicMion  du  Calcul  differenliel  ^  la 
thiorie  des  couries* 

60.  C*est       des  recherclies  relatiyes  auz  lignes 
courbes ,  que  les  Qeom^tres  sont  paryenus  au  Calcul 
Cak.  diff.  E 
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diSerentiel,  qu'on  a  presente  depuis  sous  des  points 
de  yue  tres-yaries ;  mais  queile  que  soit  Torigine  que 
Ton  donne  k  ce  Calcul ,  il  reposera  toujours  imm^ate- 
ment  sur  nn  falt  analytique  pr^existant  a  toute  hypo- 
th^se^  comme  la  chute  des  corps  grayesyers  la  surface 
de  la  terre ,  preexiste  a  toutes  les  explications  qn*on 
en  a  donnies :  et  ce  fait  est  precisement  la  propriete 
.  dont  jouissent  toutes  les  fonctions  d*admettre  une  li- 
mite  dans  le  rapport  que  leurs  accroissemens  ont  avec 
ceux  de  la  yariable  dont  elles  dependent.  Cette  limite , 
difflerente  pour  chaque  fonction ;  mais  constapiment  la 
m#me  pour  une  m6me  fonction^  et  toujours  ind^pen- 
dante  des  valeurs  absolues  des  accroissemens ,  carac- 
terise  d'une  manidre  qui  lui  est  propre ,  la  marche  de 
cette  fonction  dans  les  diyers  etats  par  lesquels  elle  peut 
passer.  £n  efifet^  plus  les  accroissemens  de  laTariable 
independante  sont  petits^  plus  les  yaleurs  successiyes 
de  la  fonction  sont  resserrees^  plus  enfin  cette  fonction 
approche  d*etre  soumise  k  la  loi  de  continuit^  dans  ses 
changemens ,  et  plus  le  rapport  de  ces  changemens  a 
ceux  de  la  yariable  ind^pendante  approche  d*^tre  igal 
a  la  limite  assign^e  par  le  calcul.  Par  la  loi  de  conti- 
nuite  on  doit  entendre  celle  qui  s^obserye  daoa  la  des— 
cription  des  ligaes  par  le  mquyement ,  et  d'apri^s  la- 
quelle  les  points  cons^cutifs  d*une  m^e  ligne  se  suc* 
cddent  sans  aucun  interyalle.  La  mani^re  d^enyisager 
les  grandeurs  dans  le  calcul  ^  ne  parait  pas  admettre 
cette  loi »  pnisqu*on  suppose  toujours  un  intervalle  entre 
deux  yaleurs  cons^cutiyes  de  la  m£me  quantit^ ;  mait 
plus  cet  i^teryalle  est  petit,  plus  on  se  rapproche  de  la 
loide  continuite ,  k  laquelle  la  limite  conyient  parfaite- 
ment;  c*est  aussi  en  yertu  de  cette  loi  de  contiauit4 
que  les  accroissemens  quoiqu'eyanouissai|s ,  conseryent 
encore  le  rapport  dont  ils  se  sont  approches  par  degrea 
avant  de  s  ivanouir. 
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I 

II  me  parait  maintenant  tr^s-^yident  que  la  meta- 
physique  precedente  renferme  Texplication  philoso- 
phique  d^s  propriet^  du  Calcul  differentiei  et  du  Calcul 
integral  y  soit  par  rapport  aux  recherches  sur  les  courbes , 
soit  par  rapport  a  celles  qui  concement  le  mouyement. 
La  difficulte  des  unes  et  des  autres  ne  vient  que  de  ce 
qu*il  y  a  <;ontinuit6  dans  les  changemens  dee  lignes  oa 
dans  ceux  des  vitesses  *,  et  la  consideration  des  limites 
(  ou  toute  autre  equivsdente  ) ,  donne  le  moyen  d'6ta- 
blir  cette  continuite  dans  le  Calcul. 

61 .  Les  considerations  g^ometriqnes  prouvent  d*une 
mani^re  bien  ^vidente  que  lexapport  des  accroissemens 
d'une  fonction  et  de  sa  variable  ^st  en  g^neral  suscep- 
tible  de  limites. 

Toutc  fonction  d*une  seule  variable  peut  6tre  re- 
prosentee  par  Tordonnee  d*une  courbe  dont  cette  va- 
riable  est  Vabscisse  (^Trig,  77)  ;  ct  le  rapport  de  Tor- 
donnee  de  la  courbe  avec  la  «outangente  ,  correspond 
au  coefficient  differentiel  de  la  fonction.  £n  effet ,  si 
dans  une  courbe  quelconque  CD  yjig,  1  ,  on  mene  par 
denx  points  M  et  M'^  une  secante  MM^  prolongee  jus- 
qu*a  ce  qu*elie  rencontre  en  S,  Taxe  des  abscisses  j^B, 
qu'on  tire  les  deux  ordonnees  PM^  P^M^  et  la  droite 
MQ  y  parallele  a  AB  ^  les  triangles  semblables  MQM 

et  MPS  montrcront  que  les  rapports  et 

sont  tou]ours  egaux.  Mais  siVon  con^oit  que  le  point  M 

se  rapproche  sans  cesse  du  point  3/,  le  point  S  se  rap- 

prochera  auasi  du  point  T  \  la  ligne  PS  tendra  donc 

t  PM 
a  devenir  egale  a  la  soutangente  PT  :  le  rapport 

PM 

t*approchera  de  mlme  du  rapporf  -^^7  qu'il  aura  pour 

F  a 
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limite,  et  qui  sera  parconsequent  aussi  celle  du  rap- 
port  des  accroissemens  MQ  et  M'Q  que  re^oiveut  si* 
multanement  Tabscisse  AP  et  i*ordonn6e  PM. 

n  suit  de  la  que  lorsque  la  fonction  que  represente 

Tordonnee  sera  connue  y  son  coefHcient  difFerentiel  don- 

.     ,  PM  .  . 

nera  1  expression  du  rapport        ,  et  que  reciproque- 

ment  si  Texpression  de  ce  rapport  est  connue  d'ailleurs , 
elle  fournira  le  coelficient  diiFerentiel  de  la  fonction 
correspondante  alordonnee  (*). 

G2.  Lorsque  Ton  donne  a  Tabscisse  des  valeurs  suc- 
cesaives ,  les  ordonn^s  qui  repondent  a  ces  valeurs  , 
deterrainent  sur  la  courbe  des  points  que  Ton  peut 
regarder  comme  les  sommets  des  angles  d*un  polygone 
inscrit  a  cette  ODurbe. 

Si  l*on  prend ,  par  exemple ,  sur  Taxe  des  abscisses 
HG.  a.  les  points  P,  P^,  P" ,  fig.  a ,  distanfr  entr*eux  d'une 
meme  quantiti  h ,  on  aura 

AP=x,    AP^^ix  +  h,    jiP^^x +  Qh,  ttc. 

qu'on  eleve  les  ordonneea  correspondantef  PM ,  P^M^^ 
P^M",  et  que  Ton  joigne  les  points  M,  M',  M",  etc. 

(*)  Quoiqa*on  ne  pnisse  gu*rc  revoquer  en  douteque  deux  quan'* 
titcs  qui  sont la  limite  d'une  m^me  quantit^  variable  soient  egalet ,  on 
a  coutume  neanmoins  de  demontrer  cettc  proposition  comme  ii  suit* 

Soient  j4,By\ci  deux  premiores  quantitcs,  et  f^la  troisifimej si 
ronavait-^^^B— />,  cique  /^fut  toujoars  moindreqne^,  quelque 
pr^  qu^il  fut  de  cettc  grandeur ,  sa  difference  avec  B  surpasse- 
rait  jD.  On  ne  peutpas  dirc  non  plus  que  soit  compris  entrc  A  et  J?, 
caril  differcrait  alors  de  J5  on  de  A  d'unc  quamit^  au  moins  <%aJc 
h  ».Z)^  ainsidans  toiu  les  cas  V  ne  pourrait  approcher  en  mcmc 
tempsaussi  pr^s  qu'on  voudrait  dcs  deux  quaniiles.^^  txB^  ce  qui 
€•1  coairaire  iila  definition  dcs  limites. 
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par  des  coides ,  cm  fomicra  le  polygone  MM^M" ,  etc. 
cpu  difFerera  d*aiitant  moins  de  la  conrbe  proposee  que 
fci  points  M,  M'y  M",  etc.  se  rapprocheront ;  mais  en 
meme  temps  le  nombre  de  ses  c6tes  angmentera  de 
plus  en  plus,  puisque  la  distance  sera  contenue  un 
nombre  de  foi5  de  plus  en  plus  grand  dans  Tabscisse 
determinee  j4B.  La  courbe  CD  sera  e^idemment  la 
limite  de  tous  ces  polygones ,  et  parcons^quent  les.pro» 
prietes  qui  conviendront  a  cette  limite ,  conviendront 
aussi  a  la  courbe  proposee  (*).. 

Cela  pos6,  si  Fon  m^ae  3fQ  et  M'(^  paralleles  a 
Faxe  ABy  M^Q  sera  la  difference  des  deux  ordonnees 
consecutives  PM  et  PM\  M^Q^  celle  des  ordonnees 
P^M'  etP^M",  EnproIongeantIadroitei/Jl/'jusqu*en 
N\  on  fonnera  les  triangles  egaux  MM'Q,  M^N^Q", 
qui  donneront  M'  Q  =  iV"^';  etil  en  resultera 

M"IS"=N"Q^  ^M^X;^  0M  ^rN^=M"(;y -^N'Q'% 

et  parDOQB^iient  M^Qt^W  Q=    WiV  selon  que  la 


{*)  Litffbnite  t  toojonrB  «nvisagi^  le  Calciil  diflnSreiitid  flooi  un 

(c  Sentio  antem  ct  banc  ec  aJias  (mec2io«kM  )  iiacteniis  acHiibiias 
31  omnes  deduci  poaae  ez  generali  quodam  meo  dimetiendornm  curyi- 
>  lineortitti  principio,  quodfigwra  ouryilinea  cenaenda  sit  aqui" 
»  poliere  -poiygono  ir^nitorum  laterum ;  undc  seqoitur ,  quic* 
»  qnid  de  tali  polygono  demonstrari  potcst,  «iye  it^,  ut  nnJlus 
»  habcatur  ad  numerum  laterum  respectus,  aive  itli,  ut  tant6  ma- 
a>  gis  Teiificetnr,  quant5  major  sumitnr. laterum  numcrus,  it^,  ut 
»  eitor  tandem  ^t  quoris  dato  minor ;  id  de  'cnrv4  poase  pm- 
a  niMatiBri  >.  \  Acta  Eruditorum  ann,  i684t  f^8^  585 ). 

H  est  evident  qne  oette  metaphjwique  est  anssi  tr^umincnse, 
•t  ne  diff&re  -dc  ceUe  qne  J'ai  pnfsentee  ci-dessus  quc  parceqae 
k  Umite  j  est  d6ignee  comme  un  polygone  d'ttn  nombre  infini  dc 
iniluimcnt  petiu. 

?  3 
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courbe  est  concave  ou  convexe  vers  Taxe  des  abscisses  : 
M"N"  seradoncladiff^rence  des  ligneg  M'Q  et  M^Q^ 

Le  calcuIdilFerentieldonne  Texpression  decesdiverse» 
droites;  car  on  a  successivement  (ai). 

P  M  ^  y 

^    ^  dx  1      da:'  1  .a  ' 

'  dx  1    *  dx^  1.2  * 
P^M^-PM  ^iW^Q^-^l  h  +^-^-f.etc. 

I^'M^-P^M^=M^Q^=^^  h  +g5^+etc. 

d*ou  il  suit  que  si  Ton  prend  Azsdi:  ^  la  valeur  de  MQ 
approchera  de  plus  en  plus  de  la  differentielle  pre- 
mi^re  d^,  celle  de  M^N" ,  de  la  difiTerentielle  seconde 
d^.  £n  considerant  un  quatri^me  point  du  poljrgone , 
on  trouverait  de  meme  la  ligae  oQrrespondante  a  la 
difTerentielle  troisi^me. 

65.  Les  lignes  PM,  M'Q,  M^N" ,  ont,  par  rapport 
au  Calcul  des  limites  y  une  subordination  marqu^e  par 
les  exposans  dont  raccroissement  h  est  aiTecte  dans  leur 
premier  terme  ,  exposant  qui  est  le  meme  que  celui  de 
l'ordre  de  la  differentielle  a  laquelle  ils  correspondent. 
On  voit  eu  eiFet  que  le  rapport  de  M'  Q  a  PM  diminue 
sans  cesse  et  finit  par  s'evanouir,  lorsque  h=o,  qu'il  en 
estde  m^me  du  rapport  de  M^N"  iM'Q;  mais  que  si 
i*on  comparait  la  premiere  de  celles-ci  au  quarr^  de  la 
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ieconde ,  le  rapport  aurait  alors  une  limite  assignable  qui 
serait  le  rapport  de  ^  a  ^  (56)  (*). 

04'  On  voit  en  m£me  temps  par  ce  qui  precede,  que 
Je  coefficient  differentiel  da  premier  ordre  ^ ,  ezpri-<- 
PM 

«nant  le  rapport        Jig.  1 ,  donne  la  tangenta  tri- 

jSOBometrique  de  Tangle  MTP,  que  fait  avecraxedes 
absciflses  AB^  la  droite  qui  touche  la  courbe  au  point 
Jf. 

De  plus^  ai  l'on  fait  attention  que  lorsque  rordonn^e 
Mt  positive  ,  ia  difference  M^Q^—M^Q  fig.  a,  est  ^ 
a^gative  ou  positive  selon  que  la  courbe  est  ooncave  ou 
convexe  vers  Taxe  des  abscisses,  et  que  cette  circons* 
tance  doit  avoit  lieu  quelqne  pres  qu  on  suppose  let 
points  P ,P i  P^y  ou  quelque  petite  que  soit  on 

en  conclura  qiie  le  terme  ,  qui  commence  le 

diveloppement  de  M"(^  —  WQ,  et  qui  peut  ^tre 
rendu  le  plus  consideraJ^le,  doit  avoir  le  meme  signe 
que  la  difference*  M^Q^-^M^Q-,  or  la  qnantite 
ctant  essentiellement  ^sidve,  il  suit  de  ce  qiii  pr^ 

cMe  que        est  nigatif  qnand  la  coiirbe  est  concave 

yers  son  aze  des  abscisses^  et  positif  dans  le  cas  con« 
traire. 

L'in5pection  des  courbes  cm  placees  au^^essous  da 


(*)  Ceci  fonrnic  11  ne  esplication  Imch  siniple  des  diffifrent  ordrei 
A^iafikiiinc&t  pedli  qoe  Leilmitz  sdmectait.  II  regndait  la  diife* 

F  4 
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Taxe  des  ab^cisses ,  montre  que  les  signes  de 

doiyent  6tre  pris  dans  un  ordre  inverse  ijuand  l'or- 
donnee  est  negative  ^  et  que  parconsequent  :  une 
courbe  est  concave,  ou  convexe  vers  Vaxe  deS  asbchses 
selon  que  Icrdonnee  et  son  coiffficient  d^&entiel  du 
second  ordre,  sont  de  signes  contraires  ou  de  mime 

65.  Connaissant  par  le  coeffirient  ^ ,  Pan^e  MTP^ 

rien  n'est  plus  aise  que  de  construire  la  tangente  MTi 
^'Jig'  1 ;  mais  on  se  sert  plus  ordinairement  de  la  sous- 
iangefrtre  PT ,  qui  se  ca}cu!e  cia  observant  que 

VT    dx  dy  dy 

Le  triangle^PilfT',  refctatt^e  eb  T>  <fcnnfe  k  kingente 

MT=  V^PM+PT=y  j/i  +1^. 

La  conaideration  des  tnan^ks  Bemblables  PMT  et 
PMR  (  Trig.  i5a),  don»e  la  sounomude 


PR:=:PM 


PM_y^" 
PT~  Ax' 


Le  triangle  PMR,  rectangle  en  P^  donne  U  nof-^ 
male 


rentieUe  premi^re  comme  infiniment  petite  k  iVgard  de  Toixlonn^^'; 
la  diScrentieUe  seconde  comme  infiniment  peiite  k  Tegard  de  la 
.difFercntiellc  premidre ,  et  ainsi  de  saite.  D'aprte  ce  principe,  i| 
n^gligeait  lcs.  unes  par  rapport  aux  antres ,  ce  qu^il  faut  faire  ea 
effei  lors^e  i'on  veut  passer  aux  limites.  . 
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66.  Yoici  maiDtenant  quelques  applications  de  ces' 
formules  : 

Ii'eqnation  gen^rale  des  lignes  du  second  degre  * 
etant 

on  a 

dy  m+.flng_    m  +  mx 

«t  bn  tire  de  16? 

Dans  le  cas  ou  ii  =     h  courlre  detient  une  para-* 
bole  (  Trig,  1 14 )  ,  et  alors  on'a  ^ecflemerft 


On  d^duirait  de  ces  valeurs ,  les  resultats  et  lcs  cons- 
tructions  indiques  daas  rapplication  de  V Algebre  k  la 
Geometrie,  poiir  les  lignes  du  second  degre» 
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Dans  la  ceurbe  representee  par  T^quation 

ona 

Ax         —  ax* 

m 

on  trouvera 

ay—a^  .      ay  —  x*  * 

valeur  qui  se  constroira  facilement ,  lorsqu'on  aura  asri-« 
gne  celle  de  x  et  deternrin^  celle  .de  ^  (Trig.  S4). 

67.  II  est  souvent  plus  commode,  et  s«rtout  ploe^ 
.  ^]6gant ,  de  consid^rer  la  tangente  et  la  normale  par 
leur  ^quation  (  Trig.  1^8 ).  Pour  obtenir  celle  de  la 
. .  premiere^  je  vais  chercher  en  ginirsl  les  relations  qui 
doivent  avoir  lieu  lorsqile  danx  Iignes  se  touchent.  £n 
consid^rant  d*abbrd  ces  lignes  comme  ^jant  deux  pointt 
ric  I.  MetM\Jig,  i,commnnSyiI  est  evidentque  leurs  ^qua- 
tions  doivent  donner  les  m^mes  valeurs  de  Fordonnie 
PM  et  de  la  difference  M'Q ,  correspondantes  a  rabs- 
cisse  j4P  et  a  son  accroissement  PP'.  Si  donc  oir 
entendparx  ,  y,\^  coordonneee particull^res  au  point 
M  dans  la  courbe  propos^e ,  et qu^on  designe  par  j/ 
celles  des  points  quelconques  de  la  ligne  qui  la  co^pe 
«n  M  et  cn  M' ,  on  aura  pour  ces  deuz  points 

y^y'  ^A+etc.=gA.+  et?,(6fl). 

La  seconde  ^qnation  est  divisible  par  h ,  et  lorBqu^os 
en  prend  lalimite^  en  supposant  A  =  o ,  elle  se  reduit  4 

^^^. 
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lnais  dans  cette  hypothSse  les deux points dutersection 
se  reunissent  en  un  seul  qui  devient  un  point  de  contact 
pour  les  lignes  propos^es,  puis(pi'elles  n  ont  plus  que  ce- 
lui-la  de  commun.  II  suit  de  la  que  lorsque  deux  lignes 
3e  touchent^  on  a,  pour  le  point  de  contact  seulement^ 

Lorsqu*il  s'agit  de  la  ligne  droite  dont  T^quation  est 
de  la  forme 

y=Aj/  +  JB{Trig.  83),  etdomie^=urf, 

on  a,  pour  le  contact  de  cette  droite  avec  la  courbe 
propos^e , 

d'oii  on  condut 

D'aprds  cette  ^quation  ^  celle  de  la  nonnale,  qui  est 
perpendiculaire  i,  la  tangente  et  qui  passe  par  le  point 
Jfaera 

PouT  le  cercle  donn^  par  Tequation 
«n  tronTe 

f. 

dx-  y' 
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re(piation  de  sa  tangente  sera  parconsiqaent 

on  yy  4-  iw/  =  c*  , 

puisque  +  x* = a». 

L'equatian  de  la  normde  devient 

et  88  Tids6t  a 

ce  qui  fait  -voir  que  les  normales  du  cercTe  passent 
par  son  cejttre  qui  est  ici  rorigine  des  coordonnees- 
(  Trig,  83  ) ,  et  ce  qui  doit  etre  en  effct ,  puisque  le» 
aormales  d*un  c%rcle  ne  sont  autre  chqse  que  ses  rayons. 

La  tangente  de  la  couil)e  donnee  par  r^quatioa 

o:^  —  3axy +y  =  o  , 

^  pour  6quation 
ou 

Si  Ton  met  poury  sa  Taleuf^  et  qu^on  reduise^  o» 
obtiendra 

(jr'— flj:)y -|-(a:*— cy)  x'=ary.. 

68.  Si  on  se  proposait  de  men^r^  par  un  point  donne- 
pris  hors  d  une  courbe,  et  dont  *t  serait  Tabscisse  et  ^ 
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rordoimee ,  unk  tangente  a  cette  courbe ,  il  est  evldent 
qu'il  faudrait  substituer  «  aulieu  de  x',  et   au  lieu  dey, 
dans  requatioB  de  la  tangente »  qui  deyieiidrait  alors 

ct  serviraitf  conjointement  ayec  requation  de  la  courb« 
propos^e  y  ad^terminer  les  coordonnies  x  tty  du  point 
de  contact. 

* 

Je  prendsle  cercle  pourpremier  exe^ple^r^quation 
de  sa  tangente  ^tant 

yy  +  xx^  =  a*  (n* pr^cid. ) , 

onaiira 

i0y  +  rta:  =  a». 

Cette  iquation  combinie  ayec  celle  du  cerdc  d^|pr- 
tmnera  les  coordonn^es  x  y  des  points  de  contact  » 
Y>u  y  ce  qui  reyient  an  m^me  ,  ces  points  seront  ala  reof 
contre  du  ceTcle  av«c  la  droite  exprim^e  par  V^quatioBL 

|gy-|-rta:  =  a»  {Trig.  iio). 

Dans  la  courbe  correspondante  a  reqnation 

a?  —  Saxy  +y^  =  o , 

le  point  de  contact  se  trouyerait  en  cherchant  rintersec- 
tion  de  cette  courbe  ^  ayec  la  ligne  du  second  ordre  re- 
tultante  de  requation 

fi(y—ax)  +€e(a;*— .fly)  =axy. 

69.  Pour  mener  nne  droite  qui  touche  une  courba 
donn^e  /  et  qiii  soit  en  m§me  temps  parall^le  a  une 
droite  donnee  de  potition^  ou  qui  fasse,  avec  Taxe  des 
abiciifles,  un  an^e  dont  la  tangente  aoit  repr^sentee 


0 
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par  a,  il  «uflira  de  poser  ^  =  a(7V^.  85);  combi- 

nant  cette  eqnation  ayec  celle  de  la  conrbe  propos6e , 
on  d^terminera  les  yaleurs  de  x  et  de  y ,  qui  conyiennent 
au  point  de  contact  demandi. 

Dans  le  cas  ou  la  courbe  propos^e  serait  la  parabole 
ordinaire ,  on  aurait 

.  dy     m  • 

ce  qui  donnerait 

m  m 

70.  Dans  tout  ce  qui  pr^cMe  ,  les  coordonn^ei 
o?  et  ^  ont  ^te  supposees  perpendiculaircs  entr*elles; 
mais  il  est  ais6  de  yoir  que  quand  m§me  elles  fe- 
rai|nt  un  anglc  quelconque ,  le  rapport  de  ilT  Q  i  , 
aurait  encore  pour  limite  celui  de  PMkPT\  requation 
de  la  tangente  ne  changerait  pas  de  forme.  A  y^gard 
de  MTy  de  MK  et  de  PK .  on  trouyerait  leur  expression 
par  le  moyen  des  triangles  MPT ,  MTK  et  MPK , 
dans  lesquels  on  connaitrait  toujours  ou  un  angle  et 
deux  cdt^s,  ou  deux  angles  et  un  cdt^. 

71.  £n  cherchant  les  positions  que  prend  la  tangente 
d*une  courbe  propos^e  ,  lorsque  le  point  de  contact 
ft'eIoigne  de  plus  en  plus  de  Torigine  des  coordonnees » 
on  peut  reconnaitre  ti  cette  courbe  a ,  comme  Thyper- 
bole ,  des  lignes  droites  pour  asymptotes  (  Trig.  i54), 
et  determiner  leur  position. 

Fic.  3.  On  yoit  en  effet  qne  dans  une  courbe  MX^fig,  5, 
qui  a  une  asymptote  KS  ^  a  mesure  que  le  point  M 
•*iIoigne  de  Torigine ,  la  tangente  MT  8'approche  de 
rasymptote^  et  les  points  T^et  Z>  marchent  respectiTe- 
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nent  verslespoints  RetE,  ensorte  que  AR  tt  AR  soat 
des  limitesque  les  yaleursde  etde  AD  ne  sauraient 
franchir ,  ni  meme  atteindre ,  mais  dont  elles  psuyent 
approcher  aussi  pr^s  qu*on  youdra.  II  suit  de  la  que  pour 
trouyer  si  une  conrbe  a  des  asymptotes ,  il  faut  chercfaer 
«i  les  expressions  de  et  de  AD,  relatives  a  cette 
oonrbe ,  sont  sosceptibles  de  limites;  et  lorsque  cela 
arriyera,  ces  limites  ^tant  construites  ^  donneront 
lea  deux  points  R  et  E  ^  par  lesquels  on  menera  la 
droite  RS,  qni  sera  Tasymptote  demand^e. 

Les  expressions  de  ^T'  et  de  AD  se  tirent  de  celle 
de  PT\  lapremiire,  enobseryantque  AT=  AP—PT; 
la  seconde,  par  le  mojen  des  triangles  semblables  ADT 
et  MPT\ou  lesdeduitaussidelequatioade  la  tangente 
en  faisant  succesaiyement  j/=oet  j/=o  (7>^.83)« 
On^trouyera 

7^.  Ce  qui  pric^e  itant  appliqu^  a  Viquation 

condnit  i, 

ATzssx  f-  = — '  , 

m+5knx      m  +  anx 

ay  !^V^mx  +  nx^ 

Xes  demiers  membres  de  ces  iquations  pouyant  %Xrn 
mis  sous  les  formes^ 

m  m 


m  .      '     I       m  .  , 


X 

Uurs  lixnites  respectiyes ,  dans  le  cas  oik  on  suppose  x 
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in&ni^  sont 

Si  »  etait  nnlle,  les  expressions  dc  JT  et  dc  AD 
deyiendraient  inGnies  en  'm§me  temps  qne  o?,  et  la 
courbe  propos^  n  aurat  point  d'asjrmptotes ;  elle  n  en 
aurapai  nonplus ,  lorsque  n  sera  n^gative ,  parcequ  alors 
son  iquation  n'adiiiettra  point  pour  x  une  Yaleur  inflnie. 

Dans  la  courbe  representee  par  r^quadon 
0n  a 


pour  troiiy^r  la  limite  vers  ^laquelle  tendent  ces  ex^ 
pressions  ,  a  mesure  que  y  augmente  ,  il  faudrait 
substifuer  au  lieu  de  y  la  limite  vers  laquelle  il  tend , 
et  connaitre  parcons^uent  Fexpression  de  ^  en  x ; 
mais  on  peut  suppl^er  a  cette  expression ,  dans  Texemple 
present ,  par  un  artifice  analj^que  fort  simple.  Si  on 
fait  x^ty,  Vequation  proposee  devient  divisible  par 
3ett 

y ;  on  en  tire  y  r=  ^  ^fi  »       ^       facile  de  voir 

alors  qu8  la  supposition  de  t=— - 1 ,  rendra  y  infini , 
«t  dpnnera  x  =  — y.  £n  changeant  x  en  y  dans 
les  expressions  de  7"  et  de  ^  Z>  ^  puis  pre^;iant  les 
limiteS;  on  aura 

AR=—a  =  AE; 

'Fio  4**  nicii^J^t  P*'^  points  R  et  E,  Jig.  4>  construits 
avec  les  valeurs  precedentes,  la  droite  RE,  elle  sera 
rasymptote  d/es  branches  AY  et  AZ. 
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7?.  Si|  riuie  des  qnantit^s  AR  oa  AE  restant  finie^ 
Tautre  deyenait  infinie ,  il  est  evident  que  Tasymptote 
serait  parall^le  aVaxe  surlequel  se  trouye  cette  demi^re» 

Pour  ne  manquer  aucune  des  asjmptotes  que  doit 
avoir  la  courbe  propos^e  ;  il  faut  donc  faire  successi-^ 
yement  x  infini  eiy  infini ,  et  substituer  dans  les  expre&* 
sions  de  AT  et  de  AD ,  chacun  des  resultats  dilTerens 
que  donnent  Vune  et  Fautre  hypothese.  Lorsque  AT  et 
AD  seront  toujours  infinies  en  meme  temps  ,  on  en 
conclura  que  la  courbe  propos^e  n'a  pas  d*asymptote. 

n  pourrait  arriyer  que  ces  qnantites  fussent  toutea 
deux  nulles  :  dans  ce  cas,  la  courbe  aurait  pour  asymp* 
tote  ime  droite  men^e  par  rorigine  des  coordonnees ; 
mais  comme  on  n'en  connaitrait  alors  qu*un  point ,  il 
faudrait  en  chercher  la  direction ,  et  ponr  cela  011  pren^ 

dndt  la  limite  de  rexpres»on  ^  T  <pi  reprfesente  la 

tangente  de  Van^e  MTP  (  64)  ,  pour  un  point  quel- 
conque  de  la  courbe  ,  et  on  aurait  la  tangente  de 
Tangle  SRB. 

74-  On  snppose  ordinairement  comme  une  chose 
^dente ,  qu  un  petit  arc  de  courbe  peut  etre  pris  pour 
sa  corde ,  c^est-a-dire  que  le  rapport  de  Varc  et  de  sa 
corde  a  pour  Umite  Punit^.  Cette  proposition^  tr^s-im- 
portante  >  a  neanmoins  besoin  d'etre  d^montrie ,  et 
peutVetre  comnie  il  suit. 

Le  triangle  rectangle  MM'Q^  fig,  5  ,  donne 

MM"  =v^lSq^+W^; 

•n  a  de  plus  {S2), 

Calc.  diff:  G 
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On  peut  mettre  ce  developpement  sous  la  fohHtf 
ip+Ph)h, 

en  faisant 
oa  obtiendra 

MM'  =  \/TF+XF+PW^  =  *  V^i  +  (p  +  ^Ay- 
Menant  ensuite  la  tangente  MN,  on  trouvera 

NQ  =  MQtansNMQr=^h=ph  (64) 

MN^VW+^ = A 

M'N=  NQ—M'Q=  —  ^-^—etc.=—Ph*i 
et  on  conclnra  de  li 

JllfiV4.Af^Ar_Av/rHFF---P^_  i/T+F— 
rapport  qni  a  pour  limite , 

MaisTarc  MOM'  est  toujours  compris  entre  la  corde 
MM'  et  la  ligne  brisee  MZV  +  M'N\  donc,  a  plusforte 

raison,  le  rapporl  j^^J  *        limite  1  umte. 

^5.  II  est  6yident  que  Tarc  d'une  courbe  est  une 

fonction  de  Tabscisse;  et  pour  avoir  le  coefficientdiffe- 

rentiel  de  cette  fonction ,  il  faut  chercher  la  limite  da 

MOM' 
rapport  -ppr-  i  or  on  a 

MOM'     MM'  MOM' 
PF        PP'  ^  'WdT' 
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Substituant  la  valeur  du  premier  rapport  du  second 
membre ,  faisant  A  =  o  pour  passer  a  la  limite ,  lo 
deuxi^me  rapport  deyiendra  runit^ ,  et  Ton  aura  (8) 

V^i        ;  si  Von  nomme  donc  z  Tarc  CM,  il  yiendra 

^=l/»+^  ou  dzz=\/da-  +  dy. 
Le  cercle  dont  Tequation  est 

donnant 
il  vient 


r^sultat  qai  rentre  dans  celui  du  n*  35 ,  lorsqu'on  sup- 
pose  a  =  1 . 

76.  La  diiFerentielle  de  Taire  du  segment  ACMP 
d*une  courbe  s'obtient^  en  observant  que  le  rapport 
des  rectangles  PP^QM  et  PP^M^N,  fig.  6,  qui  ont  fic  & 
P^M^ 

mdme  base ,  est  ^gal  k         ,  et  que  sa  limite  est  par-^ 

cons^uent  Tunit^.  U  suit  de  U  que  le  trapeze  curvi- 
ligne  PP^MM' j  toujours  compris  entre  les  deux  rec- 
tangles  dont  on  vient  de  parler,  et  repr^sentant  Tac- 
croissementquere^q^t  le  segment  -^CiHfPlorsque  Tabs- 
cisse  augmente  de  PP'  ^  tend  sans  cesse  k  devenir  ^gal 
au  rectangle  PP^QM^  ou  que  le  rapport 

PP^M^M       PP^M^M^  1 


PP^xTW'  PP'  P^ 

G  » 
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a  pour  limite  runit^.  £n  nommant  donc  ^  la  fonction 
de  X,  cqrrespondante  a  Taire  jiCMP ,  on  aura  gonr 
la  limite  (9) 

PP^MM'  As 
PP'     —  Ax 

dj  1 

ct  —  x-  =  ioudf  =  ydx. 

Clx     y  Hfc 

Dans  le  cercle 

di  =  dx  V^a*  —  X* ; 

ainsi ,  quoiqu'on  ne  puisse  pas  assigner  Tcxpression  al- 
gebrique  du  segment  circulaire ,  on  parvient  a  celle  dt 
sa  dilF^rentielle  par  la  consideration  des  limites. 

Recherche   des  points  singuliers  des 
courbes. 

77.  On  appelle  points  singuliers  d'une  courbe  ceux 
dans  lesquels  elle  oiFre  quelque  circonstance  remar- 
quable  \  et  le  calcul  difF^rentiel  foumit  des  moyent 
tres-simples  pour  en  reconnaitre  Texistence ,  et  en  de« 
terminer  la  position. 

Lorsquele  coefficient  diiFerentiel       qui  exprime  la 

tangente  de  Tangle  MTP  (64),  est  nul,  il  s'ensuit  que 
la  droite  qui  touche  la  cotu-be  au  point  M  est  parall^le 
a  la  Ugae  des  abscisses,  et  8'il  chasge  de  signe  apr^s  ce 
pointy  la  tangente  incline  alors  du  c6t6  de  Tordonn^e 
oppos^  a  celui  ou  elle  inclinait  d*abord.  L*inspection 
7  des  deux  figures  7  et  8,  montre  que  dans  ce  cas,  Tor- 
donnee ,  apr^s  avoir  atteint  une  certaine  grandeur ,  vient 
a  diminuer  7)>  ou  bien  quapres  avoir  diminue 
jusqu'a  certain  point ,  elle  vient  a  croitre  (^fig.  8  ). 

La  premiere  circonstance  r^pond  evidemment  au 
nuiximum  de  Vovdom^ey,  et  U  «ecoade  a  «oft  mini-^ 
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mum,  Quand  run  ou  Tautre  ont  lieu  ^  on  a  donc  ega- 

lement  ^= o  ^  ainsi  que  le  montrent  les  considerations 

«naljrtiques  (48). 

78.  Les  considerations  g^om^ques  prouTent  aussi 
que  ce  caractere  ne  conyient  pas  seulement  aux  points 
ou  il  y  a  maximum  ou  minimum ,  mais  qu'il  a  encor« 
lieudans  d'autres  circonstances.  Quoique  la  tangente 
au  point  iRf  de  la  figure  9  soit  parallele  a  la  ligne  des  ^ 
abscisseSy  ce  point  ne  correspond  pourtant  pas  a  un 
maximum  j  parcequ'au-dela  rordonn6e  continue  k 
croitre ;  mais  il  faut  remarquer  que  la  concavit^  de  la 
courbe,  d*abord  toumee  vers  Taxe  des  absLisses^  ou  . 
plac^e  au-dessous  de  la  tangente  ^  est  ensuite  toumee 
du  cdte  opposi.  Cette  circonstance  est  ce  qu'o!l  appel|e 
nne  injlexion^  et  le  point      est  un  point  d'inflexion; 

eUe  se  remarqne  parceqae  le  coelEcient  chango 

de  signe  avant  et  apres  le  point  M  (64).  Elle  se  recon- 
nait  encore  en  cherchant  la  posiiion  de  la  courbe,  pac 
rapport  k  sa  tangente ,  avant  et  apr^s  ce  point. 
L*^quation  de  la  tangente  etant  en  gin&ral 

on  aura  j  en  faidant    =  x  -f-  ^  1 
oa 

ponr  rexpression  de  P^N^Jig- 10,  qui  est  Tordonnfe  detic.  lo. 
la  tftdgente  correspondante  au  point     dont  Tabscisse 
est  X  +  A ;  mais  puisque    est  une  fonction  de  oa 
•nra  ( ai )  pour  P^itf'  cette  serie  ^ 

G  5 
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d*ou  on  deduira 

P^M'  -PN'  il  +  ^-4,  +  etc. 

dx*  I .a      dar  i .a.3 

Prenant  sur  Taxe  des  abscisses  un  point  en  ar- 
riire  du  point  P,  et  dont  Tabscisse  soit  a?  —  A ,  on  trou- 
yerait  de  meme 

'    '      '   '     do:*  1.2      djr  i  .a.o  ' 

II  est  eyident  maintenant  que  si  =  o  ,  les  deux 
differences 

P,i»f-P,Ar,=-^^  +  etc. 

seront  de  signes  contraires,  au  moins  lorsqu'on  pren- 
dra  h  assez  petite  pour  que  le  premier  terme  de  la  serie 
soit  plus  grand  que  la  somme  des  autres  ( 4^ )  >  ainsi 
la  courbe  proposee ,  apr^s  avoir  ete  au-dessous  de  sa 
tangente ,  passera  au-dessus ,  et  vice  versd, 
9«     II  y  aura  donc  au  point  M,  Jig,  9 ,  inflejcion  ct  non 

pas  maximum  ou  miriimum  ,  si         j  deyient  nul  en 

dy 

meme  temps  g^n^ral  si  le  premier  des 

coefficiens  differentiels  qui  ne  s*an^antis8ent  pas  est  d*Bn 
ordre  impair.  Telle.  est  la  signification  geometrique 
des  caracteres  analj^ques  indiques  dans  le  n^  49- 

79.  II  peut  j  ayoir  inflexion  dans  des  points  ou  la 
tangente  n'est  pas  parallele  a  la  ligne  des  abscisses  ^  et  oii 

t'on  n ait  pas  paroon»6quent  o;  mais  le  carac- 
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Hre  de  ce  point  est  toujours  le  changement  dn  signe  de 
^  par  rapport  i  jr* 

II  est  evident  que  toute  quantit^  enti^re  ne  peut 
clianger  de  signe  qu'en  passant  par  zero  ;  mais  -^une 
quantite  fractionnaire  peut  aussi  changer  de  signe  en 
passant  par  rinfini  /fllindi  que.  cela  arrive  a  restpressioa 

qui  deyiest  succesdvement 

a  a  a 

Iorsqu'on  y  fait  'a:=6,  x=o,  x=— i:  on  peut 
doiic  conclure  de  ce  qui  prec^de  ,  que  pour  un 

point  d*inflexion^^  est  nul  ou  infini;  mais  il  ne  faut 

pas  renverser  cette  proposition. 

80.  Quand  ^  au  lieu  ^  s^^yanouir  devient  infini » 

Tordonnee devient  tangente comme  enE,Jig,  11;  cette "* 
circonstance  r^pond  4  une  limite  de  la  courbe  dans  le 
sens  des  abscisses ,  c*e8t-a~dire  k  un  maximunvoukm 
Tninimum  de  Vabscisse ,  &  moins  qu*iL  n  y  ait  en  ce  point 
iine  inflexion  dans  laquelle  la  tangente  soit  perpendi-, 
culaire  a  la  Hgne  des  abscisses. 

81.  On-  a  vu  ,  n»  55  ,  devenait  infini 

lorsqae  quelque  radical  disparaissait.  II  faut  remar* 
quer  qualors  pour  nne  seule  valeurdej^,  le  change-* 
mentde  cette- fonction  doit ,  contre  la  regle  ordinaire , 
avoir  plusieors  valeiirs;  car  sans  cela  on  n*en  retrouverait 
pIUs  le  nombre  qoe  compcnrte  le  degce  de  la  foiK>- 
tion ,  et  qui  doit  demeorer  toujours  le  m^me,  Tegalite  de 
plusieurs  de  ces  valeurs  ne  pouvant  dtre  qu^instantanee. 

Cette  circonstance  se  trouve  an  point  E  ^  oii  il  est 
visible  que  pour  Tabscisse  >  cons^cutive  i^C,  la 
«onrbe  a  deux  opdoxmto  >.  et  qu»  parcons^ent  k 
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m^iue  ordonnee  (!?£a  deux  diiferences^  Fune  ce'—CE  ^ 
^  ctlautre  CE^ce. 

\\  en  arriye  autant  au  point  G  oii  deux  branches 
de  la  courbe  se  coupent ;  Tordonnee  particulidre  FG 
a  auflsi  pour  le  n^eme  accroissement  d^abscisse  F/deux 
differences,  Tune  —  FG^  Tautre  FG—fg\  mais 
dansles  autres  parties  de  la  couibe  ^  une  mdme  ordonn^e 
n  a  pour  chaque  accroissement  d^abscisse  qa'une  aeule 
difference. 

Les  points  qui  sont  1'intersection  de  pludeurs  branches 
comme  Gy  ou  la  r^union  de  deux  branches  GDE  et 
GUE^  comme  sont  nomm^s  points  multiples,  On 
les  reconndt  parcequ^une  seule  ordonn^e  a  pour  une 
meme  abscisse  plusieurs  diff^rentielles ,  ce  qui  £ut 
que  le  coeiEcient  differentiel  y  deyient  infini.  II  peat 
aussi  8  y  montrer  sous  la  forme  |,  et  cela  arriye  tou- 
jours  lorsque  son  expression  contient  en  m6me  temps 
les  deux  yariables  x  et  y. 

Dans  chacun  de  ces  points  ]a  courbe  a  plusieurs  tan- 
gentes.  £n      par  exemple »  elle  ea  a  deux  bien  dis- 
tinctes ;  en  E  elle  en  a  encore  deuX|  mais  r^uaiesenune 
seule ,  qui  est  la  limite  de  cellesde  la  brancbe  superieure 
•  GL/E  et  de  celles  de  la  branche  inferieure  GDE, 
/  8a.  Les  points  multiples  prennent  quelquefois  deux 

formes  particuli^res  auxquelles  oil  a  donn^  le  nom  de 
rebtxmssement  y  parceque  les  branches  de  coorbe  qui 
sy  rencontrent  ne  s'6tendent pas  au-dela.  Celui  de  la 
tic.  Ta  fig,  la  ,  dans  lequel  les  deux  branches  s'oppo8ent  leur 
'^'  conyexiti^ ,  est  le  rebroussement  de  la  premi^  esp^  ; 
et  celui  de  la  fig.  dans  lequel  les  deax  braacfaes 
tournent  leur  concayit^  du  mdne  c6te,  est  ie  rebroms- 
sementde  la  sec^nde  esp^ce. 

Ces  points  n^ont  qu*tme  seule  tangente  ,  mais  qa'on 
doit  regarder  comme  double ,  ainsi  que  celle^ii  point  Ei 
^00«     fig  du    pricMcttts  et  ils  se  distinguent  des 
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autres  points  mBltiples  parlamarche  que  tientla  courbe 
avaat  et  apres^  ir^gard  de  sa  tangente,  et  qu'on  peut 

reconnaitre  par  le  Mgne  du  coafficieut  ^  (  ^4)  >  ^ 

prenant  successiYement  pour  x  de^  Valeurs,  Fune  plus 
grande  et  Tautrtt  plus  petite  que  Tabscisse  qui  corres- 
pond  aupoint  multiple  qu'on  se  propose  d^examiner. 

83.  Toutce  qui  pr^ckle  peut  etre  reduit  k  cette  r^gla 
anssi  simple  que  sdre  :on  obtiendra  gSneralement  1'indir' 
cation  de  Pabscisse  d  laquelle  repond  un  point  singulier, 
en  cherchantdans  quels  cas  les  coefficiem  differentiels ,  d 
partird*un  ordire  quelconquey  deyiehnent  nuls  ou  infinis 
ou^:  Von  assignera  l'espice  du^point,  i**.  enexaminant 
combien  il  passe  de  branches  de  la  courbe  d  ce  point , 
et  si  elles  s'etendent  ou  non  en-degd  et  au-deld  ;  a^.  en 
diterminant  la  position  de  leur  tangente  ;  3*.  le  sens 
dans  lequel  elles  toument  leur  concavite  ou  leur  con^ 
vexiti, 

84.  On  rencontre  dans  IsLfamille  de  courbes  repre^ 
sentees  par  Vequation  tres-simple  , 

jr=6  +  c  (x— a)»*, 
deB  ex^aples  de.  presque  toutes  lea  particularites  indi*- 
qaeesprecMeiDment ;  et  leur  discusaioii  est  biea  propna' 
a  ^kircir  la  r^e  ci-ilessas. 
L*expression 

j^r=m(m— O  (m  — n+  i)c(x— a)*-"^ 

lorsqn*on  y  fait  x^a,  s^^yinouissa^t'  poiir  totts  le^ 
casoifk  m ^  n ,  et  devenant  infinie  dans ceux  o& m<^n , 
il  en  resuhe  que  l*abseis8e  a  repond  k  m  point  singulier. 

L*expo8aiit  mpeut  etre  poskif  on  negaftif ,  plusgrand 
on  moindre  qne  rutijti  :  )e  le  supposerai  d'abord  po^ 
ntifet>i. 

est  un  noaibcr  pair,  ou  fractionnaire ,  mais  de 
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immerateur  pair ,  on  tronve ,  i\  soit  qu'on  prenne 
ar  <  a  ou  J7  >  a ,  la  meme  valeur  pour  y  la  courbe 
«'etend  donc  sur  les  abscisses  qui  precedent  et  qui  sui- 
yent  a,  et  il  ne  passe  qu'une  seule  brancbe  par  le  point 
qu*on  examine.. 
la'.  Par  Texpression 

qui  s'evanouit  quand  x=a ,  on  voit  que  la  tangente 
a  ce  point ,  est  parallele  a  Taxe  des  abscisses. 

3®.  Si  on  fait  alternativement  a7-<a  et  a:>o  dans 
la  valeur  d& 

= 771  (m  — 1)  c  (o; — a)"^, 

ttt  qu'on  observe  que  ,  d^apres  rhypotbese  etablie  , 
Fexposant  m — a  est  encore  un  nombre  pair  ou  un  nom- 
bre  fractionnaire  de  numerateur  pair    on  reconnaitra 
que  ce  coefficient  difFerentiel  conserve  le  meme  signe 
dans  les  deux  cas ,  comme  rordonnee  y  ,  et  que  par- 
consequent  la  courbe  tourne  sa  concavite  du  meme  c6te 
•^vant  et  apr^  lepoint  qu*on  examine.  Son  cours  aupres 
Fic.  i4;jde  ce  point  ,.est  donc  un  de  ceux  que  represente  la  fi- 
gure  14  ;  le  premier ,  si  c  est  n^gatif ,  et  le  second  dand 
le  cas  contraire. 
Sirexposantmest  jin  nombre  impair,  ou  fraction^aire, 
■  'inais  dont  lc  numerateur  et  le  d^nominateur  soient  totis 
deux  impairs Tordonnee  pour  cbaque  absci^se  n*^ 
qu'ane  seule  valeut ;  et  en  prenant  x^^a  et  x  ]>  a,  on 
trouve  pour    deux  valeurs  reelles  :  la  courbe  8'etendra 
«ncore  avant  et  apr^s  le  ppint  qu'on,  examine,  et  il  ne  pas 
.«era  qu  une  branche  a  cepoipt;  La  tarigente  est  touJouM 
parallele  a  la  iigne  des  abscisses ;  mais  Texposant  m —  2 
^tant  alors  ou  un  nombre  idxpjair  ou  fractionnadrQ  de 
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numiratenr  et  de  d^noiniiiateur  impairs  ^  le  coelEcient 

2^  changera  de  signe  Iorsqn'on  y  f era  x  «<  a  et  x >  a ; 

ia  conrbe  ne  tonmera  parcons^quent  pas  sa  concayite 
du  m€me  c6te  ayant  et  apr^s  le  point  qu'o|i  examine  :  ce 
point  sera  donc  une  inflexion  comme  dans  la  fig.  i5.  ''^* 

Enfin ,  si  Texposant  m  est  un  nombre  fractionnaire 
dont  le  d^nominateur  soit  pair,  la  quantit^  (x  —  a)"* 
etant  alors  susceptible  des  signes  db  ,  Tordonn^e  a 
pour  chaque  abscisse  deux  valeurs  reeUes  quandx^a^ 
et  imaginaires  quand  x^a\  il  passe  dbnc  deux 
branches  de  cpurbe  par  le  point  qu'on  examine ;  mais 
qui  ne  8'etendent  que  d'un  c6te.  Leur  tangente  est 
encore  parallele  a  Taxe  des  abscisses.  Le  coefficient 

a  denx  yaleurs  de  signes  differens ,  tandis  que 

celles  de  rordonnee  sont  de  m^me  signe.  II  suit  de  1% 
qa'une  des  branches  tourne  sa  concayite  ycrs  Vaxe  des 
abscisses ,  et  Vautre  sa  conyexit4  ,  ainsi  que  le  montre 
la  Ggure  16  ,  ce  qui  produit  un  rebroussement  de  la  vt«.  16. 
premiere  esp^ce. 

3**.  Si  Texposant  m-^i ,  comme  on  aurait  alors 


dy   /mc 


la  yaleur  x  =  arendrait  ce  coefficient  dilFerentiel  infini ; 
la  droite  quitouche  Ik  courbe  au  point  ou  a:=a,  serait 
perpendiculaire  k  Taxe  desabscisses.  On  trouyerait,  par 
des  considerations  semblables  aux  pr^cedentes,  que  le 
point  C  est  une  limite  de  la  courbe  suiyant  Taxe  des 
abscisses ,  lorsque  m  est  une  fraction  dont  le  numera- 
teur  est  impair,  et  le  denominateur  pair ;  que  ce  point 
€8t  un  rebroussement  lorsque  le  numirateur  estpair 


Digitized  by  Google 


lo8  TEAITE  ELEMENTAIRE 

enfin  une  inflexion  lorsque  le  numerateur  et  le  denomi- 

natenr  sont  tous  deux  impairs 

L*ordonneey  deyiendrait  inBnie>  et  se  changerait  en 
asymptote  >  si  Texposant  m  itait  negatif . 

85.  La  courbe  repreienteie  par  Tequation 

offre  un  exemple  du  rebroussement  de  la  seconde  es- 
pice  (8a).  Dans  cette  courbe , 

Four  savoir  si  elle  a  quelque  point  singulier»  il  faut 
chercher  si  quelqu*un  des  coei&ciens  differentiels  de  la 
fonction  y  ne  devieht  pas  nul  ou  infini.  On  obtient 
d*aboKl 

dy         ^5  \        dV        .  5  5  i 
dx  a     '       dr  a  a 

le  premier  de  ces  r^sultats  s^evanouit  quand  oc=o^  le  se- 
cond  se  i^Muit  a  et  Ton  yoit  ensuite  quele  troisieme 
coeificient  differentiel^ 

dar        a  a  »  ' 

devient  inEni  dans  ce  cas :  le  point  corre8pondantacc=o, 
est  donc  un  point  singulier^  H  est  d*abord  evident  que 
ce  point  est  nne  limite  de  la  courbe  qui  ne  s*etend  pas 


Mg.  17  (*)  ^  rebrousscmciil  de  la  Gg.  i^.pourrait  \x  la  riguenr  <tre  pri* 
e(  18.  poQr  OD  maximum ,  tt  celui  de  la  fig.  18  poor  un  minimum* 
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s 


,du  c6te  des  abscisses  nigatiyes,  puisque  le  terme  x"^ 
deyient  alors  imaginaire.  Les  valeurs  du  coeificient 

sont  toutes  deux  positives  quand  x  est  tres-petit 

et  de  m§me  signe  que  celles  de  y  \  les  deux  branches 
de  la  courbe  toument  donc  en  mime  temps  leur  con^ 
yexit^  yers  Taxe  des  abscisses  AB ,  Jig.  i3  :  elles  seFzo.  i3. 
touchent  au  point  A ,  car  elles  j  ont  pour  tangente 

commune  Faxe  AB ^  puisqu'ace point  ^=0.  H  r6- 

sulte  de  Tensemble  de  ces  caract^res  que  la  forme  de 
la  courbe  en  ce  point  est  telle  que  la  represente  la 
figure. 

Les.  exemples  pr^cMens  ne  se  rapportant  qu*i  des 
points  singuliers  oules  brancbes  de  la  courbe  se  touchent^ 
ne  donnent  lieu  qu'a  une  seule  tangente;  la  courbe  cor- 
respondante  aV^quation  ay  =  a'x* —  du  n**  5fl  pre- 
senterait  au  point  oii  x  =^  o,  deux  branches  qui  se  cou- 
pent  en  deux  tangentes  \  mais  )e  ne  m*arreterai  point  a 
cet  exemple  ,  parceque  plus  loin  )'en  deyelopperai  un 
autre  qni  offrira  la  mime  drconstance. 

86.  Les  courbes  sont  accompagnees  quelquefois  do 
points  isoles  qui  ont  le  caractere  des  points  multiples;  mais 

on  les  en  distingue  >  parceque  le  ooefEcient  differentiel 

prendpour  les  premiers  une  yaleiir  imaginaire. 

Soit  Tequation 

oy*  —  x' -f- i«*=  o  , 

d'ou  Ton  tire 
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Le  coefEdent  difFerentieldevient  l  lorsque  x=eo;  mais 
on  peut  en  avoir  la  vraie  valeur  eh  supprimant  le 
facteur  x ,  commun  aux  deux  termes  de  la  fraction  : 
on  obtient 

d^         5r — ab 

dx~ay/a(ar  — i)  ' 

faisant  alors  x  =  o ,  il  en  resulte 

dy   afr 

expression  imaginaire. 

Dans  lam^me  hypothese,  Tequation  propos^e  donne 
yt=o;  mais  cette  ordonnee^  qui  est  imaginaire  lorsque 
X  estnegatif ,  redevientencore  telle  jusqu*ace  quex=i; 
viG.  »o.ainsi  le  point  A  yfig-  ao ,  quoique  compris  dans  Tequa- 
tion  de  la  courbe  ^  en  est  absolument  d^tache. 

Les  points  de  cette  esp^ce  se  nomment  poirtts  con- 
jugu^s;  ils  resultent  de  ce  qu'une  portion  {inie  de  la 
courbe  proposee  s'evanouit  par  la  determination  parti-- 
culi^re  de  quelque  constante  de  son  equation.  La  courbo 
representee  par  l'equation 

ay»  —     +  (A — c)  a:*  +  ftcjr=ro. 
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ffoi  donne 

y^^Y/^ x{x—b)  {x+c)  ^ 

effre  un  exemple  de  ces  changemens.  £lle  a  d'abord 
le  coursrepresente  densla Jig,  ig;  la  8uppo8itiondec=o 
T^duit  la  partie  AF  axx  seul  point  A^fig-  ao,  comme'i6- 
on  Ta  vu  ci-dessus  :  elle  prend  la  fig.      lorsque  b=o ,  et  aa?* 
sans  que  c  s^evanouisse,  et  la  Jig.  222^  si  Von  fait  en 
nifime  temps  6=0,  c=o. 

Les  courbes  ont  aussi  quelquefois  des  points  singuliers 
qui  ne  sontpas  yisibles  :  ce  sontceux  qui  r^sultent  d'ua 
nombre  pair  d'inflexions  qui  se  reunissent  en  une  seule, 
(  Voyez  pour  ces  pojnts  et  pour  ceux  de  serpentement 
dont  ils  d^riyent ,  le  Tr^ite  du  Calcul  differentiel  et  du. 
Cakulint^gral).  (*) 

Exemple  de  Vanalyse  d^une  courbe* 

87.  On  diyise  les  lignes  en  differens  qrdres  d^apres 
le  degr^  de  leur  equation.  Laligne  droite  forme  le  pre- 
niier  ordre,  parcequ'elle  represente  Tequation  gen6- 
rale  dn  premier  degr^  i  deux  ind^terminees.  Les  lignes 
du  second  ou  du  troisi^me  ordre  sont  celles  dont  les 
^quations  montent  au  second  ou  aii  troisi^me  degr^ ,  et 
^si  des  autres.  Newton  considerant  que  le  premier 
ordre  ne  renfermait  que  la  ligne  droite  et  que  les  courbes 


(*)  En  qalttaiit  ce  •Q)et,  je  ferai  obseirer  qne  la  marclie  snWf 
4aiis  ce  qoi  prifeide ,  poar  d^termmer  les  points  singuliers  des  ! 
coarfaes ,  d^li  tno^  dans  le  premier  Tolnme  du  Traiti  du  Cal- 
&al  difer^ntiel  «I  du  Caleul  integral ,  et  la  r^e  du  n«  83  ,  qni 
se  troiivedaiis  la  pvenuire  ^tion  dt  cct  abr^g^,  paraissent  ne  rion 
laissef  k  deairer. 
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De  commen^aient  a  ae  montrer  que  dans  le  Becond  ; 

diyisa  ces  derni^res  en  genres ,  et  nomma  courbes  du 

premier  genre  les  lignes  du  second  ordre ,  courbes  du 

deuxi^me  genre  celles  du  troisieme  ordre  ,  et  ainsi  d« 

cuite. 

Les  lignes  d*un  mdme  ordre  se  subdivisent  en  especes 
par  la  consid^ration  des  principales  circonstances  de 
leur  cours. 

S'il  ^tait  possible  de  resoudre  les  ^quations  de  tous 
les  degr^s ,  rien  ne  serait  plus  facile  que  de  suivre  le 
cours  de  la  courbe  represent^e  par  une  6quation  alge- 
brique  quelconque.  En  effet,  supposons  que  cette  equa<^ 
tion  etant  resolue  par  rapport  a  Tune  des  indetermi- 
n^es  qu'ell9  renferme,^,  par  exemple,  foumisse  les 
differentes  racines  X',  X*,  X',  ^c.  qui  seront  n^ces- 
sairement  des  fonctions  de  x  et  de  constantes ;  la  ques* 
tion  se  reduira  i  examiner  en  particulier  le  cours  de 
chacime  des  lignes  produites  par  les  equations. 

lorsqu'on  donne  a  x  toutes  les  valeurs  tant  positiyes  que 
negatives ,  que  peuvent  admettre  les  fonctions  X\  X^, 
X''  f  etc.  sans  cesser  d*etre  reelles.  Ces  lignes  seront 
autantde  branches  de  la  courbe  qui  represente  Te- 
quation  proposee, 

L'etendue  de  chaque  branche  sera  determinee  par 
celle  que  comprennent  les  diverses  solutions  dont  est 
susceptible  Tequation  qu*elle  represente  en  particulier, 
Si  parmi  les  quantites  X\  X',  X*^,  etc.  il  s'en  trouve 
qui  deviennent  infinies,  ou  dans  lesquelles  on  puisse 
supposer  x  infini ,  il  en  naitra  des  branches  dont  le  conrs 
sera  infini,  puisqu^elles  pourront  s*eIoigner  indefiniment 
de  Tun  des  axes  ou  de  tous  les  deux  a-Ia-fois. 
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iJne  brancfae  ne  s^arr^te  que  parceque  rexpressibu 
de  son  ordonnee  devient  iinaginaire ,  mais  le  cours  de  la 
coiirbe'proposee  n*e»t  pas  interrompu  pour  cela ;  il  ar- 
riye  seulement  alors  que  deux  branches  «e  r^unisseht 
et  se  contintient  r^proquement.  On  s'en  conyaixlGra  en 
observant  qne  les  yaleurs  imaginaires  de  y  sont  n^ces- 
sairement  en  nombre  pair^  et  que  celles  d'un  meme 
coupU  ont  ^te  r^elles  et-  igates  ayant  de  deyenir  ima^ 
ginaires.  £n  efFet ,  T^ation  propos^e  pouvant  tou-^ 
)ours  se  deeomposer  en  facteurs  reels  du  premier  et  du 
second  degrje,*  si  on  represente  par  j^* — flPy  +  ^ = o  ua 
de  cea  derniers^  on  verra  que  ses  racines^  P  ifc  \/P'^ —  Q , 
ne  deyiennent  imaginaires  qu*a  cause  que  Q  devient 
plus  grand  que  P^ ,  de  moindre  qu'il  ^tait  d'abord ,  et 
qu'il  y  a  parcons^quent  un  point  oi^  les  fonctions  de  x 
que  d^signent  les  lettres  P  et  Q ,  sont  telles  qu*on  a 
P*  Q ,  ce  qui  an^antit  la  quant^t^  radicaJe ,  et  donno 
pour  y  deux  valeurs  ^gales. 

Si  plusieurs  brancbes  se  coupent  dans  un  point ,  il 
arrivera  aussi  qu  un  pareil  nombre  de  valeurs  de  y  de- 
viendront  ^gales. 

88.  Soit  l'equation. 

^ — gSay  +  iooa*a:*  —  X*  =  o. 

Cette  6quation  r^soluble,  soit  par  rapportij^,  soit 
par  rapport  ax ,  donne  dans  le  pfemier  cas        -  / 

y=±iV^  48  rf*  ±:  V^f^o4fl*  —  iooa*a-  -f.  x*. 

En  discutant  cbacune  des  valeurs  de  y ,  comme  on  Ta 
fait  k  l'^gard  de  celles  de  Tequation  gin^rale  du  second 
degr^  a  deux  indetermin^es  (  Trig.  107  et  suiv. ) ,  on 
pourrait  decouvrir  T^tendue  et  les  limites  des  branches 

Calc.  diff:  H  ' 
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dont  ]a  coiirbe  propos^s  8«  Uime ,  ditemiMr  les  pointi 
oii  elles  reacontrent  I09  axea  (  Trig,  81  )  ^  o4  dles  se 
coupent  ou  se  r^ttnieseiit ;  mais  rapplicatioii  du  Calcul 
diff^rentiel  abregera  beaucoup  ces  rechercbes,  et  anra 
Tavantage  de  monbrer-comnfetiili  eUes  peuyfurt  8'effectuer 
lors  mdme  que  reqiiatioQ  de  la  courbe  propos^  est 
d'un  degr(&  tnip  tiieri  pour  qii  on  jiuitee  obtenir  Tex^s- 
^ioii  gbaikate  de  rune  des  tambles  par  |e  moy^n  de 
i'autre. 

8g.  Pour  diterminer  tes  Iinutes  de  U  courbe  dans 
le  sens  des  ordonn^es-,  bu  decouvrir  si  est  susceptible 
de  macdmum  oude  minimum,  on  eaoumnera  daka  ^ei 
cas  le  coefficient  diff^rentiel. 

dj^  — 5oc^x 

devient  lAiI ;  on  aura 

—  5o(^x  =  o, 

* 

d*oi  x  =  o,  x=±5a|/2. 

La  premi^re  yaleur  de  x ,  substituie  daai  T^cpiation 
proposee^  donne 

y  =  o  ety=±4^y^6 

Les  deux  valeurs  dey ,  ^gales  a  di  4^      ,  donnent 
pie.  23.  le$'  points  D  et  1/  ^  Jig.  d3 ,  situ^s  Tun  au-dessus  de 
Taxe  des  abscisses ,  Vautre  au-dessous ,  et  qui  sont  de 
T^ritables  moxuita.  Ons^enconvaincrait^  soit  en  cher'* 

chant  ce  qua  devient  aknrs       ;  soit  en  v6rifiant  par 

rexpression  de  ,  si  les  Taleurs  des  ordonn^es  qui  pr£- 
cedent  et  qui  suivent  imniMiatement;  sonttoutes  deux 
plus  petites  que  ^a  V^S. 
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QO*  Le  cpncours  des  deux  yaleurs  x  =  q  ,  eVjf  =:  o , 


indique  le  point  j4,  et  rend  en  meme  temps  ^  = 

Pour  savoir  ce  que  signifie  cette  demierc  expression  qui 
caracterise  en  geniral  un  poirit  multiple ,  il  faudrait  re- 
courir  au.procede  du  ;  mais  on  peut  y  parvenir 

en  cherchant  le  coefRcient  differentiel  du  second  ordre. 
Pour  cela ,  f  observe  que  la  difiPerentielle  premiere  do 
rcquation  propos^e  est 

•  (y—4S(fy)  dy  +  ( 6ocf jr:  —  or^)  dx= o , 

e^  la  diiFerentielle  seconde 

( 5oa*— 3x»)  dr*  )  ~  ' 

ct  que ,  dans  le  cas  ou  x  et  ^  8'eyanouissent ,  celle-ci 
«e  reduit  a 

—  48a%»  +  5oa*da:?  =  o , 
que  parconsiquent  elie  donne ,  pour  ce  cas  seulement , 
!es  raleurs  du  coefficient^,  qu'pn  ne  peut  alors  tirer 
de  U  djfferentieUe  premiere  :  pn  a  en  eiFet 

^  =  ±:  l/i?  =  -H 1  i/" 
dr  ^   ♦  ^ 

II  «uit  de  ce«  valeurs  que  la  courbe  a  au  point  j4  deux 
tangentes ,  qui  font ,  avec  Taxedes  abscisses ,  des  angles 
dont  les  tang^jptes  trijgoppjnelxir^es  spnt  respectiyemeiU 

H  a 
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qu'il  est  parconsequept  aisi  de  constnure  (^)^' 

H  re^te  a  examiner  les  racinea 

Enles  substittkantdans  Tequationpropos^c^  ellesrendent 
y  iniaginaire,  et  ne  donnent  parConsequent  ni  maxi-^ 
mum  ni  minimtim, 

31 .  Pour  obtenir  les  limites  de  la  courbe  dans  le  sens 
des  abscisses  ^  ou  ce  qui  revient  ati  meme ,  les  jnaxima 
et  les  Tfiinima  de  x  (80)  ^  on  egalera  a  o  le  d^nominateur 

de  la  f raction  qui  exprime  ^ ,  ce  qui  f oumira  Tequa- 

tiony  — 48a^  =  o,d'ou^  =  o  etj^  =  ±:  ^/48?".  La 
premiere  valeur  donne  looa^a^  —  a7*=o,  et  Ton  en 
conclut  x  =  o,  x=±:ioa,  La racine  x = o  indique 
encore  le  point  multiple  plac^  a  Torigine  A ,  mais  les 
deux  autres  repondent  aux  points  /  et  ou  la  courbe 
rencontre  Taxe  des  abscisses  ABy  et  qnr  n'ayaient  pas 
encore  ete  remarqu^s. 

Les  deux  demi^res  valeursy = zb  )/4Sa*= ±  4^  {/5 
^bnduisent  a  x  =  ±:  Ga ,  et  x  =  dz  8a  :  Tun  de  ces  r^ 
«ultats  fait  connaitre  le  point  Fet  ses  aAalognes ,  rautre 
donne  Uet  ses  analogues.  On  observera  qu'aux  points  F 
et  /  Tabscisse  est  un  maxirAum,  et  qu*elle  est  un  mini^ 


(*)  OnparTicQdraen  g^^ral ,  coftmia  ci-dewus,  k  iroaTer  la.yraie 

TiJenr  de       danf  le  caa  ou  il  derient- ,  en  examinant  lec  dif- 
ax  o 

fd^mtienes  succenires  de  IVquation  propos^,  et  en  desccndant 

juBqa'ii  1'ordre  dont  rezpofuit  eit  cgal  au  nQmbrt  de  TaJeart  qa€ 

,  .  ,  dy 
«oit  atoir  j^. 
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mum  au  point  puisque  dans  le  premier  cas  la  opurbe 
tbume  aa  concavite  vers  Taxe  JIC  des  ordoim^es,  au- 
quel  elle  pr^sente  aa  convexit^  dans  le  se^ondi 

ga.  Pour  achever  de  determiner  les  principales  cir- 
constanqes  de  ta  courbe  propos^e,  il  reste  k  trour- 
yer  la  nature  de  ses  brancfaes  ixifinies  et  ses  points  d'in- 
flexibn^  car  connaissant  ses  diVers  poihts  multiples,  on 
sait  deja  qu*elle  n'a  aucun  rebroussement  :  je  com- 
mencerai  par  m*occuper  desbranches  infinies.  On  peut 
facilement  s*a88urer  qoe  deuxdes  valeursde^  rappor- 
tees  dans  le  n*  88,  deviennent  inGnies  en  meme  temt 
que  x;  raaissans  recourir  4  ces.yaleurs  ,  si  Ton  fait 
yzstXj  I'equation  propos^e  se  divise  par  ai*  etdevient 

d*bill  Ton  tire 

rSsuIlat  qui  donne  01=  ±:  infini,  Ibrsque  t=i;  et 
alors  y=s:x^ 

On  aura  ensm*te  (71 J 

d^  48gy— ^  +  5ofl*J^ 

•  ■y^^jb  f—4it^  " 

Ces  expresiions  qui  ^  lordqa*oii  j  met  pour  x^  sa  valeur^ 
ae  rMuisent  a 

ScM^a^  ~  '  -  ■  48ay  —  5og*J^ 

H3t 
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diiiiifliifeiit  san^  ce^e  a  mesure  que  x  ety  augmentent, 
et  n'ont  que  zero  pbur  limite ,  lorsqu'on  y  suppose 
y=x.On  voit  par  la  (73)  que  la  courbe  proposee  sr 
pour  asymptotes  deux  droites  men^es  par  rori^e  A\. 

et  cdmnie  re^qpression  de  ^  a  pour  liniite  rUtiiti ,  9 

s'ensuit  que  ces  asymptotes  fontun  angle  de  o*i,5  av^c 
Taxe  ^es  ^scisses.  On  iie  les  a  goint  menees,  pour  ne 
pas  tfop  cbmpliquer  la  ilgure. 

.  93.  Jepasse  maihtenahta  larecherclie  dek  inflexioiis. 
Ona 

cette  expression  deyient  f ,  lorsque^  et  xsontnuls^cai 

dans  lequel  ^  trouver savraie valeur ,  il 

faudra  chercher  la  diff^feritielle  troisi^me  de  Tdquation 
groposee.  Faisant  dana  le  resultaf  o;  et^  ^gauxa  ziro^ 
dh  iifa  seulement  —  '\^i^^y  ^  —  o  /ce  ^  3onne 

=  o ,  et  prouve  que  le  point  A  est  en  effet  un  point 

d*inflexion. 

Pour  voir  sila  courbe  pfopos^  in  a  encdre-d^utres, 
il  faut  egaler  le  numerateur  de  j^a  zero,  et  il  vicn- 
dra  requation  '  . 

inettant*poun^^  valear^  et.faisttit  diaparaitre  !• 
denoininat^,.OT'attra        *     ^      -  ^ 
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on  peat  doimer  &  cette  eqpiation  la  fbnne  sulTante  : 

jf»(y»— 48a*y  (Sa^— 5ofl») 
—  a:»<a*— 5od*)*  (Sy*  — 48a»)=:o. 

Si  maint^iiai^  oa  oh^en^  r^qualipn  proposie 
revient  elle-m6me  a  celle-ci , 

(^— 48a*)*— (a:*  —  Scxfy  +  igBo*  =  o  i 

^^t^qjtt^n  pmuie  la  ytinar  jiB:(y  —  48«^)^,  poar  la 
tulMtitver  daas  Ja  pi^edente  ,  on  ^ouiraca  t^irds  iei 
rMadtioiiB 

(x*  — 5oa*)»(ii5y*  — fl^r^J 

oetfee  'dettni^re  combinte  aiirec  la  proporae ,  iiiirvira.a 
detcrciniaer  \e»  abaciases  at  les  oTdooaeeB  du  >point  d'in« 
fleedop  iiC  et  de  aee  analogai»  dans  ies  fi^tret  .brancfaeB ; 
on  V  turem  facilem^nt  la  «alenr  de  y ,  .-et  «eo  \$v^ 
etitaflat  ^aoe  Tiigaati^nde^apcourjie  j»rojpo^.^  ^ 
un  r^sultat  qui  ne  contiendra  plua  qae  x. 

En  (aisant  iniini^  ou  en  ^galant  k  zito  son  deno* 
nunataariy^ — 41^^  9  on«trouwra 

cea  valeura  n^appr^nnsnt..  i^en  .  de  .npiqr^.;  ^ellai 
appartiennent  au  point  ^  qui  a  d^ja  <&te  remarqu^, 
et>aiat  pOints>F       ctl/^squiinB  Mat  pasideeipdkita 

H  4 
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d*inSexion  ,  mais  seuleraent  des  limites  de  la  courbe 
dans  le  sens  de  ses  abscisses. 

En  rapprochant  tout  ce  qui  .precede ,  on  voit  que  la 
fornie  de  la  courbe  proposee  est  successivement  deter- 
minee  par  les  circonstances  qii^offrent  lespoints  A^D^ 
i ,  H ,  K  etUs  branches  infinies  X  et  X\ 

Des  courbds  osculatnces. 

94.  C*est  en  .rapportant^une  .courbe  a  sa  laijgente 
qu'on  ^  appris  la  mani^re  de  determiner  les  diverses 
circonstances  de  son  cours.  Jbiea  geom^tres  ne  «^.sont 
point  bomee  a  compar^r  ainsi  les  courbes  a  des.  .ligiiea 
droites  dont  elles  8*^Ioignent  bientdt ,  mais  ik  ^  atet 
propose  de  trouver  parmi  des  courbes  simples  comme 
la  parabole ,  le  cercle ,  etc.  celles  qui ,  dans  un  petit 
espace ,  8'approchent  le  plus  d*]ime  courbe  quelconque. 

\  La  taiigezite  d  une  cokrbe  6tant  la  limite  de  toutes 
les  droites  qui  rencontrfent  cette  courbe  en  deux  points, 

•  on  peuf^ar  ^alogie  chercher  en  geniral  parmi  toutes 
les  lignes'd'ttne  esp^ce  donisee,  la  limite  d^  celle^  qui 
coupehttla 'courbe  prdpbs^e  en  im  nombre  donn^  de 
points. 

On  sait ,  paf  excmple^  .qu*il  faut  trois  points  pour 
dcterminer  im  cercle on  peut  supposer  que  ces  trois 
points  soient  pris  sur  la  coiirbe  propos^e  ,  et  cheicher 
a  quel  cercle  en  particulier  Ton  aiTivera,  si  les  troii 
points  viennent  a  comdder.  Ce  cercle ,  qui  se  nomme 
le  cercle  o^culaieur,  sera  la  limite  de  tous  les  autres, 
comme  la  tangente  est  celle  de  toutes  les  s^cantes. 

f  Celle^  se  ditemune  p^  les  deiix  constaptes  qui 


Digitized  by  Google 


DS  CALGUL  DIFF^RENTIEL.  ISt 
cntirent  dans  son  equation  (  Trig.  83 ) ,  et  le  cercle 
par  les  trois  constantes  qui  expriment  Tabscisse  et  Tor- 
donn^e  de  son  centre  et  la  grandeur  de  son  rayon 
(TV^.go). 

H  est  visible  que  loraque  deux  courbes  qnelconqnes 
D  X  y  E  Y,  ont  trois  points  communs  M,  M',  M", 
Jig.  a4>  cU^s       nece&sairement  trois  ordonn^es  com-  fig.  34- 
munes ,  ou  ce  qui  est  la  meme  chose  ^  il  y  a  deux  c6tes 
du  polygone  MM^M"  etc.  Jig.  a ,  qui  sont  incrits  fic  a. 
en  meme  temps  a  chacune  de  ces  courbes ,  et  les  lignes 
PM,  M'Q  et  M^N"  (  Ga)  ont  la  mdme  valeur  dans 
Tune  etl'atttre.  En  d^ignant  donc  toujours  par  x,y^ 
lea  coordonnees  particulieres  au  point  M  dansla  courbe 
propos^e  DXy  Jig-Si^»  «tp^^>       celles  d*unpoint'i<s-24- 
quelconque  de  la  seconde  couAe  £V,  on  aura  par  le 
n**  6a ,  pour  les  points  M,  M%  M" , 

+etc.=:^fc  +etc.  f    )^.^etc.==-^  +etc. 

en  supposant  qu*on  ait  cbang^  j/  en  x,  dans  les  expres- 
dy"  d*y^ 

sionsdey,  ^,^^,  etc.  tirees  de  lequation  de  la 

courbe  EY,  Maintenant  si  on  passe  k  la  limite  par  la 
supposition  de  A  =  o ,  les  trois  intersections  se  r^uliiront 
en  un  seul  yoipt  de  ,contact ,  pour  lequel  on  trouvera 
*  les  conditions 

'  ■   '    ■ '    ■'  '  '  4/         ■  ■ 
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Si  la  courbe  £  K  est  le  cercle  repr^enti  par  Ti-» 

quation 

(x'-.)»+(/-|8y=>»(T%.  90), 

6n  la  diffi6re'ntknt  d^fnU  consictitives ,  ilea  riavltera 

dv' 


et  il  fimdra  qa'en  diaageaBt  s/  eax,  dans  tks  ^qaatioaa» 
elles  donnent  pour^ ,  ^  et  les  m^mes  yahurs  qne 
celles  de  >a  oovijie  proposee ,  ou  iMaa  qti*^es  «oient  s»- 
tisfaites  lorsqn'on  y  sobstitnera  x,  y,  -j^'  E» 
faisant  cette  derni^e  substitation,  elles  deriendront 

(X—)  +-(iy-^)-a^-=o 

oiaif  comme  lea  quantit^s  d^riyees  de  la  courbepropoeie 
sont  determinees  puisqu*clle8  appartiennezit  A  un  point 
particulier  il  faudra  que  les  quantit^s  jS  et  ^  re- 
(oivent  dea  yaleuils  proprea  4  Virifier  lea  ^quationa 
ci«-dea8ua. 

En  determinant  pat  lea  deta  demiirea  ^qnationa  Iis» 
yaleura  de  1—  /8  et  de  a:  —  «  /  j^our  lea  aubatitaer  dans 
la  premi^re^  on  trouyera 
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^     ~      d^y  " 

95.  Le  cerde  dont  ]e  vieBs  de  determmer  la  gran- 
deur  et  la  poekiaB  varie  pour  ehaque  point  de  la  courbe , 
puisque  les  qvantit^s  et,  |S  et^,  qui  le  ficterident » 
aont  des  fonctions  de  x  et  de  II  ]ouit  de  propri^tes 
remarquables ,  qu'bn  peut  debouvrir  soit  par  des  con- 
flid^ations  geoni(^briques^  toit  par  des  consid^ations  ana-' 
Ijrtiqu^.  Je  commencerai  par  exposer  les  premieres. 

Soit  MM^JMf^M'  etcfg.  fl5,  le  polygone  inscrit  a  "«'^- 
la  courbe  projto^.  cercle  qui  pacibe  par  les  trois 
points  M ,  M',  Af  *,  a  son  bentre plac^ ^Vintersectiondes 
droites  NO  et  iV'C/  ,  perfjfendtculaites  sur  le  milieti  des 
droites  MM'  et  M^M".  Si  Von  combiile  avec  let  points 
M'  et  M"  un  quatri^e  point  M^^  Oti  det^rminera  por 
ces  trbis  points  un  nouyeau  cercle  dont  le  c^tttne  aerfi 
cn  <y,  d  rintersection  des  droites  N^Cf  ^K'0\  res- 
pectivement  perpendiculaires  sur  le  milieu  des  cdtit 
M^M"  et  M^M".  En  concevant  que  la  mSme  opera- 
tion  soit  continuee  dans  toute  F^tendue  du  pc^ygone 
MM'M"M^  etc.  les  centres  de  tous  les  cercles ,  que 
ron  considerera  Bt(CC?esfsivra»eirt ,  fonncrbtitilB  polygotae 
OCO^OT  etc.  tel  que  tdus  ses  c6tes  pr6Ibiig^B  i^licon- 
treront  a  angle  droit  ceux  du  premier. 

Lorsqu*on  passe  anx  liniites^  c^est-a-dire  lorsqu^on 
sobstitueles  <iourbes  aux  potygones ,  lespoints  My  M\ 
iir,  venant  acomcider,  ladrbiteiVOdeyient  normale  ila 
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courbe  qui  est  la  limite  du  polygone  MM'M*'M^  etc^ 
et  tangente  a  celle  qui  est  la  limite  du  polygone- 
OCCOT  etc.  et  le  ccrcle  qui  passe  par  les  trois  points- 
MM'M"  devient  le  cercle  osculateur.  Alors  a  la  fig.  aS 
•  il  .faut  substituer  la  figure  flG  ^  dans  laquelle  les  poly- 
gones  sont  remplac^s  par  les  courbes  DX  et  FZ ,  la; 
^  seconde  etant  le  lieu  de  tous  les  cercles  osculateurs 
de  la  premiere^  qui  ont  pour  rayon  latangente  itfO. 

gS.  Poui^  deduire  de  Tanalyse  les  proprietes  pr6ce- 
dentes ,  je  reprends  les  trois  ^quatioBS  du  94  \  et 
faisant  disparaitre  les  difFerentielles  qni  entrent  coiiuii« 
diviseurs  dans  les  deux  derni^res^  il  yient  ' 

(:r-ay  +  (j-^y  =  y  (1) 

(x—*)dr +  0^—18)^^  =  0  (a) 

dr*  +  dy »  +  (^  —  jS  )  d*j^  =  o  (3)  . 

i^.  La  seconde  donnant 

^-^=--|(— >• 

est  (  67  )  celle  de  la  normale  menee  du  point  dont  Tea 
coordohnees  sont  «t  et  /3^  c*e6t-*A-dire ,  du  point  O 
de  la  courbe  FZ  >  au  point  M  de  la  courbe  propo-* 
8^e  DX. 

a®.  En  diff^rentiant  les  deux  premi^res  ^quations  non 
seulemeht  par  rapport  kx^y  y  mais  enccre  par  rapport 
aux  quantites  fi,  et  en  tant  que  ces  demi^res 
sont  fonction  des  premi^res  (gS),  on  aura 

(x— €t)da;+(yr-^)dj^— (a>-^)di*— (y-H8)di3=>d> 

^  -f  dy  +       ^  )  d^— drtdjr— dj^yz^^o. 

Les  ^quations  (22)  et  (3)  rMoisent  celles^ci  k 

—  (x  — «)d*  — Qy— |8)dif=^d>  (4) 

i^drtdx— dj^y=o....  (5) 
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)a  dfimiere  donne  ^ s— -  ^  ^  expression  qui  chang* 
r^quation 

en  y— — ct). 

et  qoi  montre  parcons^ent  (67)  qne  lanormale  MO, 
lest  tangente  dont  les  coordonnees  ^nt  et  et  c*est^ 
4-dire  a  la  courbe  FZ. 

3**.  Si  on  ^limine  y-^P»  ^  f  entre  les  ^a-- 

tions  (1),  (fl),  (4)  et  (5),  on  aura 

ce  qui  donne  le  toefficient  d^irentiel  de  y ,  par  rap- 
port  a  la  yanable  or  (76)  cette  expreBsion  est  aussi  > 
celle  du  coei&cient  diflPerentiel  de  Varc  de  la  courbe 
dont  les  coordonn^s  sont  <t  et  jS;  et  il  r^sulte  de  cette 
Identite  que  le  rayon  du  cercle  osculateur  varie  par  les 
mlmes  differences  que  Tarc  de  la  courbe  FZ  (^22)  , 
propri^te  qui  mMte  la  plus  grande  attention. 

En  eiFet,  le  rayon  MOdn  cercle  osculateur  du  pdint 
Af  itant  tangent  a  la  courbe  FZ,  a  neces^airement 
la  meme  direction  que  celle  que  prendrait  un  fil  en-* 
yeloppe  autonr  de  la  conyeidte  de  cette  courbe ,  lors-> 
qu'en  le  deyeloppant  on  serait  parvenu  au  point  O. 
On  remarquera  qn*en  poursuivant  le  developpement  de 
O  en  O',  ce  fil  s*aIongerait  d*une  quantite  ^gale  a 
Tarc  00'  dp  la  courbe  FZ;  et  comme  par  ce  qui 
pr^Me,  la  difFerence  des  rayons  OM  et  OM'  est  aussi 
^gale  au  mdme  arc  OO' ,  il  s'ensuit  que  le  boutilf  du 
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encore  se  trouver  en  M'  «ur  la  courbe  propo- 
tee,  qu*il  na  paadu  quitterdansle  d^veloppement  ef- 
fectue  depuis  Tun  de  ces  points  jusqu*a  Tautre  :  on 
peut  donc  regarder  la  courbe  DX  comme  engendree 
par  le  developpement  de  la  courbe  EZ. 

Ce  proced^  a  une  grande  analogie  avec  la  descrip- 
tion  du  cercle ;  c*est  la  courbe  FZ  qui  fait  roffice  de 
centre,  et  le  rayon  AfO,  au  lieu  d*etre  constant,  va- 
rie  pour  chaque  ppint.  JLa  CQurbe  FZ  s*appelle  la  dd- 
yeloppeey  la  courbe/7X,  sa  4^yeloppanU,  et  le  rayon 
du  cercle  osculateur^  rayon  de  la  developp^  (*). 

En  general  le  cercle  osculateur  touche  et  coupe  la 
courbe ,  bomme  le  fai);  lartangente  a  un  pointd*inflexion 
(78).  Si  les  cercles  osculateur^  augmentent  de  rayon 
de  M  en  M\  il  est  visible  que  Tarc  MM'  de  la  courbe 
doit  se  -trouver  ^u-dessus  du  cercle  GH^  osculateur  au 
point  My  tandifi  que  la  portion  Jfi7  e^t  au-dessous.  De 
plus ,  corame  on  peut  toujours  concevoir  les  points  M 
et  M'  assez  ydbins  Vun  de  rautre,  ponr  que  U  diffe- 
rence  des  rayons  MO  et  M^C/  poix  4'une  petitesse 
doun^e,  et  que  si  pn  decrit,  av$c  un  rayon  Mo^^sM'Cy , 
le  cercle  G'M'H,V^c  WM'  9ev^ent\irem»nt  aunles- 
^ousy  on  reconnaitra  fadlemefit  qu*il  ne  peut  passer 
aucun  autre  cercle  ei^tre  la  pppE^^e  et  son  cercle  oscur 
iateur,  pui^que  tout  cercle  d*un  rayon  plus  petit  que 
MO  passe  en-deians  de  Tarc  GM^ff^  tandis  que  tout 
rerple  d*un  rayon  plus  grand.que  Mo,  se  trouye  au 
dehors  de  l*arp  <;;jlf^r'. 


mine  le  cexde  otcul&teur ,  qu'il  a  xeoiiM^Of;  fe  premier ,  ei  ello 
conduire  au8»i  aux  fnrmules  dn  no  precedent ;  ipais  cc  point  de  Tve, 
separantla  recherche  du  cercle  osculatcur  dc  la  ^ieprie  gcncralc  dcs 
contacts  des  courbes,  donc  eUe  doitfaire  partie,  est  trop  bornepoui 
iVtAt  iictuelidc  la  jcionce. 
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De  toiu  les  cerclea  qui  tonchent  la  courbe  propo- 
•ie  au  povit  M,  le  cercle  osculateur  etant  donc  celui 
ijm  s*en  approche  le  pluSy  soit  avant^  soit  apr^  le 
contact»  est  parcon84<iu^t  celui  qui  differe  b  moina 
de  cette  coutbe  dans  le  poiBt  qne  Ton  considere.  La 
courbure  du  cercle  est  viiforme  dans  tous  ses  points; 
mais  pour  des  arcs  de  meme  longaeury  celle  d*un  per 
tit  cercle  est  plus  considerable  que  celle  d'un  grand , 
ensorte  que  les  courbures  de  ces  arcs  sont  en  raison 
inverse  des^rayon»  des  eerdesauxquels  ilsappartiennent. 
On  peutdonc,  par  le  i^ayon  du  cerdb  osculateur  ^  ju- 
ger  de  la  courbure  d*une  co»rbe  dans  rua  quelconque 
de  ses  points.  Cette  consideration  a  fait  donner  au 
rajon  du  cercle  osculateur  le  nom  de  rayon  dfe  cour*- 
bure;  et  on  voit  d'apr^s  ce  qui  pricWe,  que  la  cour- 
iure  duue  couebe  est  ea  raison  inverse  de  sonrayon 
de  courbure. 

La  developpee  peut  aussi  itre  consider^e  comme 
la  fiHutedes  intersectiQns  des  normales  de  la  cofirbe 
proposee  y  prises  "deux  a  deux  consectttivement ,  puis- 
que  le  point  K «  intertecdon  des  deux  rayons  MO  et 
jd'  &  ^  qui  sont  pexpendipulaires  k  la  courbe  DX 
«n  M  ek  eu  M\  s'approche  d'autant  plus  de  la  courbe 
FZ  qne  les  p9i«t9  M  et  M'  sont  plus  voisins  Tun  de 
roatra. 

97.  On  peut  prouvar  aussi,  avec  le  secoursdeTa- 
naljTse,  qu*entre  la  courbe  propos^e  et  son  cercle 
osculatetnr,  il  ae  aaurait  passer  aucun  autre  cercle;  e)t 
cette  proprUti  conduit  inuaediatement  aux  autres. 

En  gin^ral»  lorsque  deux  couri>ts,  dont  les  ordonr 
n^es  et  les  abeoisses  sont  designees  par  xe^jyvf  et 
ont  xm  pojnt  comnrnn ,  et  dfins  lequel  parcpns^quent^ 
c'=sx,  y         si  on  pread  la  diff<^e^c  des  sMes 
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dr  1      de*  i.a     dx*  i.a.3 

, ,  dy  A  ,  d  y  A»     dV  ¥    .  ^ 

qui  expriment  les  ordonn^es  dea  points  coirespondaos  i 
rabscisse  x-^-h,  on  trouyera,  en  general^ 

+  W     da'Vi.a.3  +  "*'' 

ponr  rexpression  de  la  distance  de  ces  courbes,  dans  le 
seas  de  rordoimee;  mais  si  au  point  particulier  que 

ron  considere,  on  a^-=^,  cette  distance  sera  re- 

dnite  alors  k 

Le  rapport  de  ce  developpement  au  precedent ,  deve- 
nant  de  plusen  plns  petit  a  mesnre  que  h  decroit  (56), 
il  en  Vesulte  que  la  distance  qu*il  repr^nte  entre  les 
deiix  courbes  finira  par  6tre  plus  petite  que  celle  qu*ex- 
prime  Tautre,  et  que  parcons^quent^  toute  courbe  pour 

laquelle  on  n*aurait  pas^^  s=  ^  ^  nepeutpasserentre 

celles  qui  remplissent  cette  condition.  Cest  ainsi  , 
qu'entre  une  courbe  etsatangente,  on  ne  saurait  mener 
aucune  droite  par  leur  point  de  contact. 

La  proxiniite  deviendrait  encore  plus  grande  ti  Ton 

avait  aussi-^^  =^^.  Aucune  des  courbes  qm  ne 

latbferaient  qu*aux  deux  conditions 

/ 
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c*e0t-4-dire 9  qui  nauraient  qu*un  aimple contact,  ne 
poorrait ,  imm^atement  aupr^s  du  poiat  commnn  , 
approcber  autant  de  la  secoade  courb^  que  le  ferait 
la  premiere ,  et  ne  eanrait  passer  entre  rnne  et  Tautre : 
c'e9tle  cas  dea  cercles  aimplement  tangent  par  rapport 
att  cercle  osculateur. 

On  voit  encore  que  rexpression  de  la  difference  de$ 
ordonn^es ,  ayant  au  premier  terme  le  facteur  ,  qui 
cbaiige  de  signe  lorsc^^on  met  ft  aulieu  de  il  ar- 
rive  en  gen^ral  an  cercle  osculateur,  ceqa*on  a  remarqtr^ 
ponr  la  tangente  dAns  les  pcints  d'inflexion  (j/Q » cixcepte 
ponrtanft  dans  les  caB  particulien  od  Ton  atirait  aussi 

dy  dV^ 

di^-^^d^- 

n  n*e8t  pas  besoin  de  pousser  plu^s  loin  ces  considera- 
tions  pour  se  convaincre  que  les  courbes  peuvent  avoir 
e]»tr*eUe8  des  coatacts  plua  ou  moins  immediatB.  £n 
suivant  la  marche  tracee  dans  le  n^  94  >  on  trouverait 
que  si  deux  courbes  avaient  quatre  points  communs  ,  et 
que  Ton  determindt  rune  d«  ces  courbes  de  maniere  a 
faire  comcider  les  quatre  points^  on  aurait  en  m^me 
temps. 

ce  contact  dilf^rerait  dei  pripedens  en  ce  qa*aucune 
des  courbes  qui  n*en  auraient  que  dte  f  fei^ice  de  ces 
derniers,  avecVune  des  courbes  propos^es^  ne  pourrait 
paMsr^  enire  ceBe-ci  et l^aatre. 

-fio  efeployant  les  •cBMditimm  ci^emiy  4  la  di&ter- 
mination  des  constantes  qui  particularisent  requation 
dontles  variableseont  x  tty,  on  voit  qu*il  faudraitque 
cette  ^<pifitipn  contlat  quatre  constantes. 
Calcdiff.  I 
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98.  Les  contacts  se  dlyisent  en  ordres  d^apris  I0 
nombre  de  poinis  d*intersection  qui  sjr  trouyent  r^unis, 
oti  ce  qui  tetient  au  m^me ,  d*apres  le  nombre  de  termes 
dont  ils  supposent  Tegalite  dans  les  deyeloppemens  dea 
ordonnees  relatiyes  au  point  suiyant.  Le  plus  ^leye  de 
.  ceux  que  puisse  ayoir  en  gen^ral  Vl  courbe  touchante , 
avec  la  courbe  proposie ,  contact  dont  Tordre  est  mias^ 
que  par  le  nombre  des  constantes  que  renferme  r^ua- 
tion  de  la  preini^re ,  se  nomme  dsculation. 

Ainsi  la  tangente ,  qui  ne  peut  ayoir  en  g^n^ral  qu'un 
flimple  contact  du  premier  ordre ,  ayec  une  courbe  don- 
nee,  estune  osculatrice  du  premier  ordre.  Le  .cerple 
dont  requation.  renferme  trois  coAistantes ,  pent  ayoir  , 
ou  un  simple  contact  du  premier  ordre^  ou  un  contact 
du  second ;  mais  ce  dernier ,  ^tant  le  plus  eleve ,  prend 
le  nom  d*oscu]ation ,  et  distingue  le  cercle  osculateur 
de  tous  les  cercles  tangens. 

.  99.  Je  ne  m'etendrai  pas  beaucoup  sur  rappIicatio& 
des  formules  '  > 

•       ^        dx»  +  dy» 

parceque  cette  application  n'a  aucune  difBoulte  lon-- 
qa'on  i^i9^<te'  bien  le  m^camisme  du  Cfttcul  dxff^rea*- 
tiel.  *  •  • 

'La  yaleiir  de  y  etant  susceptibie  du  double  si^ne^dr; 
oa  peut  demander  lequel  des  deux  il  faut  employeie ;  car 
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tl  est  bien  visible  qu*en'g^6ral,  a  chaque  point  de  la 
courbe^  il  nj  a  qu*un  seul  rayon  de  courbure et  cb 
rayon  n*^tant  pas  dirige  suivant  Vordonnee  ou  Tabs' 
cisse^  except^  dans  quelquespoints  particuliecs ,  na 
pas ,  a  proprement  parler ,  de  signe  par  rappoH:  a  ces 
lignes.  La  determination  de  celui  dont  on  rafFecte  or- 
dinairenlent  d^pend  de  la  conyention  qu*on  a  ^tablid 
8ur  1e  sens  de  ia  courbure  par  rapport  a  la  normale. 
Si  Ton  veut  que  le  rayon  de  courbure  soit  positif  pour 
les  courbes  dont  la  concavite  est  tournefe  vers  Taxe  de^ 

abscistes  ^  comsne  la  valeur  de       est  alors  negative 

(64)  ,  il  faut  affecter  Texpression  de^  du  signe  — ; 
et  dans  ce  cas  le  rayon  de  courbi^re  deviendra  negadf 
8i  la  concavite  de  la  coiirbe  passe  du  cdte  oppose ,  parce- 

qil*il  cbange  de  signe  avec —^.  Pour  se  conformer  k 

cette  convention ,  on  pourra  supposer  dans  les  applica- 
tions 

^  ■    •  _  drdy 
L*equation  g^n^rale  des^  Egne»  du  second  6tdre 

conduisant  4 

^y= — ^ — • 

a  en  reaiJtera  :  )  .  . 


^         8ny»— a(/n-f  a/Mcy' 


la 
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Si  1*011  fiubstitae  ja  yaleur  de  y  dans  cette  expre^* 
•ion,  oa  aura  . 

'  .  »  • 

^~  um^  \ 

^  Telle  est  rexprcasion  g^nerale  du  rayon  de  courbure 
dans  les  ligpe^  du  second  prdre  y  on  la  particulariaera  en 
4o]^nant  a  m  eta  n  les  Taleurs  qui  conviennent  a  cB^q^e 
jespece  d^  ces  lignes  (  Trig^  ^4?)-  1 

€e  r^hiat  »e  ineduit  a       ,  lordque     a  o  ;  la 

courbure  des  lignes  propos^es  est  danc  k  leyr.  sommet 
/la  meme  que  celle  cln  cercle  decrit  d'un  rayon  6gal  au 
demi-parametr§  (  Trig,  i3fl  ). 

En  r^prochaflt  Ja  vdeur  de  de  Qelle  .qii'o^.  a 
trouyie  dans  le  n^  £6  pour  lanormale^  on  yerra  que 

y=  ,  ou  que  le  rctyon  de  courbure  dans  les  lignes 

r'    ■  , 

du  second  ordre  est  igtil  tm  cube  de  la  normale  divisd 
par     ^H(^.4fi  4w^!^om^^, 

Dans  la  parabole  oik  ifcso,  on  ;a  seulement 
(7n»-f-4mx)» 

y- — -^ii^  ' 

O^a/tpUquerait  de  ^^ioie  Ie5  expressiojas ,  gen^rales 
de  X— fft  et'  6e  y  —^]  et  metta^t  poiir  y  sa  ya- 
leur^  on  aurait  deux  ^quations  en  x,  a  et  0^  des- 
quelles ,  eliminant  x  ,  on  deduirait  F^qnation  en 
^  et  j8,  apparteaante  a.Ia  d^yeloppee.  Je  n'eIFectuerai 
ce  calcul  que  pour  I4  parabole.  On  a  daa3  ce  cas 
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et  il  yient 

on  condat  de  li 


Jii; 


mettant  dans  chacnne  de  ces  ^quatidiit ,  poar  sa 
Talewr         il  viendra 

— ^=-^>         X  — ct= — ax— -71»; 

prenant  enmite  la  raletir  de  x  dans  kf  «eMtad  r£$iilfat, 
pour  la  nd)stituer  dans  le  premier^  on  obtiendra 

la  demi^  de  ces  ^qnations  appartient  i  la  deyeloppee 
de  la  pand)oIe.  Si  on  y  cliange  ct  — - 1  m  en  ou  qu'on 
porte  Forigioie  des  ahscisse^  eti      Jig.  oij  ^  on  poorra  ric.^, 

Ini  donse^  eette  forme  tris^-eimple ,  /S*  ^^^'  ^ 
moutre  qae  la  conrbe  DF  est  fine  des  paraboles  de 

15 
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troisi^me  ordre  composee  de  deux  branches  Z>F 
et  Lf,  dont  la  premi^re  engendre  par  son  diyeloppe- 
ment  la  branche  AX  de  la  parabole  ordinaire  XAx  , 
et  la  seconde  produit  la  branche  Ax. 

loc.  H  faut  observer  qne  poui*  la  description  de  la 
parabole  XAx  y  par  le  developpement  de  la  courbe 
FDfy  le  fil  enveloppe  autour  de  Tune  ou  de  Tautre  des 
branches  2>F  et  Df  ^  doit  atoir  au  point  Z>,  dans  le 
prolongement  de  la  tangente  BD  ^  une  longueur  AD 
^gale  au  rayon  de  courbure  au  point  A ,  c*est-a-dire , 
a  la  moiti6  du  param^tre  de  la  proposee ;  tout  autre 
point^  tel  que  pris  sur  ce  fil ,  produirait  une  courbe 
difTerente*.  Si  le  point  /  tombait  sur  le  point  D  ,  le 
rayon  de  courbure  de  la  courbe  d^crite  alors ,  serait 
nul  a  son  origine  ,  et  parconsequent  elle  aurait  a  ce 
point  une  courbore  infinie  (96). 

On  Yoit  aussi  que  puisque  la  longneur  de  Tarc  DF 
est  ^gale  i  la  difference  qui  se  trouve  entre  le  rayon 
de  courbure  correspondant  MF ,  et  le  rayon  de  cour- 
bure  AD  qui  appartient  a  rorigine ,  la  courbe  FDf 
est  rectifiable ,  c*est-a^re  qu*on  peut  assignef  une  Ugne 
droite'qui  lui  soit  egale  en  longueur. 

Cette  remarque  estgenerale ,  car  puisqu*on  peut  tou- 
jours  parvenit'  a  Texpression  du  rayon  de  courbure  des 
courbes  alg^briques ,  les  developpees  de  ces  courbei 
sont  toutes  rectifiables. 


pTesenie  une  famille  de  courbcs  dont  la  parabole  ordinaire  n^cst 
qa^un.  cas  pardculier ;  on  les  nomme  ansBi  parabohs ,  mait  o» 
les  distingae  par  l^exposant  dc  lcur  degr<f« 
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Des  courbes  transcendantes. 


i55 


101.  Je  nai  considere  jusqu^ici  que des  courbes  al- 
gibriques ,  je  yais  maintenant  faire  connaitre  quelques- 
imes  des  courbes  transcendantes  les  pTus  remarquables  : 
on  nomme  ainsi  celles  dont  Vequation  ne  peut  ^  obtenir 
en  termes  algebriques.  Je  m*occuperai  d'abord  de  la 
Logarithmique  tm  de  la  courbe  dans  laquelle  les  or- 
doiinees  sont  les  logarithmes  des  abscisses. 

On  a  dans  cette  courbe y-^lx,  et  quand  on  prend 
X  =  1 ,  il  nenty  =  o ,  ce  qui  fait  voir  qu'elle  rencontre  ^ 
Taxe  AB  aupointi?,  aft,  ou  Tabscisse  estncaS. 
egale  k  Tunit^.  La  branche  EX ,  qui  repond  aux  abs- 
cisses  positiyes  plus  grandes  que  runite,  est  infinie, 
puisque  les  logaritbmes  de  ces  abscisses  crois^nt  tott-« 
jours.  Dans  )a  partie  AE ,  oA  les  abscisses  sont  det 
f ractions ,  les  ordonnees  sont  n^gatiyes  et  augmentent 
a  mesure  que  ces  &actions  diminuent ,  ensorte  que  la 
brancbe  Ex  a  pour  asymptote  la  partie  negatiye  Ac 
de  Taxe  desordonnees  :  enfinlalogarithmiquene  s*etend 
point  da  c6te  des  abacissea  negatives ,  parceque  leiirs 
logarithmes  sont  imaginaires.  (f^oyez;le  TVaitedu  Cal^ 
cul  diffirerUiel  et  du  Calcul  irUigrat). 

En  differentiant  requation^  =  Lr,  il  yient 

•n  Yoit  par  \k  qne  la  tangente  de  cette  oonrbe  est  per- 
pendiculaire  a  laligne  des  abscisses  lorsqne  a:=o ,  et 
qitelle  ne  lui  cst  parall^Ie  qu'en  supposant  infini  (77)- 
L*e3cpres8ion  generale  de  ia  soutangente  (65)  donne 
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PT=^\  mais  en  chassant  jr  on  introduit  lelog^- 

rithme  de  ainsi  cette  expression  est  transcendante ; 
cependant  en  prenant  la  soutangente  OD  sur  Taxe  JlC, 

on  aura  OD = =  M,  ritultat  bien  remarqnable , 

puisqu'il  prouve  que  la  soutangente  OD  est  cont- 
tante  et  ^gale  au  module^  pour  tous  les  points  de  la 
courbe.  On  trouyerait  de  meme  que  la  tangente ,  la 
sounormale  et  la  normale,  prises  parrapport  a  Taxo 
j4B  ,  sonttranscendantesa  causeque  rordonnie^entre 
dans  leur  expressiouj  mais  qu'elles  devienaent  alge- 
briques^  lorsqu  on  les  considere  a  Tegard  de  raxe^^C 

Je  passe  a  la  recherche  du  rajon  de  courbure  Qn  a 

d^_xHKM;*      dSf_  M 

d'ou  (94)  <  , 

^  M       '  oc 

Je  ne  m'arr^terai  point  ^  considirer  la  developpee, 
qui  serait  necessairement  transcendante ;  j*observerai 
seulement  quon  pourrait  obtenir  immidiatement  1'^ 
qiiation  difT^rentielle  de  cette  coutbe  y  en  eliminantpar 
lc  moy en  des  yaleurs  de —  /B ,  de  x —  «t  et  de  leura  dif- 

fisrentifiUes,     ds  et  dy  de  Tequation  Ay^  M^. 

Les  logarithmiqnes  dilF^rent  eiitr'elles  k  raison  du 
module  relatif  au  sjsteme  de  togsUrithmes  qu'eUe» 


4 


Digitized  by  Google 


DE  CALCVL  DIFFlgRENTICL.  l9; 
presentent.  L*iquation  x-szcC^  donne^  enprenantles 
logarithmes  Nip^riens^  Yx^yYa^  d'oik 

_Yx 

resoltat  dont  le  second  membre  n'est  autce  chose  que 
le  logarithme  de  x  calcule  pour  un  module  ^gal 

a      :  cette  iquation  appartient  donc  k  une  log^- 

ritlimique. 

103.  La  cycUide  ou  la  courbe  decrite  par  un  point 
pris  sur  k  ciroonftrence  dw  cercle,  pendant  que 
ce  cercle  roule  sur  une  ligne  droite  donnie  de  ppsi- 
tioUj  est  encore  une  courbe  transcendante ;  la  rela- 
tion  entre  ses  ordonnies  et  sea  abaci^ses  %  d^pend  des 
arc8  du  cercle  g6nerateur:  yoici  comment  on  peut 
Vexprimer. 

L*origine  du  mouvement  du  cercle  ^tant  sfarbitraire , 
je  la  prends  au  point  A^Jig,  219,  oii-  le  point  ci^cri- pig.  29, 
^ant  se  trouyait  snr  la  droite  AB  parcourua  par 
le  cercle  g^nerateur  Q3fG,  Puisque  ce  cercle,  en  rou- 
lanty  applique  successivement  tous  les  points  de  sa 
^rconference  sur  la  droite  AB,  il  est  ^yident  que 
lorBqB*il  est  parvenu  dans  une  situation  quelconque 
QMG,  U  distance  AQ  est  igale  a  Tarc  MQ ,  com- 
pris  entre  le  point  M  qui  touchait  la  droite  AB  en  A  ^ 
et  le  point  Q  qui  la  touche  dans  la  positioa  actuelle. 

Si  on  tiive  nir  AB,  par  le  point  Q,  la  perpendicttlaire'' 
QO ,  qui  paesera  par  le  centre  du.  Gercle  gen^rateur , 
et  qu'on  m^ne  MN  parailde  i  AB :  MN  sera  le  sinus 
de  Tarc  MQ^  ct  NQ  en  seralesinus  yerse  C7V%.  5).- 
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Soit 

QO  =  a,      AP=x,  PM=QN=j 
et  on  aura 

MN=V^Qay-y,  x^AQ-^PQ^^mMQ—MN; 

cu  x=aic  (dont  est  le  sin.  verse)  — \/  fl«y  —  y  ^ 
cest  la  Tequation  primitive  de  lacycloide .  (*) 

L'arc  MQ  peut  aussi  8'indiquer  par  son  sinus  MN , 
ouV/aay— y*-,  et  on  le  fait  disparaitre  par  la  difF^rcn- 
tiation,  en  se  servant  de  la  formule  du  n*  76,  dan»  la- 
quelle  a  represente  aussile  rayon  et  ou  le  sinus  est  desi- 
gneparx.  En  suljstituant  ^/skoy—y,  9xl  Ueu  de  x  dane 
cette  f ormule ,  on  en  tirera 

d.arc  3fQ=  —r^^^  ; 

ct  on  aura  entuite 

yaay—f     Kfloy— / 

V  3«y 

telle  est  Tequation  difFerentielle  de  la  ojcloide. 


(^)  Si  on  Toulait  calcnler  la  longueur  d«  rarc  MQ ,  d^aprcs  sos' 
tmof  9  par  W  moyen  des  tables  trigonom^kri<pies ,  afin  de  construire 
k  coorbe ,  il  faudrait  d^abord  rapporter  an  rayon  i  le  sinus  MIV,  w- 

btif  w  njoQ  <i,  et  roo  aurait^^T,  00  Iv/aoy— /*.  DAignant 

par  t  la  longoear  de^Tare  velatif  k  ce  dAnier  iiaas,  celle  de 
Tarc  MQ  aura  n^Scessairement,  aTcc  le  quadrans  du  c«rcle  dont 
ilfiut  paxtie,  k  ntee  rapport  qne  rarc  qmdram^ 
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Rien  n'est  plus  facile  maintenant  que  d'obtenir  les 
expressions  de  la  soutangente  et  de  la  tangente ,  de 
la  sounormale  et  de  la  normale,  dans  la  cycloi'de.  On 
trouve^  parles  formules  generales  du  numero  65^ 

Kaoy— y 
PR=  \/uay—y ,       MR=  V^a^. 

On  peut  constniire  ces  valeurs  d'une  mani^re  tr^s- 
simple ;  car  il  est  aise  de  remarquer  que  MP  on  y  etant 
consideri  comme  Tabscisse  QN  dansle  cercle  g^era- 
teur  QMG ,  la  valeur  donnee  ci-dessus  pour  PR  est 
prMsement  celle  de  rordonn^e  MN  de  ce  cercle^  et 
que ,  paroons^qnent,  ia  normale  se  conforme  avec  la 
corde  de  Tarc  MQ^  comme  on  peut  le  voiraussi  par 
Texpression  de  MR  :  il  suit  de  la  que  la  tangente  MT 
est  le  prolongement  de  la  corde  MG,  Si  on  imagine 
«jue  le  cercle  QMG  glisse  sur  le  point  Q  pour  atteindre 
nne  position  quelconque  </mg,  les  lignes  mq  et  Tng 
resteront,  malgr^  ce  changement,  paralleles  auxlignes 
MQ  et  MG\  ii  sui&ra  donc,  pour  construire  la  tan- 

tabies;  il  en  nltultera 

ucMQ=at, 
cl  c  =  arc,  dont  ]# 'cinui  ==  i  Vyay  — 

L^expressioD  de  x ,  en  y  mettant  pour  t  la  Valear ,  v^ecrit  ainsi  : 

*  =  arc  ^«in  =  1  l/iwyr  — -|/art/-jr*i 

«K  en  diffif^rentiant  d'aprte  Ja  rj^  dtt  n*  3« ;  on  tetovibc  fnr  lc 
•«Jut  ^iie  i'ai  doQ«^  ci-deMua. 
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gente  et  la  normale  dans  un  point  donne  M ,  de  rap* 
porter  ce  point  sur  le  cerele  ifate  (jmg^  ce  qui  se  fer^ 
en  tirant  la  droite  Mm  parallde  a  AB ,  et  de  mener 
eoAuite  MT  paraUelement  k  tt  MQ  parall^le- 
ment  k  mq. 

io3.  Je  passe  a  la  recherche  du  rayon  de  conrbure. 
£n  differentiant  reqnadon 


dx 


fobtiensy  puisqae  dx  est  constant, 

rMuisant  et  divieant  par  y,  il  vient 

o  =  (aay — d^  +  aAy*  ^ 

d'o&  je  tire 

dHr=—  . : 

•ubstitnant  cette  valeur  et  celle  de  d^  dans  rexpresriojt 
du  rayon  de  courbure  (94)*  je  trouye,  apr^s  lesri- 
ductions  n^cessaires^ 

Ce  r^sultat  fait  voir  que  le  rayon  de  ceurbure  MM' 
est  double  de  la  norm^e  MQ ,  et  qtt'il  ne  peut  parcon- 
a^quent  deyenir  plus  grand  qiie  le  double  du  diamtoe 
du  cercle  genefatenr  ^  diam^tre  quiest  i-la-fois  roidon- 
nee  et  la  normale  de  la  cycbide  au  pdint  J,  oH  le  oonr 
tact  Q  a  parcouru  la  moitie  de  la  eireenfSirence. 
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'he$  esqircflab^adci;!?— *  etdey^fi  donnent  ensuite 

on  conclat  de  U 

£a  substituaat  ces  valeurs  dans  TequatiQn  primitive  de 
la  cycloidei  et  rMuisant  on  obtient 

«=arc  (dont— /3  ^st  le  sin.yerse  )  +  aoiS— jS", 
resultat  qui  4  b^aucoiip  d*anaIogie  ayec  cette  equa- 
tion..  .Le  radical  |/  —  2a0  —  ^  deyient  semblable  a 
^^ay-^y""  iQrsquW  ftut  i8= — 5ia+iSf^  'ce  qui  re- 
•vient  a  prendre  aulieii  de  rordounee  EM\  toujours 
negatiye,  rordonn^e  jP^Jf '  rapportee  A  un  axe  utBf 
place  au-*dessous  de  AB  k  tme  distdBee  Al^s^fia. 
Par'  cette  transformatioir  il  yient 

K arc  (dont  qh—P  est;  le  sin,  yerse  )  +  \/aa^—W* : 

^nis  A  on  obserte  que  deux  arcs  dont  les  .amuA  yersei 
T^kiniB  conipos«iit  le  diamtoe,  sont  supplement  ran 
tie  Tautre  e%  cp»^on  desigae  la  demi-iciroonftrence  par 
OD  pommi  icnt^  ^ 

ctrrs-jr — arc(  dontiS^  est  le  sinus  yerse)  +  t/fla/3^-H8'* 

Prenant  enfin  *==:t — c'est-^-<iir^  substituant  a 
)'abseisse  JE,  Tabaci^se  AP^^AJ-^AE  viendra 

arc  (  d<mt  i8^  ^at  le  sin.  verse  )  —  ^/floiS^— «iS^*, 

^qnatiQn  d*un.e  cycloide  dont  rorigine  est  au  point  A\ 
etdecrite  sur  Vaxe  Aff,  par  le  m^me  cercle  genera- 
teur  <j^e  la  propc^^ ,  mais  dans  le  sens  AB'  contraire 
.a  AB. 

La  mtoe  consequenee  peut  se  tirer  immediatement 
de  1?  d6terminatio»  du  rayon  de  courbure.  En  pro- 
Jlongeant  la  droite  GQ)U8qiiace  qu  eUe  reuQontre  A B' 
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tn  Q^,  et  meriant  Q^Af on  formera  les  triangle»  GMQ 
et  QM'Q^  igaxLk  entreux :  Tangle  QM^Q^  sera^donc 
droit;  et  si  on  decrit  snr  QQ^,  comme  diam^tre,  im 
cercle,  11  passera  par  le  point  M^  et  sera  ^gal  au 
cercle  g^nerateur.  Cela  pose,  puisque  Farc  M^Q'  est^ 
le  supplement  de  M'Q,  qui  lui-meme  est  egal  a  MQ^ 
on  aura 

9TcM'q=iQMG  —  atcMQ 

=  AI—AQ=iQI^Qr , 

ce  qui  montrebien  clairement  que  la  developpee  A'M'Af 
cst  une  cvcloide  decrite  par  le  cercle  QM'Q[y  roulant 
6ur  ^'^'de  A  vers  . 

,  On  remarquera  aans  doute  que ,  d'apret  ce  qui  pre- 
cede,  la  cycloide  est  rectifiabU,  puisqu^elle  est.elle- 
inSme  sa  d^veloppee ,  et  que  Fexpression  de  son  rayon 
de  courbure  est  algebrique ;  et  on  en  deduirace  resultat 
curieux,  que  ta  longueur  deTarc:^^)  ou  de  s<>n«gal 
AK ,  qui  compose  la  moitie  de  la  biancbe  d^crite  par 
une  rev4»Itttion  enti^re  du  cercle  generateur,  est  pned* 
sement  la  meme  que celie  AitAK^  ou dudouble  du dia- 
m^tre  de  ce  cercle,  ;     .     .        .  _ 

La  cjcloide  n*est  pas  termin^e  au  point  £»ou  le  cercle 
a  parcouru  su^  la  droite  Ah ,  3a  qircoql<£rence  entiire  ^ 
car  rien  ne  limite  la  duree  de'  ce  mouvement.  Il  faut 
bien  remarquer ,  dans  ladescriptsondesLOOUrbes»  que.Ies 
diverses  parties  resultantes  d  une  m^me  construction  ou 
d'un  meme  inouvement,'  appardennent  toutesala  m^me 
courbe.  Ainsi  le  cercle  QMG\  en  contiiiuant  de  roulet 
sur  la  droite  AB ,  au-deladu  pointi,  dicrit  une  suite  de 
portions  semblables  a  AKL ;  et  il  faut  en  concevoir  au- 
tant  sur  la  gauche  du  point  Ay  puisque  le  cercle  a  pu 
Ji'arriver  d  ce  point  qu*a  la  suite  d*un  mouvement  com- 
menci  depuis  un  temps  InGni.  Uequation  de  la  courbe 
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conduit  i  ces  remarqnes^  carrien  n'emp6che  d'y  aup« 
poser  Tarc  QJIf ,  augment^  ott  diminui  d'aiitant  da 
circonfi&rences  qne  ronyoudra.  OnToitd^ailleursquejf 
ae  pourra  jamais  surpasser  sui.  II  stdt  de  li  qne  la  cj- 
doide^  congue  dans  toute  T^tendue  qtt'elle  doit  ayoir^ 
peut  6tre  coup^e  par  ime  m^me  ligne  droite ,  dant 
ttne  infiniti  de  points. 


coefficient  diffirentiel  dn  second  ordre 


^gal  i  — ^ ,  est  toujoors  nigatif ,  puiaque   est  tonjourt 

poflitif ;  mais  il  deyient  infini  ainti  qne  ^  quand^=o» 

ce  qui  amve  lorsque  rarc  MQ  est  nul  on  ^gal  k  na 
multiple  quelconque  de  la  circonfisrence  :  dans  les 
memes  cas  les  points  L,  etc.  oii  se  touchent  les  diffe^ 
rentes  branches  de  la  cycloide  sont  donc  des  poiiits' 
de  rebroussementde  lapremi^reesp^ce ,  dans  lesquelsla 
tangente  est  perpendiculaire  ^  Vaxe  des  abscisses  (83). 

lo4-  Les  spirales  composent  encore  uti  ordre'  de 
courbes  transcendantes ,  remarquables  par  lenr  fonne 
et  lenrs  propriet^s.  Yoici  comment  s*engendre  celle 
qu^imagina  Conon  de  Syracuse  ,  et  dont  Archimdde 
dSconyrit  les  principales  proprl^t^s. 

Pendant  que  le  rajon^O        5o,  se  meut  autoumo.liH 
dn  centre  jt  du  oercle'  CHJQ  ,  nn  point  mobile^  parti 
de  ce  oentre  ^  paroourt  unifermement  la  ligne  AO ,  et 
ayec  nne  yitesse  telle  qu'il  arriye  au  point  O ,  en  m^me 
temps  que  cette  droite  a  acheye  sa  r^olution.  II  suit 

li  .que  pour  un  point  quelconque  JbF  de  la  spiralai* 
AMOM'X ,  le  rapport  de  AM  a  AN ,  est  le  m6me 
qoe  celui  de  Varc  OiV  a  la  circonference  OGO ;  mais 
cooune  rien  ne  s'oppose  a  ce  que  le  point  decrivant 
centiue  son  mou^mant  au^^elk  du  pokit  O ,  sur  le 
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rayon  prc^nge,  et  que  ce  ray^»  peut  lui-ni^me  faire 
nn  nombre  indeiim  de  revolutioas,  la  sxnirbe  AMO  se 
prolongera  en  toumant  toujour»  autour  du  point  A  > 
de  maniere  que  le  rapport  entre  la  distance  de  chacun 
de  ses  points  au  point  ^  et  le  rayoa  du  cercle ,  soit 
^ffl  a  cdiii  quL  se  trouye  entre  Tarc  parcouru  par  Ie« 
point  O  >  depuis  le  commencem^nt  du  mouvement  et 
la  circoaference  entiere.  En  M\  par  exemple^  oii  le 
TBjon  AN  aL  fait  une  rirolution  pUis  farc  ON ,  on 
aura 

AM'  _OGO+ON 
AN  ~     OGO  • 

Si  donc  on  fait 

et  que ,  prenant  pour  unit^  le  rayon  AN,  on  repr^ 
sente  par  ar  )a  circonfirence  OCO.  on  anra  u  =  — .  ■ 

Les  TariableSr  de  cette  ^quation  sont  ce  que  les  geo-^ 
m^tres  appellent  des  coordonnees  pofaires.  Le  centre  A 
dn  cerde  OGO ,  se  nomme  le  pole ;  la  ligne  AM,  assu* 
jetie  i  passer  toujours  par  ce  point,  est  le  rayon  veo- 
ieur,  ettientlieu  de  rordonnee  de  la  courbej  tandis. 
que  Tarc  ON  remplace  Tabscisse. 

La  ^ale  que  je  viens  de  conaidfew^  et  qoi  porte 
1q  nom  de  spirede  dArchhnMe  n'est  qu  un  cas.  par-  - 
tieulierdes  courbes  que  represente  Vequation  usaat", 
emdonnant  A  n  teutes  ks  ralenrs  posstbles.  Lorsquon 
£ul:n=-^ r ,  on  a  tt  =  at—»  on  iit:=xa,  eqnation  qui  ^ 
appartient  i  la  spirale  hyperboUque, 

Si  au  lien  de  la  distance  AM,  on  prenait  pour  u  ia 
partie  MNia  rayon  vecteur,  comprise  entre  le  pomt  • 
itf*  et  If  ciroooference  du:  ceirde.  OGQ,  T^qoatioii 
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=  at  serait  celle  de  la  spiral/e  parabolique  ^  ou  de  la 
courbe  qu'on  formerait  en  roulant  Taxe  d'une  parabole 
autour  du  cercle  OG ;  les  ordonnees  se  trouveraient 
alors  perpendiculaires  a  la  circonference  de  ce  cercle, 
et  tomberaient  sur  ses  rayons. 

Tant  que  nest  un  nombre  positif,  Ics  spirales  donneea 
par  Tequation  u  =  at'*,  prennent  leurorigineau  point^; 
mais  quand  n  est  negatif ,  u ,  d'abord  infini ,  lorsque 
t=Oy  diminue  a  mesute  que  cet  arc  augmente ,  et  a 
chaque  nouvelle  revolution  le  point  decrivant  s*appro- 
che  du  point  A  sans  pouvoir  janiais  y  atteindre. 

105.  Lorsqu'on  rapporte  les  courbes  a  des  coordon- 
nees  polaires,  la  diiFerentielle  preraiere  du  rayon  vecteur 
AMJig,  3i ,  estlapartie  QM^  retrancbee  durayon  veo- 
teur  suivant;  par  Tarc  de  cercle  MQ  decrit  du  point  A 
Qomme  centre ,  avec  le  rayon  MA.  On  regarde  ce  petit 
arc  comme  une  ligne  droite  (74)  >  et  le  triangle  MQM' 

^omme  rectiligne ,  ce  qui  donne  MM'—y  QM  -f  QM^ 
Lorsqa'on  meaureV  angle  MAM'  par  un  arc  de  cercleA^iV^ 
decrit  d*un  ray6n  egal  a  Vunite,  on  a  QM  =  udt, 
et  QM*  etant  Au ,  3  vient  MM'  =  \/ du* u*di". 

106.  Si  on  mene  ^Tparallele  a  la  corde  du  petit 
arc  QM ,  et  qu'on  prolonge  fusqu'i  la  rencontre  de 
cette  droitele  cote  MM^  du  polygone  inscritalacourbe, 
on  aura  par  la  Similitude  des  triangles  M'  QM  et  M^AT^ 

QM"  _AM 
QM~AT* 

Lorsqu'on  passe  aux  limites,  la  corde  peut  6tre 
prise  pour  Varc  ,  Vangle  QMA  doit  etre  regarde  comme 
droit,  la  ligne  MT  conime  tangente  k  la  courbe  ,  AT 
comnie  perpendiculaire  a  AM  qiii  &e  confond  aIor« 
avec  AM' ,  et  Von  a 

Cak.  dijf.  K 
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du  u 

dou  ron  conclura 

au 

107.  LadifF^rebtielle  seconde  d^u,  etantprise  poiir  la 
difiPerence  entre  deux  diflPerentielles  premi^res  conse- 
cutives^Gfl),  sera  repr^sentee  par  M"Q^  —  M'Q  et 
il  faut  observer  que  lorsqu*on  suppose  Tarc  NN^ 
constant ,  ou  qu'on  fait  toujours  yarier  Tangle  t  de  la 
m^me  quantit^ ,  les  arcs  QM,  M\  ne  sont  pas  pour 
cela  6gaux  entr^eux,  car  ils  sont  tous  de  rayons  differens. 

On  pourrait  d^duire  de  U  les  expressions  des  tan- 
gentes ,  des  normales ,  etc. ;  mais  j  ^ai  pref^ere  d*appliquer 
aux  courbes  qui  sont  rapportees  a  des  coordonnees  po- 
laires ,  les  expressions  des  soutangentes  ,  destangentes^ 
etc.  trouyees  relativement  a  des  coordonn^es  rec- 
tangles,  parceque  cette  marche  foumit  Toccasion  de 
transformer  les  coordopnees  du  premier  systeme  dans 
celles  du  second ,  et  de  montrer  comment  on  peut 
passer  de  Vun  a  Tautre.  Celasera  d'autant  plus  utile, 
qu'on  rapporte  quelquefois  les  courbes  algebriques  a 
des  coordonn^es  polaires ;  on  le  fait  surtout  a  Tegard 
des  courbes  du  second  degre  ^  en  prenant  leur  foyer 
pour  p6le. 

3o.     108.  Je  placerai  au  point  A^Jig,  3o,  pour  plus  de 
simplicit^^  Torigine  des  coordonn^ea  rectangles 

AP  =  x,  PM=y\ 

et  pour  Exer  la  position  de  Taxe  AB  des  ahscisses ,  je 
designerai  par  m  Varc  QO  pompris  entre  cet  axe  et 
le  point  O ,  origiue  de  Tarc  ^  £n  meaaat  PM  per- 
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pendicul^re  dur  AB^  et  en  obaeryantifaeraiigle  MAP  • 
est  mesure  par  Tarc  NQ  egsl  &  t     m ,  on  trouyera 

A^=:AP  +  PM, 
APz=:AMcosNQ, 
PM  =  ABfsinNQ, 

^csu  cos  (  f m) » 

Au  mojen  des  deux  demi^res  valeurs ,  on  cb^ngera 
toute  ^uation  alg^brique  entre  x  ety ,  dans  une  autre 
qni  ne  contiendra  plus  que  le  sitaxs,  le  coirinud  de  Tarc 
et  le  rajon  yecteur  u.  Ces  yaJeurs  donnent  aassi 

co8(t— m)=^ ,  8in(t^m)=-^, 

d'6ii  on  tireta  d^s  Valeui^  de  cos  t  et  de  sin  f  en  x,  y,  «  , 
sin  m  et  cos  m ,  qdi ,  substitu^es  dans  une  ^quatioa 
qaelconque  entre  u ,  sint  et  cos  t ,  conduiront  k  un 
r^sultat  ne  renfermant  ptus  ^ue  x  ety,  puisqu*on  potirra 
remplacer  u  par 

Siy  pour  abreger,  on  suppose  que  la  l|gfie  AB"$^ 
•confonde  ayec  la  ligne  AO ,  on  aura  seulement 

cos^  =  ^,  mtzssZ. 
u  u 

Lorsqne  V^quation  en  u  et  f ,  qu'on  se  propose  de 
transfonner ,  contient  Tarc  t  lui-mime  ,  il  n*est  plus 
posable  d'obtenir  une  relation  al^brique  entre  x  ety, 
piiisqii*on  n'en  a  point  de  semblable  entre  Tarc  t,  son 
sinos  et  son  cosmus ;  mais  on  parvient  ainsi  qa*o(i  ya 
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I&  Yoir ,  i  ime  ^quatioA  differeQtielle^  qoi  ne  contient 
plu9  que  X,      dx  etdy. 

On  tire  des  yaleurs  trouv^es  ci-deasus^  pour  u,  x  ety, 

dtt  =  d.  v/a^  +y^» 
dx  =  du  CQd{t  —  m)  —  «dt  sin  (^  — m)  , 
dy  =  dusin(t  —  m)-f- udf cos ( i  —  m )  ; 

si  OQ  ^limine  d^  des  deux  demieres  ^quations,  il 
viendra 

d^  '  4y         "*      ~  ~  . 

~  u  * 

mettant  pour  cos  (t— m),  sia^^— m)  et  u,  leurs  va-, 
leurs,  on  aura  « 

On,  pourra  donc  chasser  de  T^quation  en  u  et  t,  et 
d^  sa  dilTerentielle,  les  quantites  u,  cos  t,  sin  du  et  dt ; 
les  deux  r^sultats  qi|'on  obtiendra  ne  contenant  plut 
qiie  t,  on  le  fera  disparaitre  par  r^Iimination. 

Soit  pour  exemple  T^quation  u=  a^,  qui  donna 

-         1  -—I  - 
u=a"i,       -u»"'  du=a\lt; 

les  expressions  de  u,  dadu  et  de  dt  ^  ^tant  indepen- 
dantes  de  Tangle  m ,  il  viendra ,  en  les  substituant  et 
en  r^duisant  au  m^me  d^npi^inateur, 

-  (x*-|- j^)*"  (  xdr  +^d^  ) = a»  (xdy  —ydx). 
A\ec  cette  ^quation  on  d6terminerait  les  soutan-- 
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gentes,  lestangentes^  etc.  des  spirales^-en  faiBantaisage 
des  formoles  du  65 ;  mais  il  sera  plus  simpie  et  en 
m^me  temps  plus  gen^I  de  transformer  ce^  formules 
relativement  anx  yariables  u  ett,  et  c  est  ^ce  ^e  je 
vais  faire. 

109.  L'expre8sion  de  k'8outangentedeTie»t'»  en  ihet^ 

duC 

tant  pour  y  et  ^  leurs  valeurs^ 

nrrt       •          ^duco8(<— m)  — udi8in(t— *7n5 

PT=usin{t-^7n)^ — r-7:  -r—, —       ^   ■    :>  , 

^      'du8m(t— m)+udfc0d(i*-*-7»)  •  ^ 

On  simplifiera  beaucoup  ce  resultat ,  en  observant 
que  la  situation  de  la  ligne  des  abscisses^  sur  laquelle 
tombe  la  dlstance  PTy  est  arbitraire ,  et  qu'on  peut  par- 
consequent  prendre  toujours  m  tel  que  Tarc  QN 
Boit  aaquel  cas  rordonnee  PJtl  se  confond  avtc  le 
rayon  vecteur  AM ,  cos  (t — m)  =  o, sin(t.-^m)=X, 

et  PT  se  cliange  ^n  AT'  =—        .  , 

On  construira  la  tangente  en  menant  par  le  point  A 
une  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  AM ,  et  ^  ^or- 
tant  sur  cette  droite  la  valeur  de  -^T^,  donnee  par 
la  formule  ci-dessus. 

Si  on  applique  cette  formule  a  requation  u=:ai^^ 
on  trouvera  . 


^r  =  — i—=  —  ^t^K 

i  ■  ' ."  ' 

Dans  la  spiral^  d«  Conon>  on  a  n=  i  et  c=      il  e|i 

*        f  •    •  '  * 

resulte  AT'=——,  On  voit  par  cettc  expression  que 

K3 
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^  loFsque  ^rzaT,  ou  qn'apr^s  une  revolution  du  rayoa 
^decriyant,  la  soutangente  est  ^gale  a  la  circonferenoe 

rectifiee ;  on  trouvera  une  soutangente  quadruple  aa 

|>out  de  deux  reyolutions^  et  ainsi  de  soite^  comme  Va 

reniarqu6  Archim^e, 

Lorsqtie  —  i ,  ce  qui  est  le  cas  de  la  spirale  hy- 
perbolique ,  on  a  AT'z^a,  c'est-a-dire,  que  la  son- 
tangente  de  cette  courbe  est  constante. 

ne  m'arr€te  point  ala  recberche  de  la  sounormale 
et  4e  la  normale  ,  parcequ'on  les  obtrent  facilement 
lorsque  la  soutangente  est  connue. 

AT'  uAt 

J'observerai  seulement  que  -^^^  = -gj^ ,  exprime  la 

.tangente  de  Tangle  que  fait  avec  le  rayon  vecteur 
AMlai  droite  T'My  qui  touche  la  courbe  au  point  M^ 
et  qu'on  a/  , 


du*  • 

110.  $i  4^8  la  dilF^rentiellc  de  Tarc  AM,  qui  est 
d»=l/da:*  +  dy»(75), 

pn  substituje  pour  dx  et  dj^.  leurs  yaleu^s  en  coovdon- 
nees  polaires^  on  aur^ 

dz  =  i/dit^  +  u»d(% 

ainsi  qu'on  le  conclurait  immediatement  en  regardant 
.3i  letrianglecurviligneilfM'^,^g.  3i ,  comme  rectiligne 
et  reptangle ,  fdrme  dont  il  difT^re  d'autant  moins  qu^ 
les  points  M  et  M'  sont  plus  rapproch^s. 

Ui.  La' differentiejle  de  Taire  ADM,  prise  reU-* 
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tiYement  aux  coordonnees  polaires ,  n*est  pas  un  tra- 
peze  y  comme  dans  le  cas  des  ordonnees  paralUles ,  mait 
un  secteur  AMM'.  En  passant  aux  limites,  le  rapport 
de  ce  secteur  avec  la  diflFerentielie  AW  sera  le  meme  qua 
la  limite  des  rapports  que  les  secteurs  AMQ,  AM'R, 
entre  lesquels  il  se  trouve  compris  et  qui  tendent  vert 
regalite,  ont  avec  la  meme  difFerentielle  On  coh- 
clura  de  la  que  raire^fDJI/etant  represientee  par  s,  6n 
doit  avoir 

d^     AM^MQ  ,  u^dt 

On  rencontre  souvent  rexpressiori  du  secteurdj,  en 
eoordonn^es  rectangles ,  et  il  est  parconsequcnt  utile 
de  la  remarquer.  Elle  se  deduit  de  la  precMente,  en 
mettant  pout  df  et  pour  tt*  Icurs  valeurs  trouvees  dans 
le  n^  108;  il  vientalors 

1  id.  Je  passe  a  la  recherche  du  rajon  de  courbure., 
Ici  on  doit  observer  que  la  formule  n 

 d^y 

suppose  que  raccroissement  dx*  demeure  constant  dant 
toutes  les  diiTerentiations  que  subit  la  fonction  y ,  et 
que  comme  les  coordonnees  polaires  t  et  u  sont  des 
fonctions  de  x  et  y ,  eUes  sont  implicitement  des 
fonctions  de  x,  et  varient  parconsequent  ainsi  quo 
leurs  dilFerentielles,  lorsque  cette  derniere  quantit6 
re^oit  des  changemeas.  II  faudra  donc  dilFerentier  les 
deux  ^quations 

K4 
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dr  =  da  cos  —  —  udt sin  ( t  —  m )  , 
dy  =  dusin  (f  — m)  +iidfC08(i  — m)  , 

(en  y  faisant  varier  a-la-fois  dy ,  du,  dt\  ct  elles  don- 
nerorit 

o=d*aco8(/ — m) — adudt  sin(^— m)— ud*/  sin(t — m) 
^  — udi*C08(t — m) 

d^=d*u  sin(i — m)  -f  2di/dteos(t— m)+ud*f  oos(t— m) 

— wdi*  Mn(/— m). 

»ic.  3o.  La  position  de  la  ligne  j4B  ,Jig.  3o,  ^tant  arbitraire , 
gn  peut>  pour  sinipIiEer  ces  expressions  ,  supposer 
qu'elle  soit  perpendicvilaire  sur  j4M  (109)  ,  et  faire  en 
consequence  t  —  m  =     ;  il  en  resultera 

sin(f — m)  =  1  ,         cos(t  —  m)=o, 
dx  =  —  udt ,  dy  =  du  , 

o  = — adudt— ud%   d*y  =  d*tt — udt* , 

(dx»  +  dy)^_      (d^'4-u'df>)^  J.,^^ 
dxdy      ~     udt  ( d*a— udl»)  ' 

Lorsqu^on  appliquera  la  demi^re  formule  ,  i!  sera 
necessaire  de  faire  varier  en  meme  temps  les  deux 
differentielles  du  et  d^  des  coordonnees  polairea  u  et 
assujetisant  la  difFerentielle  dH  a  Tequation 

o  =  —  fldudf  —  ud*f , 

tjui  etablit  une  relation  entre  dH  et  dud^,  c'eft-a-dirc , 
qu'il  faudra,  dans  Texpression  de  d*u,  substituer ,  au 
lieu  de  d*t  sa  valeur  ,  tir^e  de  requation  ci-dessus, 

11 3.  Au  lieu  de  calculer  les  expreskions  des  coor^ 
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donnees  ce  et  ^  de  la  developpee  (94)'»  onacou- 
tume ,  lorsqu* on  fait  usage  des  coordonnees  polaires  , 
de  determiner  la  position  du  centre  du  cercle  oscu- 
lateur  par  celle  de  la  normale  et  par  la  distance  ME, 
compiise  entre  le  point  M  et  le  pied  de  la  perpendi- 
culaire  EF ,  aLaissee  du  centre  F  du  "cercle  osculateur 
sur  la  droite  AM ,  qui  donne  quelquefois  de  Tele- 
gance  a  la  construction  du  rayon  de  courbare. 

La  ligne  ^Af  etant  prise  pour  Tidxe  des  ordQuae^sj', 
la  partie  ^iEJrepresente  Toitlonnee  de  la  developpee; 
et  parconsequent 

ME=AM-^E=:y-fi  =  ^^^^±^  : 

donc  J,f^  =  ._i__±_^.  . 

114.  Pour  faire  une  application  de3  formulcs  pire- 
cedentes ,  je  prends  la  spirale  logarithmique  donl  T^qua- 
tion  est  t=la.  En  diffi^rentiant ,  il  vient  (27) 

--da  udt 
dt  =  M —  ou  -3— =  ili;, 

ce  qui  montre  (  )  que  dans  tous  les^points  de  cette 
rourbe ,  la  tangente  fait  le  m^me  angle  avec  le  rayon 
vecteur. 

Une  seconde  difFerentiatlon  effectupe  sur  Tequation 

ud^  — ilfdu=o, 

et  dans  laquelle  dt  et  du  varieront  en  meme  temps , 
donnera 

udH  +  dudt  —  Md^u  =  o ; 
foettant  ponr  od'l  sa  yatour     sdud^  (1 1^2)  ,  il  viendra 
'—dudt—Md^  =  o/'' 
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ct  si  ron  substitue  dans  les  expressions  de.  MF  ef 
ME  cette  valeur  de  d'u^  puis  celle  de  d/  en  du,  on 
aura  ^ 

>iG.  3a.  II  suit  de  U  que  la  droite  AFyfig,  ,  menee  perpen- 
diculairement  au  rayon  vecteur  AM  y  rencontrera  la 
normale  MF  au  eentre  du  cercle  oscutateur ,  ou  sar 
le  point  correspondant  de  la  developpee  FZ, 

Cette  developpee  sera  une  spirale  semblabhe  a  la 
proposie  ;  car  Tangle  ^^F^etant  egal  a  T'MA  ,  sera 
le  meme  pour  tous  les  points  de  la  courbe  FZ  ^  comm& 
pour  ceux  de  la  courhe  AX. 

Du  changement  de  la  variable  indipen^ 
dante  ,  ou  comment  on  change  la  dif^ 
f&rehtielle  qu^on  a  prise  pourconstante  ^ 
en  une  autre  quine  le  soit  plus. 

11 5.  Dans  la  recherche  du  rayon  de  courbure  ^ 
pour  les  coordonnees  polaires  ,  fai  regarde  les  va— 
riables  u  et  t  comme  etant  implicitement  des  fonc- 
tions  de  x  y  et  j*ai  fait  en  consequence  varier  en 
meme  temps  les  deux  difFerentielles  du  et  At  \  cepen- 
dant ,  puisqu*on  peut  consid^rer  r^quatioji  de  la  coyrbe 
proposee  entre  les  coordonn^es  polaires  u  et  f ,  ind^- 
pendamment  des  coordonnees  rectangles  x  tty  ,  on  peut 
aussi  regarder  u  conime  fonction  de  etprendredf 
pour  un  accroissement  constant  de  cettederniere  variabl» 
qui  est  alors  independante  de  toute  aiitre.  Soui  ce  point 
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de  yne ,  il  faut  faire  d*^  =  o ,  mais  on  doit  pr^alable- 
mexit  ohanger  les  formules  des  n*'  iia  et  iiS,  dans 
leaqaelles  on  a  toujours  suppose  que  x  itait  la  Yariabla 
ind^pendante  et  que  dx  itait  constant. 

J*obserye  d*abord  qu'en  prenant  tetu  pour  fonctiona 
de  la  yariable  a:,  on  a 

d^=pdr,     da  =  9djt:) 

at  parconB^quent 

du  q 

Diif^rentiant  dans  la  m^me  bypoth^se^  oik  l'on  regardo 
dt  et  du  comme  des  foQcduos  implicites  de  x  et  de  dr, 
phaque  membre  de  cette  equation ,  il  vient 

Atd^u  dud*g 

♦         -/du\  pdg— «qdp  dx  dx  9xdx 

d^^^^=c_  . 

ca  qui  revient 

/dtt\     d/d»w— di/d»/ 


ainsi  qu*il  r^ltevait  de  la  differentiation  immediate  de 
da 

37' 


la  fraction  ^(la).  Dans  cette  hypdthese^  le  coefEcient 


difFerentiel  de  la  Ibnctibn  ^ ,  ou  la  limite  du  rap- 

-  ,  dtt ,  ,  ■  ,  .  '  ;■  d"zx  ^^^^^ 
port  de  d.^ a      n  est  plus  expnme  par      ,  comme 

lorsqu*oi|  pread  t  pour  yariable  indepeudaate ,  mait 
par 
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1  j  /du\     dtd*u  —  dud*t 


Si  donc  on  fait 

du  dm 

eti  regardant  m  et  it  comme  des  fonctions  implicites 
de      on  aura 

did*tt  —  dad*^ 

 dF  ' 

et  par  requation  o  =  adudi*  +  vjd^t  du  n^  i  la  ^  il  vient 

adudt  ud*a-|-2du* 
d«/=  et  n=  • 

Maintenant  il  suit  de  la  nature  m^me  du  Calcul  difFi^- 
rentiel  que  toutes  les  expressions  que  foumit  ce  Cakul 
doiyent^  etre  independantes  des  valeurs  des  accroisse-  * 
mens  ^  et  doivent  parcons6quent  se  transformer.  en 
d'autres  qui  ne  bontiennent  plus  que  les  fonctions  deter- 
minees  my  n ,  etc.  £n  eSet^  on  a  par  ce  qui.pr^c^de 


=  7ndr,     .  d»u=  =i  i — ; 


du 


snbstituant  dans  les  expressions  de  MF  et  dfi  ME,  on 
obtiendra 

am*  —  nu  +  u* 

.  ^^=a;7i»-.nu+u*' 
fortnules  d^Iivr^es  des  accroissemens ,  et  ne  contenant 
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plus  que  les  fonctions  m  et  n  qui  sont  les  limites  dd, 
leurs  rapports.;  mais  quand  on  prend  t  pour  variable 
ind^pendante ,  les  fonctions  m  et  n  sont  representees 

par      et  -g^ ;  et  1  on  a  en  consequence 

~  adu*dt — ad/d»a4-  u*dl^ 

.  ujdu^  +  u^dt^) 

—  ada* — ud*a  +  u*dt* ' 

formules  qui  supposent  u  imm^diatement  fonction  de 
t.  Ainsi  pour  les  appliquer^  il  faudra,  en  diiferentiant 
r^quation  proposee  en  u  et      faire  dt  constant. 

1 16.  II  est  souvent  utile  de  faire  rinyerse  de  ce  qui 
pr^cMe,  c*est-i-dire ,  de  transformer  une  expression 
differentielle  prise  en  regardant  y  comme  une  fonction 
de  X ,  en  nne  autre  oii  x  et  y  soient  toutes  deux  envi- 
sagees  comme  des  fonctions  d*une  troisi^me  variable 
qnelconque  z  ,  que  Von  supposera  ind^pendante. 


Le  coeffident  p  =  ^  revient  alprs  i 


_  dz 

on  doit  donc  regarder  anssi  d^  et  djc  c^mme  des  fonc' 
tions  de  2^  etles  differentier  en>  cons^quence  ^  ce  qui 
donnera 
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fauaflt  ^afiuite  dp^qAx,  on  trouvera 


£n  poursuiyant  de  la  m^me  maniere ,  on  aur^ 

posant     =  rdx ,  on  obtiendra 

_  djT^d^ — ZAxA^xA^y  +  5dydy  —  d  xdj^d^x 

Cest  aiasi  que  les  quantit^s  p>  ^>  etc.  qui  sont 
des  fonctions  implicites  de  x^  s^expiiment  au  moyen 
de  dx,  dy^  A^Xy  etc.  regardees  comme  des  fonctions 
de  2 ;  et  en  substituant  ces  valeurs  dans  quelque  formula 
que  ce  soit,  ramenee  a  ne  contenir  que  des  coefficiens 
diiFereDtiels  ^  on  la  transformera  sous  le  point  de  vua 
general  propose. 

L*expresaon  du  rayon  de  courbure,  par  e)cemple, 

(da^+dy>)i 
^~  Ajcd^  * 

^tant  mise  d*abord  sous  la  forme 
dx* 

deyiendra 
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1 17.  Lesexpressionsde  f  y  etc.  sont  indetermin^ed^' 
tantqu*on  n'a5signe  aucune  relationentrelesvariablesx, 
y  et  2  ;  mais  Feffet  de  cette  relation  ^tablit  une  depen- 
dance  entre  d^a:  et  d^ ,  puisque  %  pouvant  aussi  €t^e 
envisagi  comme  une  fonction  de  x  et  de  ,  dz  en  est 
pareillement  une  de  ces  variables  et  de  leurs  differen- 
tielles  y  et  la  supposition  de  dz  constant  emporte  Tequa- 
tion  d*z  =  o. 

II  n'est  pas  m^me  necessaire ,  pour  obtenir  cette  der- 
niere,  de  connaitre  la  relation  primitive  entre  x,yet 
la  variable  z  quon  veut  regarder  comme  ind^pendante ; 
il  sufEt  d'avoir  Texpression  de  dz, 

Si  Ton  prenait ,  par  exemple ,  pour  cette  variable 
i*arc  de  la  courbe  proposee ,  on  aurait  alors  (75) 

da=v/dr»+dj*; 

et  en  differendant  dx  et  d^  comme  dei  Fonctions  de 
il  vkndrait 

dxd^x  +  dydy  =  o ; 

chassant  d  Taide  de  cette  ^quation  et  de  ses  differen- 
tieUes,  les  differentielles  d^x,  d^x ,  etc.  des  expres* 
sions  de  q,  r,  etc.  on  aurait  les  formes  que  prennent 
les  coefficiens  differentiels  lorsqu'on  fait  varier  x  ety, 
en  cons^queQce  du  changement  de  Farc  z ,  ou  lorsqu'oa 
regarde  cet  arc  comme  la  variable  independante ,  ou 
enfin  lorsqn'on  prend  sa  differentielle  pour  constante. 

Les  conad^rations  g^om^triqnes  repondent  tr^s-clai- 
rement  a  cette  drconstance ;  car  il  est  visible  que  pour 
particulariserlepolygoneMftfilf  etc.  Jig.  a,  qu'on  se  pic.  ar 
propose  d*inscrire  dans  une  courbe  quelconque  C3f, 
il  faut  assigner  une  loi  dans  la  succession  des  angles  d^ 
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ce  polygone.  J*ai  d*abord  pris  les  difFerences  d^abs^ 
cisses  PP' ,  P^P"  ,  etc.  egales  eritr' elles ;  mais  on 
peut  remplacer  cette  loi  par  toute  autre  :  supposer ,  par 
exemple,  qae  les  cotes  MM'j  M^M^y  etc.  soient  6gaux. 
On  peut  aussi  faire  a  volont^ 

d2=dr,    ou    dz  =  dj, 

d*ou  il  resulte 

d*a;  =  o   ou  d^=o; 

et  par  le  moyen  de  ces  hypotheses ,  on  prend  alternar 
tivement  x  qvl  y  pour  variable  independante  ;  c*est- 
a-dire  que  Ton  regarde  y  comme  fonction  de  x  ou  x 
comme  fonction  de  y,  Dans  le  premier  cas 

^=^^  et  dans  le  second  g=—  ^^^- 

Si  on  met  cette  derniere  valeur  dans  Texpression 

on  la  transformera  immediatement  en  celle  qui  con« 
vient  au  cas  oii  Fon  regarde  x  comme  fonction  de  ^  ^ 
et  qui  est 

_(d3:*+dy)» 
^~      dyd^x  ' 

Tout  ce  qui  precede  ne  porte  que  sur  les  signe« 
ct  n  est  enEn  qu*une  maniere  particuliere  d*ecrire  leA 
coeiEciehs  difT^rentiels ;  car  que  y  varie  a  cause  diA 
cbangenient  que  subif  spontant-ment  x ,  ou  a  cause  de 
celui  que  subit  une  autre  variable  2,  de  laquelle  x  de- 
pend,  tout  cela  revient  au  meme  pour  les  limites  qui 
sont  independantes  des  valeurs  des  accroissemens ;  aussi 
lorsqu  on  dilFeirentie  une  equation  eutre  x  ety,  en  fai- 

sant 
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sant  varier  dr  aussi  bien  que  dy ,  on  p<?ut  transformer 
ensuite  les  resultats  en  coefficiens  difiTerentiels  au  moyen 
des  fomiules  du  n*  n6 ,  commfi  on  le  ferait  en  diiFe- 
rentiant  suiyant  le  procede  du  n**  ii5  :  de  Tune  ou  de 
Tautre  maniere  on  parvient  au  m^me  resultat.  Les 
formules  obtenues  par  la  preipi^r^  sont  en  quelque 
sorte  plus  elegantes ,  parceque  les  deux  yariables  y  sont 
traitees  symetriquement.  On  trouyera,  sur  ce  sujet, 
dans  \e  premiei:  chapitre  du  Trait^  de  Calcul  diffe- 
rentiel  et  du  Calcul  integral^  des  details  assez  im- 
portans  et  qui  n^ayaient  encore  ete  donnes  par  personne 
que  je  sache  ayant  la  pid>]ication  de  cet  ouyrage. 

118.  D'apres  ce  qu'on  yient  de  yoir,  on  pourra  tou- 
jours  differentier  le  systeme  de  deux  equarions ,  conte- 
nant  trois  yariables  ^  systeme  duquel  il  resulte  que  deux 
quelconques  de  ces  yariables  sont  des  fonctions  deter- 
minees  de  la  troisieme.  Si  U=  o  et  F'—  o  designent 
deux  equations  entre  o:  ^  y  et  21 ,  on  en  prendra  les  dif- 
ferentieUes  successiyes  en  faisant  varier  en  meme  temps 
celles  des  deux  indeterminee^  que  Von  regarde  comme 
fonctions  de  la  troisieme. 

Si  Ton  avait  trois  equations  r/  =  o ,  oeX.TV-=z  o^. 
entre  quatre  yariables  tyX,y,z,  troisde  ces  yariables 
necessairement  determinees  par  la  quatrieme,  seraient 
des  fonctions  de  celles-ci ,  et  leurs  differentielles  de- 
vraient  varier. 

£n  general ,  un  nombre  m  d^equations  entre  m  4-  1 
yariables  determinant  m  de  ces  variables^  au  moyen  de 
cellc  qui  reste,  ne  doit  etre  regarde  que  comme  con- 
tenant  des  fonctions  de  cette  variable ;  il  faut  donc  dans 
les  difFerentiations  successives  de  ces  equations  faii*e 
yarier  les  ditFerentielles  des  indetermineea  qui  repre- 
sei^tent  des  fonctions  de  la  variable  que  Ton  consid^re 
comme  independante^  et  dpnt  on  prend  la  diiferentielle 
pour  constante. 

Calc.  diff.  L 
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119.  Lorsqu'on  a  des  equations  de  cette  nature^  on 
peut  toujours  en  tirer  ua  resuttat  unique ,  entre  deux 
quelconques  des  yariables  ,  par  un  procede  que  je  yais 
exposer  sur  deux  equations  k  trois  variables,  et  qu'il 
sera  facile  d*itendre  ensuite  autant  ^*on  le  voudra. 

Soient  U  —  Oy  V—o^  ces  ^quations,  Tune  de 
Tordre  m  et  Tautre  de  Tordre  n ,  entre  les  variables  x, 
f  et  leurs  differentielles ,  et  dont  on  veuille  elimi- 
ner  t  \  la  premi^re  pourra  contenir  outre  la  variable  t, 
les  differentielles  df,  d"t,...d'"^,  et  la  seconde  dt, 
^t^,..d^L  Comme  on  n'a  point  les  equations  primi- 
tives ,  ni  toutes  les  diiFerentielles  des  ordres  inferieurs 
a  ceux  des  proposee'8,  il  faut  necessairement  se  procu- 
rer  de  nouvelles  equations  pour  chasser  les  quantitea 
inconnues  di ,  d't ,  etc. ,  et  c*est  ce  qu*on  fera  en  dif- 
ferentiant  n  fois  r^quation  Z7=  o,  et  m  fois  Tequation 
V—  o.  On  obtiendra  par  ce  moyen  n-f-TO  equations 
nouvelles  *,  et  on  en  aura  en  tout  un  nombre  m+n-f-a , 
en  comptant  les  deux  proposees :  les  inconnues  a  eli- 

miner,  savoir,  t,  dt,  dV,  d"»f,  d'""*^^,  .etant  au 

nombre  de  m  -f-  +  ^  >  restera  donc  une  equation 
finale ,  en  o: ,  y  et  leurs  differentielles. 

Si  d^  ^tait  constant^  il  semblerait  qu*en  differentiant 
une  seulc  fois  Tune  des  equations  proposees ,  on  pour- 
rait  eliniiner  t  et  di,  puisqu*on  aurait  alors  trois  equa- 
tions-,  mais  on  doit  observer  que  les  differentielles  d*x, 
d^,  contiennent  implicitement  t ,  puisqu*aIors  on  a  re- 
garde  x  ^\  y  comme  des  fonctions  de  cette  variable 
(118) ;  il  faut  donc  prendre  pour  constante  ladifferen- 
tielle  de  Tune  des  variables  que  Ton  veut  conseryer. 

Hela  differentiation  des  fonctions  de  deucc 
ou  d  unplusgrandnombredieDariables. 

120.  Lorsque  Ton  n*a  qu*une  seuie  equation  entre 
troi$  yariables,  il  faut  d'abord  fixer  arbitrairement  le^ 
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Taleurs  de  deux  quelconques  de  ces  rariables  pour,de- 
tenniner  la  troisieme  ^  qui  par  consequent  est  une  fonc- 
tion  des  deuz  premi^res.  Si  Von  a.,  par  exemple,  r^quatioa 

^+J^ 

on  ne  pourra  obtenir  z,  sans  avoir prealablement  assigne 
des  valeurs  a  o;  et  ky,  mais  il  convient  d^observer  que 
les  quantites  x  ety  n  ^tant  liees  entr^elles  par  aucune 
relationy  la  seconde  peut  demeurer  la  m^me  ^  quoique 
la  premi^re  ait  changi,  et  r^ciproquement. 

11  resulte  de  la  que  la  valeur  de  z  peut  varier  de 
plusieurs  manieres }  i^.  enconsequenced'un  changement 
arrive  a  x  ou  a^  seul ;  a?.  par  le  concours  de  ces  deux 
^roonstances.  Dans  le  prenuer  cas,  la  quantite  y ,  ou 
la  quanti^e  x ,  etant  regardee  comme  constante^  Tequa- 
tion  proposee  revient  au  fond  a  une  equation  a  deuz 
Yoriables;  ainsi  lorsque  x  change  seul »  on  a 

xAx  +  zAz=a,   ou  ap  +  »^==o, 
et  lorsque  c^est^  y  il  vient 

jfdjr +ad»=«o,    ou  y+z^=^o. 
L'on  a  donc  successivement 

z  z 
mais  il  faut  observer  que  la  premiire  de  ces  differen- 
tieHes  est  relative  a  la  variabilite  particuliere  de  x,  et* 
la  seconde  a  celle  dey ;  c'e8t  ce  qu'on  exprime  endisant 
qne  Vune  est  la  differentielU  partieUe  relative  kx,  et 
Tautre  la  differentielle  partielle  relative  k  y. 

Le  sens  de  la  question  suffit  pour  emp^cher  qu'on 
ile  les  confonde ,  et  on  les  distingue  d*ailleurs  sufluain- 
mcnt  en  f^sant  attention  a  la  diff&rentielle  de  la  va-^ 
riable  independante  qui  les  affecte. 

Les  coefiiciens  differentieU  analogues  sont 

L  a 
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d&  d»  

3x         z  *       dy      •  a* 

En  gineral  lor8qu'il  8'agit  dune  fonction  de  pluneur» 

6z 

variables ,  on  doit  bien  se  rappeler  que  dans^ydsest 
la  diiFerentielle  partielle  de  z  relativement  a  tc,  tandi» 
que  dans^,  est  la  differentielle  partielle  rela- 
tive  ky. 

lai.  Si  {{x;  y^  repr^sente  une  £onction  quel- 
conque  de  xet  de  y\  en  supposant  d*abord  que  la  va- 
liable  x  change  seule  et  devienne  x  +  h,  il  faudra  re-^ 
garder  y  conime  une  constante ,  et  traiter  la  fonction 
propos^e  de  m^me  qu'une  fonction  de  jc  ;  on  auradonc 
par  le  th^orime  du  ui  ,  en  faisant  pour  abreger 
f      J')  = 

t(x+h  v^=iH-^^  +      J*l+ ^ -*L4.  etc 
Kx+n,y)=u+^  i  +dr- 1 .  a  ^dr^  i .  a  .3^ 

Pour  trouver  ce  que  devient  la  fonction  propos6« 
lorsque  y  seul  prend  un  accroissement  k  \  on  re- 
g^derait  x  comme  une  constante^  et  f(x,y)  ,  ou  u  » 
commeune  fonction  de^;  par-la  on  aurait 

^dukd^ii  fe*   ,  d^u   k^     ,  ^ 
f  (x,j.+i)=u+^-+g- —  +  +  etc. 

.  Dans  le  cas  dii  les  quantites  x  ety  varient  en  m6me 
temps  et  deviennent  x+  h  et  y  +  k,  comme  on  n a 
assign^  aucune  forme  particuliere  a  lafonction  {(x,y), 
'  il  n'est  pas  possible  d'y  faire  a  la  fois  les  deux  substi' 
tutions  indiquees ;  mais  il  est  ais6  de  sentir  qu'on  par** 
tdendra  an  meme  resultat  en  changeant  d*abord  en 
:p  +  A ,  et  mettant  ensuite  y  +  h  pour  y,  dans  le  de- 
Teloppement  qa*on  aura  obte^tt  par  la  premiere  ope* 
ration.  I 
On  a  deji 
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f(x+A.^)=„+g--+g^_+^^  +  etc. 

u  tepresentant  f  (x,3^).  Pour  developper  les  coeiEciens 
des  differens  termes  de  cette  serie ,  en  ayant  egard  au 
changement  arriv^  a  y ,  fobserverai  d*abord  que  dans 
chacun  d*euXy  x  doit  §tre  regarde  comme  une  quantite 
constante  ,  et  qu*on  doit  les  traiter  parconsequent 
comme  des  fonctions  de  la  seule  variable  y.  D*apre8 
cela,  f  (x,^) ,  ou  « ,  deviendra 

'  dyi     dy'  i.a^dy*  i.a.5  • 

Si  dans  ce  di^Teloppement  on  ^crit  ^ ,  au  lieu  de 

du 

on  aura  pour  ritultat  ce  que  devient  la  fonction 
lorsquej^  se  change  en^r-f*^»  c^est-a-dire , 

Mais  comme ,  en  partant  de  la  fonction  u>  rexpretsion 
— ^ — ^  indique  deux  diiFerentiations  faites  snccessive- 

dy 

ment ,  la  premi^re  en  ayant  egard  a  la  variabiliti  de  x 
seul ,  et  la  seconde  en  ne  considerant  que  celle  de  ; 
on  donne  a  cette  expression  une  forme  plus  simple 

d*iA 

en  Ticrivant  ainsi  qu'il  suit  :  On  represente 

d-(5j) 

de  ni6me  par ^  ;et  en  e^&ral,  il  fant  en- 


dy» 


tendre  par  ^        ,  le  coefficient  diffirentiel  de  Tar- 
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dre  n,  relatif  a  la  fonction       ,  cn  n*y  supposant  qne^ 

variable ,  tandis  que  cette  fonction  est  elle-meme  le 
coefBcient  diflP^rentiel  de  Tordre  m  de  la  fonction  pto- 
posee ,  en  n'y  snpposant  que  x  variable. 

Cela  pos^ ,  la  substitution  dey  +  &  au  lieu  de  chan- 
gera 

dx     dx     dydx  7'*'  dy*dj:  i.a"*"  dy^dx  i.a.S 
dV    d*M  ,    d^tt     ,    d^u     ft»   .    d^g  '  ft^  , 
dor-^^^dx» +53?! +1555^^      +  "5^^  ^ 
d'ix     d^it^  d^tt  A  .     dStf         .     d«a      fe^     .  ^ 

d^^°ai5+^7+-^ai^r:i+dyic»i.a.3+^*''- 

etc. 

En  substitaant  ces  Taleurs  dans  le  developpement 
de  f  A,^) ,  et  en  ordonnant  de  maniere  que  tou> 
les  termes  dans  lesquels  les  exposans  de  A  et  de  &  font 
une  m€me  somme ,  soient  places  dans  une  m6me  co- 
lonne ,  il  viendra 

.  duA  .  d'tt  ftft  .    d'tt  , 

■*"ccr**'dydxiT"^dy»cix  1  .fl  ,~r"*'"''| 

,  d*tt  A»  ,   d»tt     k  h* 

+'d3?T5+d^dx»  i  775'*"***'" 

+-dS5-Tir3 

+etc. 

193.  On  a  obtenu  le  developpement  prec^denten 
mettant  d'abord  x  -|-  A  au  lieu  de  x ,  et  ensuite  y-^k 
au  lieu  de      mais  on  aurait  pu  proceder  dans  un 
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.ordre  inverse ,  et  commencer  par  la  substitution  rela- 
tive  ky  \  alors  f  (x,  j^)  serait  devenue 

ou 

.  Auk  ,  d*u        .     tt  . 

w  +  3  ^  -s-r  h   9  +  e  tc . 

dy  1  ^dj^*  i.a  ^  dy  i  a.3  ^ 

La  substitution  de  x  +  A  ^  au  lieu  de  ^ ,  dans  cette 

serie  ^  aurait  change  u  en 

duA     d^  ft*   .  d^g  , 

"+di7+di^r:s+£?7X3''"®*'''  / 

et  ensuite 

du      du  ,    d*u           d'u  d^u 

dy^°dy  drdj^T     djc»dy  i.a"*  dj;^dj^  1.3.3"*"^ 

d»u    d«u  d^u  A       d^u  d^u 

dy  ^^dy»  drdy*  7  "'^  dr^d/»  i .       dr^dy*  1 .  a . 3 

d^    d^u  ,  d%      ,    d^u        ..     d^u      A-^  , 

^^^+a^;^T+"a^^T:i+dx^dy  i.a..^^''*''- 

on  aurait  eu  parconsequeikt 
.  t     .  7^       .         .  d»u        ,    d»u  fts 

f(^+V+*)==="+dii+d^T:5+-iP"7:o  +^*^' 

,  duA  ,  d*u  AA      d^u    A>  A 
+^T+d«lyIT+da;*4y  3.»    T  +''^^- 
.  d»u        ,   d^^u  A 

+:rrr:s  r  TT+etc. 


'  dy  1.2    dxdy*    1  i.a 

d^u  ^  ^ 

-f.—   -f-  etc. 

+  etc^ 

It  cst  ^vident  qne  ce  second  developpement  doit  ^tre 
identique  ^vec  le  premier ;  car  il  est  indifferent  de  chan- 
ger  d'abord  x  en  a:  +  /r  et  ensuite  en  +  ,  0«  de 
faire'  les  memes  substitutions  dans  un  ordre  inverse  , 

L4 
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puisque  d*uiie  maniere  ou  de  Paatre  dn  obtient  ^gale-^ 
ment  f(x-|-A,^  + A). 

Si  on  corapare  dans  ces  deux  d^yeloppemens  lea 
termes  qui  sont  alFectes  des  memes  pui&sances  de  &  et 
de  ft,  OB  trouyera  cette  suite  d*equationa« 


d»u 

dydx 

dxdy 

d'u 

d^u 

dydjc^  ~ 

dx*dy 

d^u 

d»i* 

dy*dx 

dxdy 

dx^^dy" 

etc. 

etc 

II  resulte  de  la  premi^re  que  le  co^fficUiU  iUfferen" 
tiel  du  second  ordre  d'une  fonction  de  deux  s^ariablest 
pris  en  differentiant  par  rapport  d  tune  d/elles  et 
ensuite  par  rapport  d  Pautre ,  reste  le  mSme ,  <juel  qua 
soit  Vordre  quon  ait  suivi  dans  les  differentiat ions. 

Soit^  par  exemple,  u=jxf^y\  si  on  diiFerentie  cl'abord  en 

regardantxcomme  senle  variabla,  onag^as/nar^^j^"; 

piiTerentiant  ensuite  ce  reaultat^  en  ne  faisant  yarier 
,  .  d*u 

que^,  on  obOent  j-jg  =  mjuc^'j'"~*  :  en  op^rant 
dans  un  ordre  inverse ,  on  trouye 

du  d*u 

g^  =  «x«y-*  et  _  =m«a--:y-- 

et  on  yoit  que  le  demier  resultat  est  le  mdme  dans  )ee 
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deux  cas^  Les  autxes  iquations  rapport^es  ci-dessus  ne 
sont  que  des  consiquences  de  la  premi^re. 

i5i3.  En  retranchantf(x,jr)  ou  u  de  f  (x-J- /r,jr 4- A) , 
on  trouve 

fr    I  L      I  7\     r/>     N     duA  .   d*u         .  , 

'  dy  1  ^  dydo:  1  1 

+  -T-r  h  etc. 

+  etc. 

8i  on  etend  aux  fonctions  de  deux  variables  la  deC' 
nition  que  j'ai  donn^e  (5)  de  la  diiferentielle  d'une 
fonction ,  on  verra  que  celle  de  f  (  x ,  j^) ,  ou  de  u , 
est  comprise  dans  les  deux  tennes  qui  forment  la  pre* 
miere  colonne  du  developpement  pr^cMent ;  et  ea 
changeant  A  en  dx  et    en  dy ,  .on  aura 

df(x,^)=du  =  ^dx+^dy. 

II  suit  de  U  que  la  difflirentielle  totale  d  une  fonction  de 
denx  variables  renferme  deuxparties,  savoir  *  ^ 
ou  la  differentielle  prise  en  regardant  x  comme  seule  va^ 
riable,    ^     '        dilFerentielle  prise  en  regardant 
y  comme  seule  variable. 

On  peut  donc  appliquer  aux  fonctions  de  de^x  va- 
riables,  les  r^gles  donnees  (n«  10  et  suiv.)  pour  la  dif- 
fierentiation  de  celles  qui  dependent  d*une  seule ,  et  pour 
cela  on  differenUera  lafonction  propos^e  d'abordpar 
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port  a  Vune  des  iforiables  ,  et  ensuite  par  rapport  a 
tautre  :  la  somme  des  deux  resultats  sera  la  differen^ 
tielle  totale  cherchee. 

134«  Jene  crois  pas  qa'il  soit  necess^re  de  doiiner 
beaucoup  d'exemples  relatifs  a  la  dilTerentiation  des 
fonctions  de  deux  yariables^  puisqu*elle  rentre  dans 
celle  des  fonetions  qui  n*en  contiennent  qu'une ;  je 
me  bomerai  donc  aux  suivans  : 

On  Yoit  sur-le-champ  ^  d'apres  la  regle  ci-^essus  ^ 
que 

dQx+y)  =  dx  +  dy 
d  .  xy    =ydx  +  xdy 

X  dx     3cdy     ydjg  —  xdy 

y      y    y  y" 

Soit  encore  i*.  u  =  af^y*\  on  a 

dx  =  mxf^^^^y^dx 

du  ,  « 
^*djr  =  ar-^-«dy; 

donc 


du==7na::^'^"dj:+Jiac"y^'dy==jc*"^y^  : 

du  gyjcdr 

d«  ,          ady  , 
g-djr=?  J—^  -j. 


donc 

 2^+-A-  2^&_-. 

(x»  +  y»)5    (x*+y)5  («•+y»)» 
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ou  en  reduisant 

 —  axydx  -j-  ax^iy^ 

3*.  u=:Arc^taiig=:^^|,  expression  qiii  cat  celle 
d  un  arc  de  cercle  dontle  rayon  est  1 ,  et  la  tangente^; 
pour  la  diflTerentier  on  fera  ^  =  «  ,  et  on  cherchera , 

y 

d'apr^s  le  b^35,  la  differentieUede  Tarc  dont  la  tangente 

dz 

eat  exprimee  par  »;  il  viendra  pour  resultat  ^Zf^»  ' 

aura  donc  du  =    ^  ^ ;  et  mettant  au  lieu  de  z  et  de 
1  +  « 

d&  leur  yaleur  ^  on  trouyera 
^dx  —  xd^ 

du=  

135.  La  manidre  dont  on  ^crit  les  diff^rentielles  des 
fonctions  qui  d^pendent  de  plusieurs  yariables  donne 
lieu  i  des  remarques  importantes.  On  a  dejayu  (iso) 

qn*il  ne  faut  pas  confondre  alors  ^  dr  ayec  du  >  comme 

on  pourrait  le  faire  si  u  ne  renformait  qne  la  seule 

Tariable  x-^  parce  que  rexpresaion  ^  a  dans  ce  cai 

un  sens  particulier ;  elle  designe  le  coeflicfent  difF^ren- 
tiel  pris  dans  Fhypothese  de  x  seul  variable;  ou  le  quo- 
tient  du  premier  terme  du  deyeloppement  de  la  diffi-* 


\ 
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rence  prise  dans  cette  hypothese ,  divise  par  raccrois-* 

sement  dx  :  il  en  est  de  meme  de 

dy  , 

Les  quantites        ^  sont  appelees  ordinairement 

iijfirences  pcLrtielles  du  premier  ordre  de  la  fonction  u ; 
d'""*'"a 

et  en  geniral  ^^^^n  represente  une  de  celles  de  ror- 

dre  m4-  it,  prise  en  difFerentiant  m  fois  par  rapport 
ix ,  etn  fois  par  rapport  iy, 

'Je  crois  de?oir  observer  que  la  d^nomination  de 
difference  partielle  n*est  pas  exactc ;  car  les  formules 
qu*on  designe  ainsi  n*exprinient  point  la  diffirence  entre 
deuxquantit^s.  LeByrsdesdiJferencespartielles  de  u  sont 

f  (a:  +  A,jr)— f(a:,j^), 
f(x,^  +  ft)— f  (a:,j^), 

la  premi^re  etant  prise  'en  nayant  egard  qu'au  chan« 
gement  de  x  ,  et  la  seconde  en  ne  supposant  que  celui 
de^.  Les  expressions 

,da-      du ,       duj  da, 

qui  sont  les  premiers  termes  >des  developpemens  de  <ei 

differences ,  doivent  ^tre  nommies  differentielles  poT' 

•  ff       dtt    du  , 
tielles  >  ®*  ^  >  ^  >  rcsteront  toujours  les  coefficiens 

diffdrentiels  du  premier  ordre  de  la  fonction  proposee; 
mais  il  faut  remarquer  qu*une  fonction  d'une  senle 
variable  i|*a  dans  chaque  ordre  qu'un  coelEcient  diffe- 
rentiel  (17)  tandis  qu'une  fonction  de  deux  variables  a 
denx  coefficiens  differentiels  pour  le  premier  ordre  » trois 
pour  le  second ,  quatre  pour  le  troisieme ,  etc. 
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Yoici  coimuent  on  peut  trouver  ces  diyera  coeffi- 
mienB,  en  partant  des  deux  premiers  : 

On  a  d'abord 

prenant  ensuite  la  differentielle  des  fonctions  ^  et  , 

qui  doiyent  Itre  trait^es  comme  des  fonctions  de  deux 
variables,  il  yient 

,  du     d*u  ,    .   d*u  , 

^d5r=di^^+-d^4y; 

€t  parceqne  ladiflPerentielle  seconde  n'est  antrechose 
fpte  la  differentielle  de  la  differentielle  premiere  , 
on  aura 

dHt  =  ^dx*  +  «3:;5^dxdy  +  ^dy . 

en  regardant  dx  et  dy  comme  des  constantes ,  et  en 
observant  que  les  coefficiens  differentiels  dont  les  deno- 
minateurs  ne  pr^sentent  que  les  differens  arrangemens 
d'an  meme  produit  en  dxet  dy  ^  sontidentiques  (Jiid). 

Si  on  diff6rentie  les  coefficiens  differentiels  qui  s» 
trouTeut  dansle  resnltat  pr^cedent,  il  idendra 

,    d*u        d^u    .     ,     d^u  j 
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et  parcons^quent 

On  continuera  facilement  cette  formation ,  et  on  re^  /  - 
marquera  sans  doute  Tanalogie  de  ces  resultats  avec  les 
puissances  du  binome. 

II  faut  remarquer  que ,  d*apr^  la  notatioit  pr6ci« 
dente^Ia  serie  du  n^  id3  rentre  dans  celle  du  aa, 
lorsqu'on  substitue  dx  a  &  ^  et  dy  i  A ;  ensorte  que 
si  on  designe  f(x+dx,y  +  dy)  par  i/,  on  a  encore 

,  du  .  d»tt   .    d%     ,  ^ 

U'— U=z=  f-  1  s  +  CtC.  f 

formule  toat  aussi  g6n^rale  que  celle  du  islS  ^ 
pnisque  les  aecroissemens  dx  et  dy  sont  ^galement 
arbitraires. 

iflG.  H  est  aisi  d'etendre  ces  considerations  aux 
fonctions  d'un  nombre  quelconque  de  variables,  etde 
6*assurer  que  si  Ton  a 

tt  =  f(f,  x,y,  z), 

il  en  r^snltera 

,       dtt,    ,  dtt  ,     ,  dttj    .  dtt  - 

en  designant  par 

du      du       du  du 

Tt'    35'    dj?'  ' 

les  coel&ciens  differentiels  de  la  fonction  u,  pris  en  j 
faisant  varier  seulement     ou      oujf,  ou  z. 
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Cette  notation ,  due  a  Pontaine ,  est  la  plus  simple  et 
la  plus  expressive  de  toutes  celles  qu'on  a  proposees  pour 
remplir  les  memes  indications.  Euler,  dans  la  craiiite  que 
Ton  ne  confonde^  par  exemple,  le  coefBcient  differen- 

tiel^  avec  le  rapport  de  la  diff^itsntieHe  totale  i 

ladifferentielle  dx,  rapport  qui  est  equiyalenta 

disigne  ce  rapport  par        tandis  qa*il  exprime  le 

coelEcient  differentiel  par  ^^^*  discours 

rend  presque  tou]ours  cettedistinctioii  superflue ;  Fen- 
taine  d^aillenrs  avait  pourvn  au  cas  oii  elle  etait  abso- 
lument  n^cessaire,  en  proposant  d'ecrire  le  rapport 

ainsi :  ^  4^>      sentant  que  ce  rapport  est  employe 

beaucoup  plns  raremeiit  que  le  coefficient  differentiel , 
il  ayait  affecte  a  ce  demier  le  signe  le  plus  simple  , 
ce  qui  est  conforme  a  la  theorie  de  toutes  les  no- 
menclatures,  et  precisement  contraire  k  ce  qu'a  fait 
Euler. 

Considerant  que  Ton  n*emploie  jamais  le  rapport  des 
differentielles  des  deux  quantites  sans  supposer^  ait 
moins  implicitement ,  qaeFune  est  fonction  de  Tautre^ 
et  que  Vexpression 

dtfj^  ,  du  ,     ,  dtt  j    ,  du  , 

 g-JL  .    ou  ^du. 
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n*ade  sens  qu'autant  qu*on  regarde  les variables  t^yetz 
comme  dependantes  implicitement  de  x,  j*ai  propose 
d*ecrire  cette  expression  ainsi : 

d(u) 
dx'* 

renfermant  la  fonction  entre  deux  parenth^ses ,  ppur 
montrer  qu'on  y  faisait  varier  non-seulement  les  termes 
affectes  explicitement  de  x ,  mais  aussi  toutes  les  quan-» 
tites  qui  pourraient  d^pendre  implicitement  de  celle^i. 
Cette  notation  a ,  comme  celle  de  Fontaine ,  Tavantage 
de  consacrerle  signe  le  plus  simple  au  cas  le  plus 
fr^uent. 

127.  Soit  u=o  une  equation  renfermant  x^  y  et  z  ; 
a  on  regarde  x  ety  comme  les  deux  variables  inde- 
pendantes^  sera  une  fonctionde  Tune  etde  rautre» 
et  lorsque  x  recevra  un  accroissement  quelconque, 
y  etant  suppose  constant ,  z  eprouvera  un  changement 
8|ibordonne  a  celui  de  x.  Dans  cette  hypoth^se ,  Tequa- 
tion  u=o  devra  ^tre  ehvisagee  comme  une  equation 
entre  deuz  variables  xetz;  on  aura  donc  (38) 

du  .du  dz  

dx     dzdx  ' 

et  de  la  on  tirera  le  coeiHcient  diff^rentiel  de  z  relatif 
a  la  variabilite  de  x.  II  faut  se  rappeler  ici ,  d*apres 

dz 

\h  distinction  qui  a  et6  faite  n^  120,  que  dans  ^ ,  dz 

nest  que  la  differentielle  partielle  de  z ,  prise  par  rap- 
port  au  *changement  de  x  seul. 

n  est  ^vident  que  si  on  ett  fait  varier  y  on  aurait 
eU|  en'diiFerentiant  Fequation  proposee  comme  ne  con- 

*  tenant 
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tenant  que  les  yariables^  et « , 
dy      ds  dy 

Si  on  mnltiplie  par  dr  la  premiire  des  ^q^aations 
trouyee»  ci-dessus^  et  la  seconde  par  dy,  et  qu'oa  Ie« 
ajoute  enmHte ,  il  yieudra 

mais  ^do?  +  ^dj^,  n'est  autre  chose  que  la  diflFSrcn- 
tielle  totab  de  z  {y^)  :  on  aura  donc 

du  -  ■      dtt  ,    ,  dtt  , 

cVst-indind ,  q[u*on  pouna  ^aler  k  zhro  U  differentieUe 
premi^ede  reqnadoa  uzsao,  prise  par  rapport  atux 
troia  variableB  y  et  2.  II  ne  faut  pas  perdre  de  vue 
que  cetto  diffl&rentieUe  ^tre  regard^e  comme  ^qm* 
valente  k  deux  equations ,  car  en  y  substituant  popr  4^ 

sa  valeur  j^^dx  -f-g^'dy ,  ilfaudra,  k  cause  de  fin- 

dependaiice  des  accroi^isemen»  dv  et  dy  j  que  les  quah- 
tites  qui  multiplient  chacun  d^eipc  soient  a^pv^inci^t 
egales  4  9ero. 

ia8.  On  parviendra  aux  ^qnations  qni  donnent 
coelBciens  des  ordres  sup^rieurs,  en  diffeNntMnt  let 
^quations 

du  '  '  <iit  ds'  • 

dtf     dtt  dg 
dy      d»  ^ 
Cale.  diff.  M 
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Je  repr^senterai  la  premitee  par  =  o ,  et 

la  seconde  par        =  o  >  conformement  a  la  notation 

adoptee  ces  ^quations  renfermerontencoreles 

trois  variables     ^ et  2,  et  pourront  ^tre  traiteee  comme 

la  proposee.  £n  n*ayant  d*abord  egard  qa'au  change- 

ment  de  x,  non-seulement  z  varieFa,  mais  en  m^me 

  . 

temps  le  coefficient  du  premier  ordre  ^  ,  donnera 

naissance  an  coefficient  du  second  ordre  -^^,  En  diffe- 

dCu)  , 
renbant  donc  -^^-  par  rapport  a  x ,  on  aara ,  comme 

pour  les  equations  a  deux  variables , 

^d\u)        -d»u  ,     d^u   ,  d*ttd6*  ,  da  d»» 

Si on differentie         ^  .p^..raj[>port        et^  ou 
par  rapport  .a  x  et  a  « ,  en  pbsarvant  que  dans 
.  le  prefflier  cas,      donne         ,  et  dans  le  second 

■• ,  '  ■  ■^  '^  ,  .  ^  . 

dx3y  ~  dydx  *  ™  resultat  umque ,  qut 
"  '  d»(u) 

d*tf  ,  d*u  dz  ,  d*u  da  '  du  d*z  d^udgdg  

dxdy    dxdydx^  izdxdy.^dxdy  dz^dxdy 

Enfin  riqnation  ^^^==0,  differenti^e^  en  regardant  jr 
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<it  z  comme  «eulea  yariables,  produira 

°"g^+^a^d^+d?jp+ajdp- 

Mais  piiiBqne  z  est  ime  fonctiaii  de  x  et  de^ ,  on  doit 
regarder  u  comme  une  f onction  de  ces  yioiablet , 
tcons^ijnient  on  aura  (ia5) 

j«r  N    ^Wj^j  .^C'*);!^  ^ 

M  en  effet^  si  on  substitue  a 

d>(tt)^       d*(ii)  d>(tt) 
da:»  '  dy*  • 

lee  risultats  trouT^t  ci-demu  ^  et  qn'on  remplace 

dt  .    ,  d«  , 

par  la  dlff^rentielle  premi^re  totale  ds ,  et 

par  la  differentieUe  seconde  totale  d*z,  on  anra  k 
m€me  iquation  finale  que  celle  qu'on  aurait  obtenue^ 
u  on  ayait  «Mff^entii 

dtt  ,     .  dttj    ,  dttj 
aid^+^dy+^dz  =  o, 

en  regardant  dr  et  dy  comme  conitans^  et  z  comme 
une  fonctionde  x  et  dej^. 

lag.  On  itendra  sans  peine  ces  conaid^rations  i  tel 
ordre  de  diffirentifi^on;  eu  i  tel  nombre  de  yariabJes 
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qu'on  Toudra ;  car  tout;  se  riduit  k  detertm&er  ecfflev 
qui  sont  ind^endantea'»  ce  (|u'oane  peut  faire  que  par 
la  natufe  de  laque^on  qui  a  conduit  a  Tiquation  on 
aux  ^quations  propos^es;  et  ensuite  on  diiF^rentiera  ^ 
^port  a  chacmte  de  cesiyariabks  en  pasticulier^ 
en^  traitaBC  lee  Taciables  subordomiieff  conune  ^aDton*' 
plicitementdes  fonctions  des  vambka  independantea. 

^  Si^  par  ^ettple^  on  dToitles  deux  ^ationi 

u=o,  v==o, 

entre  les  dnq  Tariables  s,  x,  y  et  on  yerrait 
que  trob  de  ce^  Tariabtes  sont  ind^pcndantes.  Suppo- 
sant  donc  que  y  etz  ^ient  les  dedx  ;irariables  subor- 
donn^es,  oudes  fonctions  de  donn^es  par  les 

equations  propbsees  ,  on  differentiera  successiTement  n 
et  V  par  rapport  k  s ,  par  rapport  i  t,  par  rapport  a  x ; 
et  on  aura 

du  .  dtt  dj^     du  ds  

^  +  d5?d;"*'dl^~'** 
dw  ,  du  dy  ,  du  d£ 

du  dudy  ,  du  dz 
3£  *"  3y  dx     ^  3!r 

Si  on  multiplie  respectiTement  ces  ^quatians  par 
As^  dt,  dx,  qu'on  les  ajoute  et  qu'on  mette  dy  au 
lieu  de 

ds  au  lieu  de 

d«  j    .  *B      ,  j 
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On  tiriBra  un  resnltat  semblable  de  r^gnatioiL  v  s^:  o 
*tt  il  8'ensuit,'  qu'en  difFerentiant  lea  equations  u=o 
et  V  —  o ,  par  rapport  a  toutes  les  variablcs     t,  m, 

.K^y  et  2»  et  en  y  substituant  au  lieu  de  dy  et  de  d^ > 
les  expressiOQiS.de  ces  difiTerentielles,  consider^es  comme 
appartenanit  k  des  fonctions  de  trois  yariables  (126)  , 
il  fimdra  ^igakr  sipar^ent  i  tito  'le  coeilicieiit  dela 

.  diflSerentielle  de  chaque  yariable  ind6pendante. 

ED~regardaitt  lescoeflBcknadffS^rentiels  enx^^nrtines 
rouDie  de'noffTeUcs.ffanctiD]is  des  yariables  indopen- 
dante»,  ^n  ne  saurait  %toe  :drrete  dans  la-ireehercbe 
des  diflE^nentiell^  ulterienzes^  ainsiapr^s  quelques  ie- 
inarques  sur  relimination  des.constantes  et  des  fonctions, 
>e>terminerai  ce  qui  regarde  la^formation  des  ^quations 
differentielles. 

i3o.  L*^qu4tion  u=«'^  entte  scy  y      Zy  ajant 

deux  differentJelIespremiere8^^^=o  et         =  0  , 

il  est  eyident  qu*on  peut  eliminer  deux  constantes  entre 
ces  trois  ^quations  y  et  le  r^sultat  ezprimera  la  relatiDn 

dib  ds 

des  yariables  ac,y  ^  a  et  d^scoefliciaifl^  ,  g^,ind6- 

pendamment  des  quantites  eliuiin^es. 

Si  on  joint  aux  ^quattions  precedentes  ies  trois  du 
second  ordre, 

d*dy 

M  3 
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on  aora  siz  equations  ,  entre  lesquelles  on  poi^Ta  itt^ 

miner  cinq  quantitis,  et  ^insi  de  tnite. 

i3i.  Ceci  conduit  a  une  remarque  importante 
c*e8t  qu*on  peut  eliminer  d'une  iquation  a  trois  om 
i.  un  plus  grand  nombre  de  variahles ,  des  fonqtiona 
dont  la  forme  est  absolument  inconnue.  Soit  pour 
exemple  requatioas  =  f  (ox  +  6y )  ,  dans  laquelle  la 
caract^ristiquef  d^signe  une  fonction  dont  l^forme  n'e»t 
determinee  en  aucune  maniere  :      yais  en  d^uire 

ime  ^quation  entre  ^  et  ^ ,  ind^endabte  de  cette 

fonction  et  qui  conyiehdra  ^jgalement  a  * = a-x?  +  Jy ,  4 
3=  |/aa?  +  ^y,  a  «=;8in  (ox  +  fy)  «t  en -gfenfeal  i 
toutes  let  fonctions  de  la  qu«Dtxt&  ax  +  by  ^^ie-  qaekpie 
f orme  qu'eUes  soient.  Je  fais  pour  cela  ax  -j^  by  =  ti 
Vequatioa  prbpos^  devient  s  =  f(t)|  et  parconarfe- 

df(t)i 

quent  on  aura  da  =  f  ( t)  d/ ,  en  reprfisentant  — gjp» 
par  f'(0 ;  mais 

dz=^dx+^dy, 

,       dt        ,  dX  , 
A=g-da:+^dy, 

d'oa 

Iflettant  donc  pour  ^®*,;^  1©"»  Y^leurs  a  et  b  ,  pni* 
^liminant  T  (  0  ^  ^  viendra 
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Cetlie  ^quation  exprime  un  caractere  au  moyen  du- 
qtiel  &n  pourra  reconnaitre'  jsi  une  quantite^iroposee  est 
une  fonction  de  ar  4*  ^  ou  nen  *,  car  d^^P^^s  sa  for- 
m^tion,  elle  doit  ebe  sadtisfaite  ou  de^^^ 

tQutes  lea  fbis  cpi*on  y  siibftitiicra  an  lieu  jj* 

les  valeurs  qui  r^sulteraient  de  la  differentiatioh  d'une 
fdnction  de  or  +  •  suppose  qu'on  ignorat  rorigine 
du  ^olynoine  a^o:* -jh  ^iiiajy :  en  *X4g^4ftt.a  », 
et  en  ditferentiant  on  trqvyera 

^=aa*j:  +  flaiy ,     ^  —  ixabx^itby; 

€es  Taleurs  mises  dans  V^quation 

rendent  idjBntiqne:  e&conclura  dQnfi.^net.le^^Iy- 
noo^e  represente  par  ye$t  we  fonction  de-^*  by  ^ 
ce  qui  est  d*ailleurs  evident,  puiisque  . 

a»x*  -i-aabay  +  6^»  s=:<ax  +  &y )V  . 

On  Yoit  en  g^neral  que  u  =  o-  ^tant  une  ^quation 
enfre.JV^y  ,  «  ,  et  une  fonction  quelconqjie  ind^termi-r- 
nek  represehtee  par  {*Q)^'tt  dans  laquelie  on  ne  connait 
que  la  composition  de  f  en  a;,^  et «,  oa  pourra  tou- 
jours  eliminer  f  (^)  et         a  Taide  des  ^qua.tioju 

'  £npasaantau  secohdordt^,  le  hombre''<d'iqtiations 
devenant  plus  grand,  il  est  possible  „  danifbeaucohp  de 
cas,  d^eliihiner  deux  fdhcrtibns  ind^terminees  ;  mais^e 
n'ent^erai  point  dans  pes^cUtails,  non  p^us.que  dans  ce 
qui  regarde  les  equations  qui  rehferment  plus  de  trois 
variables. 

M4 
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i3a.  Je  dirai  ici  trea-peu  de  chose  sUr  la  mfl- 
ni^re  de  reduire  en  siries  les  fonctions  de  deux  varia— 
bles  y  parcequ'il  arrive  le  plus  spuyent  qu'oD  ne  les 
Veloppe  que  par  rapport  a  Tuoe  des  variables  qu'elle» 
coatienneitt ,  eti  snppasaiit  A.  I'autre  une  v^eur  cone- 
tante ,  et  qu'alors  elles  doivent  ^tre  trait^es  de  meme 
que  les  fonctions  d'une  senle  variable.  II  sera  peut-etre 
utile  neanmoins  de  faire  voir  que  la  fonnule  du  lai  , 
Vetnploie  d  developper  les  fonctions  de  deux  variables^y 
comme  celle  du  n*  si  s^appliqiie  aux  fonctions  qui  ii'en 
renf erment.  qu'une. 

Si  onfait  x=o  et^rr  o dans laformule  du  n''  lai  , 
c*e8t*a-dire  ^  dans  u  et  dans  chacnn  de  sea  coefficieji» 
differentiels»  elte  donnera  le  developpemedt  de  f  (  A  ^  A  ) 
ordonni  soivant  len  puissances  d^s  quantites  h  et 
.jafljson  pourra  ^crire  xsm  lieu  de  et  y  anlieu  de  k, 
et  iT^  r^snltera 

4.  etc. 

en  observdnt  de  faire  x  ety  nuls,  tant  dans  u  qne  dans 
les  expression^  qu'oa  obtiendra  povr  cbacnn  des  coeili- 
ciens  diff(§rentiels. 

On  pourrait  encore  airiver  au  developpement  de 
f  (x  ,y)  par  la  differentiation ,  ainsi  cpi*0A  est  parvenn 
k  celui  de  f  (x)  dans  le  n''  19 ;  car  si  on  luppose 

uz^^J+Bx+Cy^Da^  +  Exy  +  Fy  +  ttc. 

leslettres  B ,  etc.  designant  "des  qua^titiSs  indA- 
pendantes  de  x  et  de^  j  et  qu'on  differentie  cette  ^qua- 
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Hott  jfSt  rapport  a  x  par  rappoit  a^,  plusieurs  foi« 
de  suite ,  de  mani^re  a  former  les  expressions  des  coef- 
Bdens^  dtfferentieis 

du      du       dt^  d*u 

on  aura^  en  egalant  a  zero  x  ety,  apris  les  differen-- 
tiations  ^ 

d»i*         _     d'««  „  d«u 

i  r^gard  de  ^  on  ti-ouvera  sa  T^Ieur  en  dierchant  celle 
de  la  fonction  u ,  lorsque  x^ty  sont  nkils. 

Recherche  des  minima  et  Je^  maxima  des 
fonctions  de  deuon^varidbles. 

5i  dans  une^  fbnction  de  denx  TariableS;  on  en 
regardeiine  coniMe  coMstabtej  etqo*ond<^edrautre 
une  infinit^  de  valeurs ,  A  chacune  de  ces  valeurs  il  coiv 
respondra  une  ou  plusieurs  valeurs  de  la  fonction  pro-* 
posee,  parmi  lesquelles  il  pourra  6*en  trouver  qui  soient 
des  majclma  on  des  minima ,  et  qu'on  determinera  en 
^galant  k  2^ro  le  coeiHcient  diiFerentiel  relatif  k  la  va- 
riable  i  laquelle  on  a  attribu6  les  chaogeniens  de  la 
foDCtion  (4^). 

Ainsi  u  etant  une  fonction  de  x  etdey,  si  on  jup- 
pose  y  constant  et  qu*on  fasse  ^=o,  on  obtiendra 
les  valeurs  de    ^tii  donseht  les  ptus  ^andes  et  les  pliis 
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petites  valeurs  de  u ,  parmi  toutes  cellee  qui  repoadeal 

a  une  meme  yaleur  de  y. 

Le  resultat  qu'on  obtient  de  cette  mani^re  est  encore 
indetermine ,  puisqu*!!  peut  varier  i  raison  des  change- 
mens  quon  fera subir  i la seconde  variable^,  et n*offre 
parcons^quent  que  des  maxima  ou  des  minima  relatifs^ 
parmi  lesquels  il  en  existe  necessairement  un  nombre 
limit^  qui  surpassent  ou  qui  sont  moindres  que  tous  les 
autres ;  et  qui  r^ponden^  a  des  valeurs  determin^es  de jr. 
Ces  demiers  qui  sont  entierement  d^terminis  sont  des 
maxima  ou  des  minima  absokis  de  la  fonction  proposee; 
on  les  d^couvrirait  ais^ment  en  chassant  x  de  la  fonc- 

tion  u,  atimoyen  de  r^ation      =  o,  ce  qui  ren- 

drait  u  fonction  de  y  seul ;  et  en  designant  le  resultj^t 

d  V 

par  V ,  il  suffirait  alor»  de  faire         o ,  pour  determi- 

w  y  convenablemex\t  a  Tetat  de  la  question  (4^).  ; 
On  peut  parvenir  k  une  equation  ^quiyalente  i 

^  =  Oj  sans  qu'il  soit  besoin  d*eliniiner  x\  pour  cela 

il  faut  obserrer  que  requation  ^  sr  o  ^  fouraie  par 

la  condition  du  maximum  ou  dii  minimum  relatif  iix^ 
etablit  une  relation  entre  les  Variables  o:  et^ ,  ensorte 
qu'on  doit  regarder  la  premiere  comme  une  fonction. 
de  la  seconde.  JEn  daferentiantdans  ceUe  hypothesp^  oh 
4nra  (laS)  . 

dy        AxAy^  Ay  * 
r^sultat  qui  se  rMuit  a^=:  o ,  puisque  par  la  condi^ 

tion  relative  kx       a,  d^ja  ^     o^  . 
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On  determine  donc  les  valeurs  de  x  et  de  ^  qni 
donnent  les  maxima  et  les  mimjw  ab(K>lus  de  la  fon«* 
tionz^,  au  poTen  det  ecpiationA 

du  du 

£n  ^endant  ee»  eonndiratioQ«  anift  fi>nction8  de  tant 
de  Tariables  qa'on  vondra,  on  tronv^a  qne  pour  oh^ 
tenir  ies  maxima  et  les  miaima  absolus  de  cesfonctionS  ^ 
Ufant  en  igaler  sdpar^ment  d  ziro  les  co^fficiens  di^P^ 
rentiels  du  premier  ordre^  pris  par  rapport  u  chacune 
lies  vtriables  dont  elles  dipendent. 

|34*  Les  earacteres  distinctifs  des  maxima  et  dea 
jninima  dans  les  fonctions.de  pliisieurs  variables  se  tirent 
de  principes  analogues  a  ceuxqu'on  a  employ^s  a  T^gatd 
des  fonctions  d'une  seule  variable  (49)  >  TappM- 
cation  eet  plus  bompUqu^e ;  c'e8t  pourquoi  je  me  bor- 
uerai  k  ce  qui  regiurde  les  fonctions  de  deux  variables. 

Soit  u  une  fonction  de  x  et  de^;  pour  abreger ,  je 
^isignerai  par 

B,    C,   D,   E,  F,  etc, 

]a  snite  des  fbnctiont 

du       du        d*u         d*tt  d*u 
dx'     a^'      d^'     d^'  ap"' 

lerisnltatde  lasiibfltitution  de  x-f*  +  ^> 
•eta(i9i) 

Hh^tc, 
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expression  dont  la  yaleur  doit  ^tre  moindre  que  lors 

*du  maximum  absolu ,  et  plus  grande  lors  du  minimim 
^   absolby  quels  que  soient  les  signes  des  lettres 

pourvu  qu'elles  n*expriment  que  de  petits  changemens. 
Mais  comme  les  termes  du  premier  ordre  Bh  ,  Ck  , 
qu'on  peut  rendre  plus  considerables  que  tous  les  antres» 

«en.prenant  h  et  A  d-une  t>etitedae  convenabte,  changent 

-de  signe  en  meme  temps  que  ces  quantitea ,  un  raison- 
nement  semblable  k  celui  du  n^  4^ »  ^era  -voir  qu*ib 

-  doivent  #tre  nuls  dans  le  cas  du  maximum  xmdxLmiai'' 

-mum;  on  anra  donc  d'abord. 

«     du  ^     dtt  ^  . 

eomme  il  resulte  de  la  r^gle  enonc^e  dans  le  n*  pre- 
cedent. 

Ces  conditions  ^tant  remplies  par  les  valenrs  de  x^t 
de  y ,  determinees  en  consdquence ,  il  faudra  ensmte 
.  que  les  coefliciens  Z>  ^  JEJ  et  ne  s^^vanouissent  pas  en 
meme  temps ,  etde  plus,  que  le  signe  de  la  quantit^  du 
•econd  ordre  ^  qni  forme  la  deuxieme  ligne  du  deve- 
loppement  ci^desses  ,  soit  ind^pendant  des  rapports 
qu*on  pourrait  ^tablir  entre  hetk  et  de  leurs  signes. « 

On  sait,  par  la  tb^orie  des  ^quations  algebriques, 
qiie  toute  expresaon  jde  la  forme  de  leur  premier^nKm- 
bre ,  lorsque  le  second  est  z^ro ,  ne  peut'  passer  du  po- 
,  «itif  au  negadf » sansidevenir  nidle  daas  I*intervaUe ;  et 
que  quand  elles  n'ont  que  des  racines  imag^najres  ^-eUes 
ne  changent  point  de  signe ,  quelque  yaleur  qu'on  donne 
a  rinconnue.  II  suit  de  la  que  si  la  quantite 

egalee  a  zero  et  resolue,  comme  tme  ^quation  ,  par 
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nippoit  i  rune  des  ind^terminees  h  on  k  ,  ne  donTO 
que  des  racines  imaginaires,  on  en  pourra  conclure 
qu'eUe  conaervera  lenime  signe ,  quelles  qne  soient  oes 
indeterminees.  Prenant  la  yaleur  de  par  exemple^ 
on  tronve 


k{—E±\/—FD  +  E^) 

resultat  qui  sera  imaginaire ,  si  k  quantiti  comprise 
80U8  le  radical  est  negatiye  ,  c'est-&-dire ,  si  Yon  a 
iPi>>  Ilfaut  Inen  remarquer  que  eette  eondition» 
necessaire.pourqu'ily  ait  maximum  ou  winimum,  sup- 
pose  que  les  quantit^»  F ,  D  sont  toujours  de  m§me 
«gne.  Alors  la  quantit6  Df^  +  f^Ehk  -f-  Fl^  ne  ponrr« 
changer  de  aigne;  et  comme  elle  se  r^nit  a  /7A%  lor»» 
que  =  o ,  il  faudra  pour  qu'elle  soit  positiye ,  ou  qu'il 
y  ait  minimum,  que  D  soit  poaitif :  it  j  anra  maximum 
dans  le  cas  contraire. 

i3S.  Pour  se  convamcre  d  posteriori ,  que  lorsque 
les  conditions  qu  on  vient  de  trouver  seront  rempBes , 
Tensemble  des  termes  du  second  ordre  de  la  s^rie 
A  +  Bh^j^  Ck-f-  etc.  restera  toujours  de  m^me  signe , 
quels  que  soient  h  et  k,Tl  suf&ra  de  remarquer  qne  le 
premier  membre  de  T^quation  du  second  degci  dont 
les  radnes  sont 

ayant  la  forme 

.  est  la  somme  de  deux  qaarr&>  et  ne  pent  piMrconB^qttmit 
cbanger  de  ngne.  £n  faisant 

«—-5-1  » 
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rexpr6S8ion  de  h  conduit  a 

et  ron  Yoit  bien  maintenant  qae  la  quantite 

ne  pent  changer  de  signje  tant  que  FD — jE»  sera  vait 

qfuantite  positive ,  puisque  le  quarre  de  h  +-^  e8tes- 

•entiellement  pofiitif ,  quels  qne  soient  les  signes  de  * 
et  de  h. 

.  £alefr|  dans  son  Calcul  dilFerentlel ,  n'indiqua  qui» 
ia  necessite  d*ay6ir  D  tXF  positifs  ou  negatifs  en  m§me 
temps ;  Liagrange  montra  le  premier  que  cette  condition 
n'6tait  pas  suffisante,  et  on  lui  doit  la  thtorie  que  j« 
yiens  dexposer. 

Si  les  coeffidens  du  second  ordre  s^aneantissaient  en 
meme  temps  que  ceux  du  premier ,  il  n  y  aurait  wUixi- 
mum  ou  minimum  qu*aatant  que  les  coefilciens  du  troi- 
sieme  disparaitraient  aussi ,  et  que  les  termes  du  qna- 
trieme  ordre  formeraient  une  quantite  dont  le  signe 
ne  d^pendrait  ancunement  de  h  et  de  k,  La  considera- 
tion  des  facteurs  imaginaires  que  devrait  avoir  cette 
quantite  pour  satisfaire  a  la  condition  demandee ,  m^ 
nerait  a  des  resultats  analogues  aux  precedens.  Au 
^este,  j^obserVerai  que ,  quoi  qu'il  arrive  apres  la  subs- 
titution  des  valeurs  de  o?  et  de^,  relatives  au  maximum 
ou  au  minimum ,  dans  u  et  dans  ses  ceeiliciens  dilFeren- 
tiel6>  il  faut  tou}ours  que  les  resultal^  obtenus  par  la 
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supposhion  de  x  ±h  ^  ydzk,  soient  tous  mobdres  ou 
tous  plus  grands  qae  u ,  et  qae  les  diverses  metkodes 
^ropres  k  faire  reconnsdtre  si  cela  a  lieu ,  le  seront 
aussi  pour  s^assorer  de  Texistence  dn  maximum  ou  du 
minimum. 

>  i36.  Pour  donner  un  exemple^  j*ai  choisi  la  question 
suivante,  analogue  i  celle  du  n**  5o :  partagerla  quan" 
Ut4  a  en  trois  parties ,  x,  y,  a — x—j,  telles  que  le 
oroduit  x*y(jtr^x — yy  soit  un  msaamvim. 

On  a  alors 

^^^^^^^''yXa^x^y^p^^^Tna^mx^my-^x}  =  o 

^^=a^y^'ia^x^y-'{na^nx—ny^}  =  o; 

les  facteurs  ma— mx— Tny— et  na— /ix— ny— , 
^tant  egales  k  xiro ,  donnent 

ma  na  pa 

Pour  savoir  si  ces  valeurs  appartiennent  en  effet  k  un 
maximum^  on  les  sobstitnera  dans  les  ezpressions  gen^ 
rales  de 

d»ix  #1* 

da^'       drdjf'  dy' 

en  faisant  pour  abreger ,  m  +  »4"P=^i  o° trouvera 

--c«4,)(f)-(f)"  (fr 

^   mng  ^  may^^  ^mt^*^'  ^pa^^* 

>=-(,4,(f)"-(A)"(Ap., 
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Les  quantites  V  etF  sont  n^gatives^  et  on  s*as8uceca 
sans  peine  qu^ellee  remplifisent  lacondition  DF-^E^^o , 
lorsque  les  es^osans      n,      sont  positi&^  aiosi  oA 
aura  obtenu  le  mfiucimum  demandi. 

Notions  genSrales  sur  Vapplication  du 
Calcul  di/ferentiel  h  la  Theorie  des 
courbes  a  double  courbure  el  des  sur^ 
faces  cQurbes^ 

137.  J'ai  donn^  beaucoup  de  details  sur  cette  Theo- 
rie,  dans  le  Traii4  du  Calcuhdiffier^nHel  et  dw  Cakul 
integral;  on  j  trouve  un  extrait  fort  ^tendu  des  re- 
clier<5hesde  Mongc ,  reunies  et  liees  avec  celles  qu'Eulej: 
et  plusieurs  autres  geom^tres  ont  faites  sur  le  m^jne 
M])et*  Iti  me  bomerai  aux  prol>16tte8  ks  plus  simpUs 
•ur  cette  mati^re. 

On  sait  (  Tr^,  appendice)  que  deux  iquations  primi- 
tives  entre  trois  variables  ,  se  representent  par  unt 
courbe  i  double  courbure,  tan^is  qu|uae  seule  equii- 
tion  cntre  trois  variables  appartient  k  une  surface/ 
Loraqu'on  veut  appliqusr  le  Calcul  difF<6rentieI  aux 
courbes  a  doubU  courbureV  on'pei]t  les  oonwd^r^r 
comme  les  limites  de  poljgones  dont  trois  cdtis  oon- 
secutifs  ne  sauraient  ^tre  dans  le  mSme  plan.  Le  pro-. 
longement  de  Fua  de  dee  cdt^s  donne  la  tangente  de 
m^me  que  dans  les  courbes  planes 

On  aurafacilement  le»  equatione  de  )a  tangente  MT, 
^.fiS'  observant  que  ses  proiections  sont  elles- 

mSmes  tangentes  a  celleede  la  courbe  XM\  et  comme 
il  suffit  de  conn^itre  deux  projectiofis  de  cette  droite , 
je.choisirai  €^Ie  qui  ae  trouve  sur  le  plan  des  x 
et  zl  et  oelle  qu^  aontiei^t  le  plan  des  y  et  2.  £n 

designant 
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dkAgasM  doBC  par  sif,  y     z\  les  coordtmn^efl  d*utt 
point  quelconqoe  de  la  tangente  y  cell^  dn  point  M 
itSLut  toujours  x,^  et  a ,  T^quation  de  la  d^dite  T^M^y 
tftbgentiB  4  la  projectida  X'M*'  ^  s^ra 

et  celle  de  T^ilf',  tangente  i  X^M* ,  sera 

Supposbnfl  qne  des  ^uaticrns  des  courbes  X^M"  et 
X^M*  oa  ait  tiri;Ies  Vmeitrt.  de  et  de  z  en  a?,  et 
qu'apr^s  la  substitution  de  ces  y^eurs  dans  I^s  equa- 
tions  de  la  tangente  on  6Iimine  on  aura  la  relation 
qui  doit  exister  entreiles  coordonn^eft  jf  ttz'  de  la 
tangente  TAf ,  quelle  que  soit  la  position  du  point  My 
et  parcons^qaent  I^^u^on  de,  la  surface  form^e  par 
toutes  les  tangentes  de  la  courI>e  XM,  On  reconnaitra 
.par  li  si  cette  cowpbe  eiBt  plane  ou  non ;  car  ^iins  le 
premier  cas  la  surface^dont  on  Vient  de  parler  sera  n^ 
-cessairement  nn  plan ,  et  dans  le'  second  une  surface 
confbe. 

i38.  Deux  tangentes  oons^cutives  TM  et  tm,  deter- 
minent  le  plan  qui  passe  par.deiix  cdt^a  t^nsicutifs  , 
et  qu*on  nomme  plm  osculateur,  On  peut,  trouver  ^on 
4quation  en  le  regardant  comme  passant  par  trois  pointi 
cons^cutifs  de  la  courbeproposee  :  soit  donc 

Aj[/+By+C^+D=o  «miquaCiQn  iTng.append.'}', 

il  faudra  qu*on  mt  d*abord  Ax-^By  +  C«  4-^==^  9 » 
puisqu*il  doit  contenir  le  point  ^ont  les  coordonn^i^ 
•ont  Xy  y  et  et  pour  que  I^s  deux  points  suivant 
%*y  trouvent  aussi^  il  faudra  de  pl&s  ique  la  differentieUe 
Calc.  diff.  N 
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premiire  et  U  diSerentieUe  eecc»d«  de.MH  tqiefttioa, 
«ient  liett  ea  nime  teops  qae  ceUe»  dee  iq^ulioiL»  de 
b  covrbe  pvopos^. 

On  pourraitpreiidreuBe  des  ^SKrentieHee  4»,  djf  , 
ou  dz  pour  conatante  (118);  maia  il  «era  plus  syme- 
trique  de  1m  traiter  toutea  comme  yariaMes  en  meme 
tempB,  et  il  viendra 

jidx+Bdy+Ciz!=zo,  A^x+iAy+Cd*z=o, 
6!oiL  on  tirera 

A     4ydfar-^^  d8d*j--djcd*g 

tetraochaat  T^quation 

methwt  eoeiute  ponr el  ^  lettrt  ^elettiv,  et  laiiant 

^sparaitre  les  dinominateurs,  on  trott]i(era  le  rdaultat 
snivant  remarquable  par  sa  forme , 

(j/^xy         ^dsoiyy+  iyf-^yy  (d*d^— dscd-») 
+  («f  ^ ai)  (dj?4>--dj*U:)  =20. 

'  En  7  Bubstitn^t  ponr  deipc  quelconqpea  des  trok 
coordonnees  x,y,z,  leurs  valeurs  tirees  dee  Aquations 
de  la  courbe  proposee ,  on  aura  T^quation  du  plan 
^scubteor,  partiadasiseeipftr  la  coordonni6e  restante. 

iS).  liStdiflrereatielle  de  Tarc  d^aae  cottrbe  contt- 
dirte  dttierei|>ace  ^^  A  po^r  expression 

\/djf+dy+d^l 
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cela  se  voit  iyidemmeBt  eif  preoant  la  diBtance  det 
points  JUetm,  dont  les  coordona^s  reapectiyes  sont 

a^/J^>  »1  *  +  d^.^' +  djr ,  et   +  dj5. 

i^o.  Mener  nne  normafe  k  wie  courbe  considiree 
dans  Tespace  estU9  proM^e  ind^ermixi^,  caril  existe 
un  nombre  infini  de  droiteSy  qui  passant  par  le  point 
de  contact  j  sont  en  mdme  temps  perpendiculaires  k  la 
tangente;  Tensemble  de  ces  droites  forme  unplan  per- 
pendiculaire  a  cette  tangente,  et  qui  se  nomme  plan' 
normml:  son  equation  sera  (TVtg*.  appendice) 

ou 

(  o/ — x)  dx + cy      )  dy  +  («f  — «)  d«it5  o. 

141  •  Soient  X et  %\^%  coox4onnietf  d'w  point  ^ ^ 
fig.  34 ,  situ^  sur  une  ^urface  courbe  quelconque  ;  on  Fta.  34« 
pourra  regarder  Tordonn^e  Afilf  =aca  comme  une  fonc- 
tion  des  deux  abscisses  AP = x  et  PM^  —y*  Lorsque  x 
yariant  seul,  dei;iei|dra  x^^h,  on  aura  pQur  le  dive- 
loppemen^  de  rordonn^e  n^m ,  prise  dans  la  section 
QJkfm  faite  par  un  plan  parallile  a  celu^  des.x  et  z  et 
passant  par  le  point  proposi ,  la  serie 

* + c  T + s?  TTi + d?  rro + 

Si  c*efttjr  qui  se  cbange  en^  +  et  qqe  x  demeun^ 
constant»  on  obtiendra  Tordonn^e  n^n,  priee  dans  la 
section  PlUn  faite  par  un  plan  parall^le  i  celui  des^ 
et  z  et  passan^  par  1«  point  proposi,  Le  diveloppemejit 
de  cette  ordonnie  sera 

N  a 
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*  + j  h-rr  h  jTT  5  +  etc. 

£n  faisant  yarier  x  ety  en  m6me  temps ,  on  passeradu 
point  Mkxin  point  quelconqpie  iV,  et  cela  de  deux  ma- 
ni^res  differpntes^  savoir,  en  substituant  +  au  lieir, 
de  y  dans  le  premier  developpement  ci-dessua,  qu. 
biea  X  A  au  lieu  de  x  dans  le  "^econd^.  Par  Tune  de 
ces  operations  on  passe  de  Tordonnee  m^m  a  Tordon- 
nee  N'Ny  dans  la  section  pmN,  et  par  Tautre  on  passe 
de  r/h  a  N^N,  dans  la  sectipn  qnN.  H  est  ^vident  que 
ces  deux  sections  doivent  se  rencontrer  au  point  A^,  sant 
quoi  la  siirface  proposee  ne  serait  pas  continue  ;  il  f^ut 
donc'que  les  resultats  rapportes  dans  les  n?*  lai  et  i2a 

«oient  identiques  :  requation  ^1^;^  =  ^^ ,  alaquelle' 

tient  cette  circonstahce ,  n*est  donc  qne  Texpression  de 
la  loi  de  continuite . 

'  Lorsqiie  dans  la  sirie 
-     -  +etc. 

qui  represente  le .  developpement  de  la  valeur  de  z , 
correspondfnte  a  x  +  h  et  iy  k,  on  cessera  de  re- 
garder  les  quantites  h  et  k  comAie  independantes  Tune 
de  Tautre,  et  qu*on.  etablira  un  ragport  entr  elles  y-pn 
fi^era  la  dir^^iion  du  plan  men^  perpendiculairement 
4  celui  ded  x  ety ,  par  les  deux  points  M  etN,  car 
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' "  Il  mit  des  consid^ratiatis  pricedcntes ,  et  de  ce  qui  a 
-ite'ditn<^  137,  qne  8iu=o  repreeente  requ^ioad^nne 
.iorface  conrbe,  les  ^uaticms  diff&rentiellea 

du  .  Au6z  du  .  dudz* 

'    '  '  >  ' 

appartiendront  respectivenient  aux  deux  sections  QMm 
et  PAf»;  la;  coordonnee  y  n*entrera  dans  la  premiere 
que  comme  une.  constftnte  arbitraire  ^  quf^  detenuine  (a 
position  du  plan  coupant :  il  en  sera  de  meme  d^  la 
coordonn^e  x  dans  la  seconde.  On  ne  doit  pas  con- 
fondre  le  dc  de  Tune  'd^  ces  ^uations  avec  celui  de 
Tautre  :  ces  deux  differentiqlles  ne  sont  que  partielles , 
ainsi  qu*on  Fa  fait  remarquer  n*»  lao;  car  la  differen- 
tieUe  totale ,  ou.  rensemble.  des  termes  ^u  premier 
ordre^  a  pour  expression ' 

^ ffi^; f^ijf^nt . ppur; al:|r^er ^  =  p ,  ^  =  9-  Lorsqnon 

a  seulement  dz  i=  pdr ,  le  dis  es^  la  differentielle  de 
"  rordbnnee  de  la  secdon  parali^e  au  pTah  des:i:eti; 
semblablement  dz  =  qdy  est  celle  de  rordonnee  de  la 
sectiop  ^parallele  an  plan  des^  et  z.     ~>     " —  * 

Si  on  prend  =  «dx  ^  la  diiFer^ntiglle  eooipl^A. 
iz  =  dj;(p  4.  euf) ,  appartiendra  A  rordonnee  de  la  sec- 
tionf^ite  par  le  plan  M^^MNN^  ,  peipendiculaire  k  celui 
des  X  ety ,  en  supposant  N^tn'  ==  et  ^  M'jn\  On  trpu- 
Tera  des  choses  analogues,  en 'prenant  successivement 
pour  ordonnees  chacune  .des  variables  x  et  ,  et  en 
r^gardant  les  deiuc  aut^es  ceihme  }es  ab^isses. 

N  3 
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i^s.  On  parvient  a  r^qnation  du  pkn  taQge&tv  en 
rasso^etistant  a  passer  par  les  deox  droites  MTtt  Mi 
qui  touchent  respectivement  les  sectipns  QJsfm  et  PMn^ 
au  point  M  (  CompL  des  ^lem.  de  Giom. ).  Les  fonc- 

tions  ^  et  ^  etantlescdefifolensdiiBrertotielsde  Tor- 

donnee  considerie  snccessiTement  dans  chacuna 
de  ces  sections  ^  et  les  droites  MT  et  Mt  etant  de  plm 
paralUIes  aux  plans  des  et  i  et  des  et  £^  il  est  aitf& 
de  Yoir  que  les  equadons  de.  MT  seront 

et  que  celles  de  Mt  seront 

Maintenant  si  on  represente  rk[uati<in  du  plan  tangent 
par 

il  e8t  ^dent  que  cette  iquation  doit  s*accorder  arec 
les  precedentes  ,  et  pon^  cela  il  faut  qa*en  y  faisant 
successivement  j/  — y  ;^o  etxf  —  x  =  ,o ,  on  trouya 

'  jnais  eHe  dobne  par  ces  luppo^tion^ 

—  jt  =5  ^  (op' — X)  et »  =  i?  (j''— ^) 
'  #n  en  conclura  donc  , 

•      d«        ^  Sz 
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On  ponrrait  craindre  que  le.plan  tangent  determin^y 
comme  on  Vient  de  le  voir  l  ne  touchit  la  snrface  pro- 
posee  que  snr  les  deux  sections  que  fon  a  oonsiderees : 
mais  en  difFirentiant  son  eqnation  par  rapport  ka/^ 
ky  «euls,  on  aura  dz'  =  pda/+  (jdj/,  c«  qui  prouva 
que  lorsqii^on  prendra  dx  =3  da/  et  dy  =  dy  ,  on 
«nr;^  d«  d«' ,  et  que  parcons^QeDt  ks  l^bints  de 
la  jBuiface  propos^ ,  qui  environnent  immMiatement  le 
point  Jf  j  councident  tous  avec  cenx  du  pbn  tangeat  y 
tant^on  n'a  ^rd  qu'aux  quantites  du  premier  ordrt. 
H  suit  de  U,qu*un  plan  quelconque,  .melie  par 
point  M ,  coupe  la  surface  propos^e  dans  nne  courbe 
qni  a  deiix  points  communs  ayec  le  plan  tangent,  ou^ 
ce  qui  est  la  m^me  cbose ,  a  pour  tangente  .r^qten^eo* 
tion  de  ce  plan  ayec  le  plan  coupant  (67  ). 

143.  La  normale  a  une  surface ,  itant  perpendicn^ 
laire  an  plan  tangent ,  a  pour  ^quations  (  Trig.  append. ) 

a:'  — x  +  p(*' — x)  =  o, 

y 9  (*'—*)  =  o- 

On  pairient  encore  i  ces  iquations^  en  obeenrant  que 
la  normale  est  la  plus  courte  ligne  qn'on  pmsse  mener 
d*un  point  quelconque  k  cette  suiface;  ear  si  j/^y^  k^, 
d^signent  les  coordonnies  de  ce  point ,  la  distance  aa 
point  de  la  surface  propos^  dont  les  coordonn^es 
sont  x,y^  z,  aura  pour  expression 

\^{o^—xy  +  (f  ^yy  +  (*'— *)S 

et  a  cause  de  la  dependance  de  z ,  sera  seulement  fone- 
tion  de  x  et  de^^  lorsqu^on  regardera  comme  inconnu 
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le  point  oii  la  normale  doit  rencontrer  la  surfaoe  pvo« 
pos^e.  £n  differeQtiaqt  dans  cette  hypoth^se  (i33) 
pour  trouyer  le  minimum  de  Texpreision ,  on  ohtiendFa 

l  (a:^-f.a;)djp*+(^'  — »)dB  =  Q 

r6spltat  qui  deyient  semblable  aa  pricMent',  lorsqu^ 
Ton  piet  successiyement  pdx  et  ^d^  pour  dt. 

i44-  B  conyient  de  remarquer  (pte  lorsqu*on  eherche 

le  'Tnaximum  ou  le  minimum  d*ttne  fonctioii  de  de-» 

{>eiidante'  de  :r  et  de^  ,  on  ^tablit  que  le  plan  tangeQt 

-k  ta  durfaoe  qui  represente  cefte  ^uation  est  paraU^Ie 

au  plan  des  jo^  y ,  puisqu^On  fait  en  m6me  iemps 

dz        •    da  .  ,        ,       ' . 

dr  ~' =  o ,  circonstance  anaiogue  a  C^<{a 

yu  ^••^iSS  et  134 
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GALCUL  DIFFl^RENTIEL 

:  ETPECAlJeTO 

S  E  C  Q  N  D  E  P  A  R  T  I  E. 

C  A  L  C  U  L  I N  T    G  R  A  L. 

Z)e  Vintegration  dissfonctions  rationnelles 
^une  seule  wiriable* 

145.  Le  Cakid  iBt^gnl  ert  Ymms%  da  Calcol 
4ij)rtf«iitiel ;  il  a  ponF  bat  de  remoat^r  des  coeificiena 
diflNirentiels  ausi-foiictidiis  dont  ih  d^taVent..  L'expo«> 
aitibn  des  principes  de  ce  Calcul  presente  des  divi«* 
sioiis  analogueft  a  celles  «ju^offre  le  Calcul  diiTi^rentiel: 
H.  {leut  arriTer  que  la  coBipositioa  descoefiiciens  diffe- 
TBcnMs  de  la  fomctioa  cherchcfe.soit  doBnee  inunMia^ 
t^ment  par  iei  iWjlbks  ind^endanteB,  otr  qa'on  ait 
seulement  une  equatidn  entre  <juelijaes-uns  de  ces 
QpelEciens  et  une  ou  plusieurs  des  yariables  :  le  pre^ 
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mier  caA  itant  le  plus  nmple,  c'e8t  celui  qa*il  conyieiit 
de  traiter  d'abord'. 

-  Lorsque  le  coeffident  differentiel     ptemier  ordre 

d*une  fonction  de  x  est  domk  en  ar ,  on  a  ^  rz^X^ou 

dy^Xdx',  la  fonction  cherchee  est  donc  celle  dont 
U^dilF^rentielte  est  .Ydri  etDQ  risdiqitp  commeil  fuit : 
y^fXdx,  Ul  caiact^fristiqae  /^tant  FinTerse  de-U 
caraotiriBtique  d  C^).  Pour  trouyer  cette  fonction,  it 
fant  rextYtfner  'let  r^^es  de  k  idilEkeBtiatioB  >  «mait 
aHn  de  proceder  avec  brdre »  je  m'occupelrai  racces- 
inTement  des  differentes  formes  que  peut  ayoir  la  fonc* 
tion  donnee  X,  et  qui  8e  classent  ainti  qu*il  «uit  : 
fonctions  rationnelles , 

Ax^+Bjf^xP^..:\.z=zU 

jix^+Baf+CxP-i"  _U 

ji^x^+B^x^^+Cx^^^.  -jT^^ 
fonctions  irrationnelles , 

m 

fonctions  traitecendantes',  'v- 

f(t/,It/),    fCJ7,  8inr),etc. 

'  (*)  La  iettre/a  tfte  tmphyie  fiar^cetix'^  ieth  let  |b» 
-Biiefs  m  leCalcvl  mtegral  ,taoinmc  l'fiiilbiie.  jiifmtf  fomme,  fMMr 
qne ,  smTant  let  ideet  deli^SibniU  f  ^a^ifFcrefUieUes  repr^nuiit  let 
accroisMHiens  infiniment  petks  des  Tariables ,  ilsVDSuit  (pi^uDe  ra- 
Tiable  ^elconque  est  la  somme  du  nombre  iiiibii  dVdcroffts^ftiena 
qu*eUe  a  recns  depuis  soq  orrgine  jnaqu'an^  inioiiieni  ok  on  la  co»» 
Bi^Mrt^  et  c^ert  pom*  cela  qn'iM  «m  kbnni  khi  listkcti*nj{ne  «wiai^ 
^ona  primiuve  le  nom  ^^Int$gr0U^  4ti^(uaof  le  r^aoltat  dp 
Tagregation  de  toutGsJes  differcDtiellef :  ees  dcnominations  eun^  bien 
«ntendnes,  on  peut  se  serrir  iQ<JIiFcrcmment  de  rnne  oo  4» 
VMntie. 
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146.  La  *ff6reiitielle  de  Ajf^^B  etant  ?n-<^x^*djc , 

cn  en  concInrai{ae  Tiiitegrale de  ar"da;  est 

.        '     71  1 

car  en  comparant ,  ax*dr  avec  m^r^*dr on  a 

m— i=»,    et   mA-^za   on   j#  =  — 
II  resul^e  de  ecrt  exemple,  qne  loia^e 

djf  =  ax-dr,  ^+^, 

c'e8t4-dire ,  ^e pouritdigrer  laSff^^nft^monbme 
.  a^"d^ ,  i/  /mi/  augmenter  Fexposfint  de  la  variabfe 
^une  unit^,  puis  diviser  par  le  nouvel  exposant  et 
pardn. 

La  constante  b  est  arbitraire  (8).  On  peut  lui  donner 
vne  forme  semblable  a  celle  du  premier  terme ;  car  si 
on  diaigne  por  &:U  Vakur  de      qui  xend  U.  {oac^ony 

nuUe,  onaura  — ~-\^B=o  ,  d'oil  Bz=i  • — , 

1%*^.  1  n  1 

€t  parconiiqiient ,  ' 

risttltat  qui  ne  dilT^re  dn  precedent  q^e  d^  la  forme 
.qu*on  a  dbnn^e  a  la  constante. 

147.  Avant  d'aller  plus  loin,  il  est  i  propos  d*exa<' 
minar  un  cas  ^articulier.  dans  lequel'la>aleor  de  y 

troayie  ci-desaus  deyient  ^*,  c*est  celui  o&  ii=— 1 , 

car  on  a  alors  ^   .  ,  . 
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Pour  trouYer  la  vraie  valeur  de  cette  fonction ,  il  fcut 
recourir  a  la  regle  du  n^  52  ;  et  comme  on  a  vtf 

'par  cette  r^gle ,  page  ii ,  que  se  reduisait  a 

\a — Xb  y  dans  la  supposition  de  x  =  o,  on  aura 
dan»  rex«nple,  actnel,  en  qjiange^t  les  lettres  cpn- 
Mblement,  y=a(\x — W)\  mai»  lorsque  »  =  — i  , 

on  a  dy=:=aar"*dx:  donc  dy='-^  donne 

jMc=s   (Vr  — \h)  ou*  y  =  fllr  -f-'  iP. 

j.    Od  aiawt  concla  la  m^me  chose  du  n*  fl^^piriaipi» 

par  (Jenumjfefo,  Ton  adlx=~.  Vexception  qiie 

pr^sente'  ici  la  regle  du  n»  146,  tient  a  rimppaaU^^ 
d'exprimer  la  transcendante  Ir  cn  i^n  nombre  £i)i  de 
'  termes  al^^briques. 

v  Tonte  la  diiBcuIt^  d»  rintigrato&disfenotioi»  d'itte 
eenJe  variable  ne  consiste  f)!*»?  ^tid  dans  la  rech«rche 

'  flefii  transfbrmatibns  propres  a  redu^reles  fonctio^tis  pro- 
pos^es  a  un  ou  plusieurs  monomes ,  &  ckacun  •de8qael& 
#n  puisse  appliqpep  la  regle  <lu  n^  pr^cedent. 

148.  II  est  d*abord  £vidbnt  que 
donne  .  .     r  - 


Je  n'a}oute  qu  une  constante  arbitraire  ,  car  il  cst  aise 
de  voir  que  si  on  cn  ajoutait  une  pour  chaque  monome, 
elles  n'^iMvau(}haieQttoutes  ehseBd»]^  qtt'a  one  seole» 

qui  seraitjgale  a  ^ur  somme.  '  , 
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Hn  generalrpuisqu'on  a  yu,  n«  lo,  que 

d(ii-t.v— w)=du  +  dy— dw, 
on  en  doit  conclure  que 

/(du +dif — dw)  =/du+/dir-/diif , 

et  qne 

/(/>dr  +  Qdx— AAc)  ==/i>dx+/Qda;-/iidr;  ^ 

Je  ferai  remarquer  d^s  ce  moment  une  consiqttenco 
cette  r^glfe,  qui  sera  fort  utile  dans  la  suite.  En 
inr%rant  a  part  chaque  terme  de  diflFerentielle' 
d .  «1/ = udi/ + vdtt  (i  1 ) ,  il  vient  uv = fi/dii  +  fudv,  ce 
qni  donne  relation  entre  les  fonctions  primitiTes  des' 
diffirentielles  udi^^  vdu^  ensorte  que  rune  ^tant  con- 
nue  ,  rautre  T^st  anssi  :  on  a  ,  par  exemple  , 
JuAv  =  uv  — /vdu.  La  differentielle 

u      du        dv  c.  ^ 

donnera  de  mSme 

u  /^  _  /*  ^ 

y  ~y  V  y "  V* ' 

d'oik  on  tirera 

4. 

II  est  bon  d^obseryer  que  ce  risultat  n'est  qu'une 
cons^uence  du  precMent ;  car  en  subsdtuant  dans  la 

Tskur  de  fudu ,  trouvee  •ci-dcssiis^  ^  au  lieu  de  dif , 
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oe  qui  revient.  k  changer  v  en  —  puisqa« 


on  aura 


4<*  JU  ' 


J       V*  V  ^  J  V 


H  auit  de  ce  qne  d.au=aAu,  que  faXdxzs^LapCdr, 
ct  qtt*on  peut  £aire  8<»rtir  du  iigBe  /  la  conBtante  o. 

i49*  SX  OB  ae  donxuut  dy.=i{ax'^by^dx,  on  d^ 
yelopperait  la  pousaa^e  indiqu^e  ^  et  on  int^grerait 
chaque  nvmoni^;  qiii  r^ult^rait  de  c^tte  operation ;  maia 
il  est  bon  d^observer  qu'on  peut  arriver  au  r^snltat  sani^ 
^ectuerlf  ^^yelgisipement.  II  suffitde  faire  ax+bz=zz^ 

ce  qui  donne  a:=5-^ ,  djc  =  :  aubstituant  dansFex^ 
presaion  de  dy  ^  on  trouye  dy  =       ^  et  parconsiquenr 

V  =  — ; — -  4.  B.  Mettant  pour  z  sa  yaleur .  on 
a(m+ 1)  •  ' 

anra  donc,  loraque 

Si  on  ayait  dy=(aa:»-|-J)"*a:^*dx,  la  transforma- 
tion  r^ussirait  encore ,  car  en  posant  or"  -f-  &  i) 
en  risulterait  noj^^^dxzrzdz,  d*oii 


dz  '  ,  ^ 


'na*  na       ^  na{m^\) 

ce  qui  donnjB,  lorsque 
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i5o.  Je  passe  anz  fonctioiu  frftctionMires  ^  et  poiic 
commencer  par  le  casleplus  sixnplei^  je  auppose  qu*on 

aitidysT  rixr;  enfaisantcx+issa^  oatrouve 

a  '  a 

et  parcona^ent 

developpant  la  puiisance  («-^-S^)^  multipliant  le  r^ 
sultat  par  d&  et  divisant  apris  par  on  aura  une  suite 
de  monomes  k  int^grer. 

Prenend  poitr  exemple  le  cas  oA  ntszsS  ct  = 
il  yiendra 

en  appliquant  i  chacun  de  ces  monomes  la  r^le  gj&ne- 
rale ,  il  en  resukera 

=         -SfaHuSi-k    WsrQ+ A 

On  remettra  ensoite  pour  z  sa  yaleur ,  et  Von  aura  enfia^ 

On  constniinit  niu  peine  U'  iotasxim  gte^Mle ;  ct 
n  on  avait 
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on  l'icrirait  comme  il  aiit 

_   ^x"dx         ^j^dr  Cr^dr 

et  on  opererait  sur  chaque  terme  en  particulier^  comnie 
}e  viens  de  le  faire  sur  le  prenuer. 

i5i.  Les  difFerentielles  fractionnaires  et  rationnellei 
sont  en  gen^ral  de  la  forme 

(^^x^  +  jgj" Cjf. .  .  ,)dx 

Udx  „  - 

cjue  pour  abreger  je  representerai  par  ^yF^-  "  taut 

d'abord  obaenrer  que  Vexposant  de  x  daas  le  nnm^ra- 
teur  peut  etre  suppos^  moindre  que  dans  le  d^noqii** 
nateur ,  car  si  cela  netait  pas ,  en  diyisant  U  par  F",  et 
aommant  q  le  quotient  de  cette  division  et  H  le  reste, 

il  viendrait  j*^^j^=fQAx+ J^^jf--,  mais  Q  etant 

une  foncHon  rationnelle  et  enti^re  ,  fQdx  8*obtien- 
draitpar  rapplicadou  immediate  de  la  r^gle  du  n^*  i^^, 

f  •     '  mdx 
et  il  ne  reslei^Ait  pki9  4  trouVcr  ip^J  —pr- ,  formule 

dans  laquelle.l^  fonction  R  est  par  rapport  a  x  d*ua 
degre  moins  ileve  que  la  fonction      La  forme  la  plili 

gin^rale  que  pubse  avotr  la  f raction  ^—^  sera  donc 

La  m^diode  g^n^rale  pour  int^grer  les  dtfF&enrielles 
exprim^  par  des  i^actions  ratiQtaneHes  ,  coosiste  a 
les  decomposer  eh^d'antres.  dont  les  d^ominateurs 

aoient 
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•oient  plus  siinples,  qu*on  designe  sous  le  nom  defrao' 
tions  partielles ,  et  qu'on  obtient  comme  il  suit  : 

£n  ^galant  4  z^o  le  d^nominateur  de  la  fraction 
proposee ,  on  formera  Tequation 

jc»  +  jtaf^^  +  jyxT^  +  T=o, 

et  concevant  qu'on  ait  determin6  les  diyerses  racines 
de  cette  ^qaation ,  on  les  representera  par 

—  a,    — —  o*,    —  a^,  etc. 

en  snpposaht  qu*elle8  soient  toutes  in^gales  ;  par  ce 
mojen,  le  premier  membre  de  T^quation  ci-HiessuSy  ou 
le  denominateur  de  la  fraction  propos6e ,  seta  mis  sous 
la  forme  d'un  produit  de  h  facteurs 

x-f-a,    «-f"fl^>  x-ffl^,  etc. 

Cela  £ait,  on  regardera  la  firaction  proposee  comma 
la  somme  des  Sractions 

N  jNT  N" 

f^ant  pomrd^nominlateurs  les  facteurs  du  d^nominateur 
de  la  propos^e  et  pour  num^rateurs  des  constantes  in- 
ditermin^es. 

Je  snppose ,  pour  fixer  les  idees ,  que  la  diffkentielle 
i  intigrer  soit  celle-ci 

(Jx*+Bx  +  C)dx 
et  qtt'on  ait  trouY& 

y  +       +  2?'x+ C=  (a?+a)  (X  +    )  ( j:  +  A> 
Ca/c.  int^gr.  O 
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£n  reduisant  au  m§me  d^nominateur  les  fractione 

Ndx         iV^dx  N^dx 
x+a'       xHP?'  x+flT* 

«t  en  les  ajoutant  il  yiendra 

(a:+a)  C^-haO  (x+a*) 

le  d^nominateur  sera  le  m^me  que  celui  de  la  propos^e^ 
et  le  numerateur  sera  necessairement  une  fonction  du 
degre  inferieura  celui  dunumerateor^  c'est-a-dire  ^  du 
second  degre.  £n  d^veloppant,  on  a  en  eiFet 

[(iV+A^+iVO^+^iV^^+aO+iV^a+aO+iV^^a+cO)* 
+iNVa'+AW+iV«iO  dx. 

Cette  fonction  ^tant  comparee  ayec  le  nnmirateur  d0 
lafraction  proposee,  donne  les  trois  ^quatioDij 

iV+iV+A^'=:^, 

iV(K'+a")+iV'(a+a'') +iV(a+iO=« 
Ni^a"  +N'aar  +  A^oa'  =  C, 

qni  ne  sont  que  dn  premier  degre ,  par  nq>port  anz 
indetermin^es  N,  N'  et  iV';  et  lorsqu*elles'  seront  re- 
aolues^  on  aura 

(^j^+Jx  +  Qdx^iVdx     iV^djc  N^Ax 
j^+Aa^-^-B^x  +  C     a:+a     x  +tf^  i+7' 

£n  faisant  x  +  a=Zy  on  verra  qne  la  differentielle 

se  transforme  en        et  a  pour  inteGrale  iVk  , 
ar+a  a  o  * 

ou  iVl(a;+a).  On  trouyera  de  m£me  que 
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et  on  aura  parconsequeat 

x^+A^a^+B^x+Cr 
z^mix+a^^mCx+i/^+N^lQr+a^^+const. 

Ce  proced^^  qu*il  est  £acile  d*etendre  k  lit  formnle 
g&Q^rale  cit^e  au  commencement  de  rarticle^  mpntre 
que  Tint^gration  des  fractions  rationnellftsn'a^  dans  le 
cas  oH  leur  d^ominateur  se  d^compose  en  facteurt 
reels  et  in^gauZj  d'autre  d^ctill^  que  c^tCe  decom- 
position,  qoi  reyieht  a  la  r^8(dtttiiMl  numkiqde  de* 
^quatioQB. 

iSa.  Ce  qui  pr^cMe  «nppose  que  tous  lesfacteurs 
du  dinominateur  de  la  firaction  propos^  soient  ine- 
gaux;  cardans  le  cas  contr^re,  la  d^compQsition  de 
cette  firaction  ne  pourra  plus  ayoir  lieu  dans  la  forme 

indiqu^e :  on  le  voit  inun^atement  sur  - — ,  qu'on 

ne  saurait  repr^senter  par  i^-— -f-  --j--^  pnisque  ces 

N+tf^ 

deuz  fractions  n'en  forment  gu'une  seule  —  , 

^  x+a 

Si  ledinominateura:*+>/'x»-*+i?'«»-^,>,..if2^, 
de  la  fraction  propoaee  ^  renferme  un  facteur  (x-jpiay, 
il  faudra  prendre  pour  ce  £acteur  une  feaction  partieile 
de  la  forme  *  / 

(P3cP-«  +  Qx^+R:^. . .  +  rjdjf 
{x  +  ay 

OB  d^terminera  les  cocifficiens  de  son  nunrifafeur  en 
la  riduisant  au  a^me  4Anominat€in:ave«  kaautres  frao- 

O  A 
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tions  paitielles^  et  en  comparant  la  somme  des  numi- 
rateors  ayec  celui  de  lapropos^e  (  i5i  ). 

On  intigrerait  ensuite  ,  par  la  r^gle  du  n*  i5o ;  mais 
il  est  facile  devpir  que  Ton  peut  substituer  a  la  fraction 

(  PxP-'  4-  Qx^  +  r )  djc 

ipo  +  a)P 

Texpression 

NAx  '      JS'Ax  N"dv  N'"'dx^ 

ix+ay'^iix+ay-''^(x  +  ay-^'"'^    x  +  a  ' 

car  cn  rMuisant  tous  les  termes  de  celle-ci  au  m^me 
d^nominateur ,  le  nnmerateur  qu'on  obtiendra  sera 
de  la  meme  forme  que  celui  de  la  premiere.  Cela  pose, 
»oit  x  +  azz=:z,  il  yiendra 


/Ndx       rNdz^Nz-P-^'  N 
(x+ay~J    zP  ~  i-^p  —  (i— p)(x+a)'*-» 

oa  trouyera  de  m^me 

N'dx  N' 


(x+a)P^'  (Q^p)(x+a)P-*' 

et  ainst  dsf  autres  :  toutes  ces  int^grales  seront  alg^* 

N'  dx 

briques^  la  derni^re  seule.  ^  ,  renfemieraun 

,  x+a 

logarithme. 

i53.  Si  lesvaleurs  de  a,  a',  a*,  efc.  ^taient  ima- 
^naires ,  elles  introduiraient  des  expressions  de  cette 
nature  dans  les  nnmerateurs  des  fractions  partielles :  on 
pourrait  &  la  y^riti  faire  disparaitre  les  imagbaires; 
mais  cela;compliquerait  le  calcul ,  et  on  6yite  cette  dii&- 
culte  en  ne  d^composant  le  d^nominateur  de  la  fractioa 
proposee  qu'en  facteurs  reeU,'soitdu  premier,  soit  dit 
•econddegr^j  cequie8ttou)our#poftsibk(Com/i/.  des 
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EUm,  d*Alg,  27).  Le«  facterirs  du  second  degre,  qui 
contiennent  des  racines  iniaginaires^  peuvent  ^tre  re* 
presentes  par 

•t  8*il  s*en  trouve  plusieurs  qui  soient  egaitx »  le  deno- 
minateur  de  la  &action  propos^e  aura  des  facteurs  de 
la  forme 

(jt7^+arfa;  +  <t»  +  ^)f. 

Au  facteur  simple  a:*4-fl«a:+«*+/8*,  correspondra 
une  fraction  partielle  de  la  forme 

jd^+^ttx  +  te  +  ^^' 
et  aux  facteurs  de  la  seconde  esp^ce ,  la  fraction 

(x»+acM:  +  A»+fft»y 

mais  pouT  facQiter  rint^gration ,  et  par  analog^e  aTec 
les  formules  du  n^  precedent ,  on  substitue  a  cette  der- 
oiere ,  Texpression  suivante  :  ' 

(x^+sisu:+A''+      +  (x^+n^cx+A^^+i^y-^ 
(K^-x  +  L^-^dr 
 x^+astx+A^+^  • 

Les  coelCciens  des  numerateurs  pourront  se  determiner 
ainsi  qu*on  Ta  indique  dans  les  n^'  i5l  j  i5a. 
Pour  integrer  la  fracdon  •  '    .  . 

(Kx+L)dx 

on  observera  que 

+ a*x  +    + jfi»  =■     +  cty  + T 

03 
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on  fera 

il  viendra 

iKx+L)dx  _  iKz+L—KA)az  _  iKz+L^)dz 
en  prenant 

L—Ka=L,. 

Haifl 

{Kz+L,)dz_Kziz      L,dz  ^ 

la  premi^re  partie  du  second  membre  de  Tequation 
ci-dessus  est  int^grable;  car  en  faisant  Jt*  +  ^  =  u, 

on  a  zdz=       ce  qui  donne 

Quant  k  la  seconde  partie,  ai  on  7  fait  zzs^,  or 
la  change  en 

Lrdz   du  ^ 

mais  on  a  vu,  n*  35,  que — ; — ;  e«t  la  diffirentiella 
^    1  -f-u* 

de  Tarc  dont  la  tang  s=  u  :  donc 

=  y  arc  ^  tang=     -f  const. ; 
reunisdant  oes  deuz  resultatSi  on  obtiendra.. 
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II  est  bon  de  remarqqer  qoerarc  dontla  tangente  estg 

z  i 
a  pour  sinns   ,  ponr  cosinus    .  ;  car 

cette  considiration  offre  le  moyen  de  pr^senter  Tinte- 
grale  proposee  sous  plusieurs  formes^  en  designantraro 
par  son  sinus  ou  par  son  coeinus. 

Lorsqu'onremet  pourzsa  valeur,  on  tronve 


Pour  int^grer  la  dHKrentielld 

(^Kx  +  L)Ax 


on  fera  d*abord  a:  +  *  =  jB  et  L — A*=r£,;  par  ce 
moyen  on  n  aura  plus  atrouyer  qne  J  m 
peut  s'ecrire  ainsi : 

La  prenriire  partie  eA  inte^aUe  imtf  ^diatement ; 
et  cela  se  voit  en  faisurt  piiisqa'on  a 

04 
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d*ou  Von  tire 

7  — 2(1— 9)'* 

et  quant  a  la  seconde  partie  ^  on  fait  dipendre  son 

dz 

integration  de  ccUe  de  la  formule  ^^a^g»y-i  > 

laquelle  Texposaat  dtt  denominateur  est  moindre  d*untt 
unit^. 

i54'  En  eiFet  si  on  pose  l*£quation 

G  et  ^tant  deux  constantes  indeterminees ,  qu*on 
prenne  les  diiferentielles  de  chaque  membre ,  et  qu'on 
xeduise  au  meme  denominateur  tous  les  termes  du  re- 
sultat  ^  on  pourra  supprimer  ce  denominateur ,  ainsi 
que  le  facteur  commun  dz ;  il  viendra 

puis  en  comparant  les  termes  semblables^  on  formera 
deux  ^quations, 

i=G^  +  m\     G— fl((7-.i)G  +  J9r=o, 

lesquelles  donneront 

on  aura  parconsequent 

/dz      .(         1  z 
(4«+^»)?  —  t  (  fli^  — ft  )  iS' •  (a»+/S*)*-* 
(fl^-^3)    r      dz  1   
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Cette  fbrmiile  donne  le  moyen  d*abais8er  jnsqa'au 
premier  degre  la  puissance  du  denominateur  de  laT  dif- 
f^rentielle  proposee ;  car  si  on  met  q  —  x  a  la  plac» 
de  f ,  on  trouvera 

dg       ^        1'  z 

(a<y— 5)  r  da 
'*"(a9-4W(*'+^^)'-^' 

substituant  cetta  yaleur  dans  la  m6me  k[oation  (a) ,  3 
exi  reraltera 

/dg     _  f       I  • 
(«•-M*)^  ~  1(04;— fl)iS*-  (z  +  i3*)f-* 

i.(a<y— 5)  '  g 

^Ca9-a)(a(/— 4)^4-(aa^^),-. 

t   (ai,-5)Ca^-5)  r      iz  . 
T^(ag-a)(a<,— 4)I3V  (a^+iS-^f- ^ 

en  cbangeant  ^  en  ^  —  a;  a  on  remet  ensoite  Cflttt 
-ytitmt  dan*  r^goatidn  {  A  ) ,  on  aura 

r    ^      _  r  /__J  « 

■^(a<7— 3)  (a^-4)ii«-(s«+|3«)f-*  i 

,       i-(a«;-g)(a«7-5)  »       L      , . 

(a9-a)  (ai7^4)  (a^)^ '  (*'+iS»)«-*r  * ' '  -^*^' 
.    i    (a?-3)(a^)(ay-7)  1 
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Si  on  dMuisait  encore  de  l*eqaatioii  (a)  la  vdenr  de 


^      I »  on  aurait  une  ^iouyelle  vakur  de 


/ TTFp '  d*P«^^^t  de^* y^rjjTi'  con- 
tinuant  d*operer  ainsi ,  on  fonnera  une  Kiite,  tpCiX  faudra 
bomer  au  terme  /       .      ;  car  le  terme  suivant .  af- 

fect6  de  f—^^—  aurait  un  coeiEcient  infini.  On 

^  J  {z^+e^y 

peut  s*en  assurer  en  faisant  enccessiveinent  9  s±s  s ,  et 
9  =  3,  dans  les  equations  (i)  et  (c)  ;  et  il  e«t  ttsi  de 
sentir  a  quoi  tient  cette  circonstance ;  car  si  Ton  pou- 
vait  arnver  jusqu'au  terine  dolit  |e  viens  de  parler, 
on  aurait  alg^briquement  rint%rale  de  la  fraotion  pro- 
posee,  puisque 

d« 


On  voit  ici  rorigine  d^une  m^thode  dlntigration  qni 
est  autsi  feconcle  qu*el^gante ;  c*e8t  celle  par  laquelle 
on  passe  d*une  intigitde  k  iaaie  aufre :  je  la  ^velbp- 
perai  par  la  suiJCe  drae  mm^re  plus  ^en^ale. 

En  rapprochant  les  r&^lta^  dcsii**  pr^ekl./aiire- 
marquera  sans  doute ,  que  les  diCTirentielles  qui  se  pri* 
sentent  Hous  la  forme  de  {ractions  rationnellea^  peuvent 
tou)Oui«  B^intigrer ,  «oit  algebriquement  ,  soit  par  la 
moyen  des  logarithmes  ou  des  aoct  de  cercla ,  et  qu*il 
n*est  besiDin  pour  les  pr^rtr,  que  de  les  d^camposer 
en  fracti^pis  dont  les  denominateurs  soient  des  biiiomes 
ou  dea  .triaoBMs.  J«-  n'ai  encbre  indiqui  pour.  cette 
opiratioi^'que  la  m^lhode  des  eoef&ciens  indftermin^ » 
parcequf  c'est  eelle  qui  tepr^ente  la  premitt^;  mais 
voici  plusieucs  pcoo&lis  qoi  epi^;e]Qti9eiiisde.caJcnI» 
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i55.  Je  reprends  la  fraction  -^.  Soit  x  +  aundea 

facteurs  inegaux  du  d^ominateur  V ,  ensorte  qu'oii 
ait  ^=(x  +  a)^,  Q  ne  contenant  paa  x+ai  n 

U       A  P 

on  fait  ,  ■  +  -7?  ,  P  6tant  une  fonction  indd- 

y     x+a  '  Q ' 

termineede x , mais dans laqueDe cette  quantit^  nentre 

point  comme  divisenr ,  on  aura  U^AQ  +  P(x-t-a)  , 

d*od  ontirera  Pza^'^  ^*^^,  Comme  P  doit  ^tre  une 

fonction  entidre  par  rapport  &  o; ,  il  faut  que  la  quantit^ 
U^^AQ,  qui  est  an^si  une  fonction  rationnelle.  et  en- 
tiere  de  x,  soit  diyisible  par  a?  -f-  a  ^  ou  ^  ce  qui  est  la 
m^me  chose^  s^evanouisse  Iorsqu'on  mettra  au  Ijeu  de  a:, 
la  yaleur  —  a  que  donne  le  facteur  x  -|-  a  ^gal^  k  zkro : 
d^signant  donc  par  u  et  par  </  >  ce  que  deviennent  V 
et  Q  apr^s  cette  substitution  qui  ne  cbange  rien  k  la 
yaleur  de  rinditermin^e  A^  puisqu^elle  est  indepen* 
dante  de  x^  'A  tiendra  u  —  Aq  ==      et  parconsi* 

quent^  = 

Le  facteur  Q  se  trouye  en  diyisant  F'  p^  «  +  a; 
mais  sa  yaleur^,  relatiye  i  la  snpposition  de  x  +  a^ 
s'obtient  immediatement  en  differentiant  requatioa 
^s=(x+a)  Q^  car  il  yient 


«t  M  on  fiMt  daM  ce  i^«iilt«t  x-^atsto,  puis  qa'oa 


■d^ 

repr^sente  par  v  ce  que  deyient  alors  -r—  ,  on  aur^ 


v  =  ^;d'oii^=:-. 

y 
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L^expression  ^ura  toujonrs  une  yaleor  finie; 

tar  lennm^ateur  etle  denominateur  nesauraientde- 
Venir  nuk ,  puisque  la  fraction  propos^e  est  rMuite  a 
«apluB  simple  expression^  et  que  parconsequeat  lafonr- 
tion  U  ne  peut  contenir  le  facteur  x-f-a  qui  fait  partie 
du d^nominateur»  et  qui^  ne  sy  trouyant  qu*une fois» 
xi*entre point  nonplus  dans  Q.  En appliqnant dune  m»* 
niere  conyenable  ce  raisonnement  aux  difiPerens  cas  qui 
peuyent  se  presenter,  on  se  convaincra  que  la  dteom- 
positien  d'une  fraction  rationnelle  quelconque,  dans 
les  formes  indiquees  ci-dessus^  est  toujours  possible. 

1 56.  Voyons  maintenant  conament  on  peut  trouver 
les  numerateurs  des  fractions  partielles  qui  r^pondent 
aux  facteurs  egaux  du  premier  degre.  Dans  ce  cas  on 
a  y=  et  on  doit  supposer 

(:r+a)""*"(x+a)'^'"^(x-H*)--*'  '  '*"x+a"^<?* 

en  r^duisant  au  m^me  dinominateur ,  ii  yiendra 

U=Q\:A+J^(x+a)+A,(x+ay. .  .4-^«-.(*+fl)""']+'^(^+«)*> 

t7-QC^+^,(x+a)+^,(.r+a)\..+^a^.(x+a)"-0^ 
^~  (x+ay 

et  comme  P  dort  ^tre  une  fonction  enti^re ,  il  faudra  que 
le  numirateur  de  son  expression  soit  diyisible  n  fois  de 
euite  par  op+a:  ce  num^rateur  8*^anouira  donc  lor»' 
qu*on  y  mettra  — a  au  lieu  de  x,  On  yoit  d'abord  qu'il 
•e  redttit  dans  ceeas  a  U^QA ; mais  pour  que  U-^QA 
soitdiyisible  par  x+a^ilfaut^  enconservant  lesmlmes 
denominations  que  dans  le  n°  precedtnt,  qu*on  ait 

u— 0-^=0  ou  A=^. 
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Cetteyalear  changerala  quaatiti  U—QA  en  Q 

qui  se  diyisera  par  x+a-,  etonaura  en  effapantenmeme 
temps  ce  facteur  dans  le  dinominateur ,  et  faisant  pour 

abriger  17—^  <>=  U,(x+a) , 

Maintenant  pour  obtenir  Ai ,  on  fera  a?+a=o,  et  en 
d^signant  par  u, ,  ce  que  devient  C/, ,  par  la  substitu- 
tion  de— a  a  la  place  de  x,  on  aura  u,— ^^1=0, 

ou     =  ~.  . 

Mettantensuiteanlieude^x  savaleurdansZ/,— -Q^„ 

il  en  T^sultera  la  quantit^  U^  —  ^  Q,  qui ,  8'Ayanouis- 

«mt  lonque  x+a=o,  sera  diyisible  ps^x+a^  et 
parcons^quent  P  se  rMuira  a 

(x+a)»^»  » 
l^A  repr^sentant  le  quotient  de  la  diyision  de  — *  ^  ^ 
par  X  +  a.  £n  continuant  le  m^e  procM^  et  la  m^ma 
notation,  on  trouyera  encore  u^—qA^-^o,  d'oi!i.^s=^ , 

et  ains(  des  autres. 

Le  Calcul  diff^rentiel  facilite  beaucoup  les  opirations  . 
pricedentes.  En  effet  si  on  diff^rentie  succeasiyement 
n — 1  fois  r^quation 

U=QlA  +  A,(^x+a)+J^ix  +  ay  

+^^,(x+a)->]+P(x+a)-, 

et  qu*onfasse  ensuite  x+a=KO,  d#uis  cette  iquation 
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et  danft  ce&es  qu'on  en  aura  deduites ,  il  ^endra 


UzizAQ 

d*J^=^d*Q+  au^|dQda?+fl^.Qdr* 

^l?U=Ad?Q+5J,^^Qdx+6J,dQdj*'i^AsQdj^ 

•tc. 

Aquations  qui  d^terminent  cliacune  des  inconnuet 
Ji,  Ai^  A^y  etc^  par  celles  qui  la  precident;  bien 
entendu  qu'il  faudra  ecrire  apr^s  lea  diff^rentiationa 
— a  au  lieu  de  x. 

Le  mojen  le  plus  simple  pour  obtenir  la  yaleur  de  Q^ 
dans  ce  cas ,  est  de  diyiser  /^par  {x  +  a)",  cependant 
on  peut  j  paryenirpar  la  differentiation^  commedans 
Jb  n*  preb^dent;  car  puisqu*on  a  ^=^(x+a)",  en 
diff^rentiant  un  nombre  n  de  fois  chacun  des  membresae 
cette  iquation ,  et  faisant  ensuite  x  +  a=o ,  on  trou-- 
vera  d*/^=i  .a.  • .  .uQdj:"  (Sfl),  et  parconsequent 

^      1  .fl. . .  .Tidr"' 

On  paryiendra  a  Texpression  des  differentieDes  de  Q 
dans  rhypoth^e  deap^^^^o^en  prenant  successiye-* 
mentcelles  de  rordre7i+ n+fl^  etc.  de  lequation 
y~Q(x+ay\  car  il  est  aise  de  yoir,  d  apr^s  laremarque 
dn  n?  5fl,  que  dans  ce  cas  d"+»^=d**'.9(x4-a)", 
par  exemple,  se  riduiti  d«+*/^i .  a .  3 . . .  (»4- 1  )d  ^djc*. 
11  suit  de  la  qu*0B  pourra  exprimer  les  indetenoin^et 
Ai,  Am,  As,  etc.  a  Taide  des  differentielles  dunume- 
rateur  U  etde  celles  dii  denominateur  de  la  fractioa 
propos^e. 

iS/.  Le  procidd  du  n*  i55  etant  tres-peu  modiEe^ 
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sert  aussi  k  trouTer  le  niiiairateiir  d'un6  fimction  par* 
tielle  de  k  fbrme 

jix  +  B 

Soit 

U  Ax+B  P  , 

en  rMuisant  le  tecond  membre  an  mteie  d^nominateur 
.  ^e  le  premier^  on  tA>uTe 

d*oik  on  tire  ensuite 

p_g^— <?(^a:  +  2n 
a::*+s«x  +  «*+|g** 

Comme  P  doit  toujours  (tre  une  fonction  enti^re  pat 
rapportixyilCautquelaquantite  V—Q(^Ax  +  B)^ 
eoit  divisible  par  +  sax  +  «•  +  elle  doit  dono 
renfermer  au  nombre  de  sea  facteurs ,  ceux  de  cette 
demi^re ,  et  0*^anouir  parcons^qnent  dana  lea  m/gmca 
circonstances.  Mais  les  facteurs  de  0:*  +  a«r  +  ** + /3», 

aont  £+«+/3^— 1  /X+rt — jSv/— 1  ;8ionlesigale4 

3tero,  onaura  x=:>— (*+^  1/«^),  x= — («-h8  J/^)  : 
ces  valeurs  ^tant  substituies  successiyement  dans 
U —  Q  (^Ax+B),  doivent  faire  iyanouir  cette  quantite. 
D^ngnant  doncpartt±:u'|/^^  et^arq±L<f^ — 1, 
ce  qne  deviennent  U  etQ,  apr^  eette  transformation 
on  anra 

v±u'  i/ZT— (giw'  /^)C— ^(«±^8  v/^)+^]l=o. 

Cette  ^quation  est  double  i  cause  du  signe  ±:  dont  sont 
aifectfa  plusieurs  de  scs  termes^  et  elle  est  ^quivalente 
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i  celles  qa*on  fonnerait ,  en  egalant  sipar^ment  k  Tbro 
la  partie  r^elle  et  la  partie  imagiDaire ;  d'apri8  cettt 
Qonaideration  on  aura 

iqnations  qui  donneront  les  yaleurs  de  ^  et  de  B. 

On  peut  troaver  qtttf  i-peu-pres  comme  on  a  troavi 
q  dans  le  n*  i55.  En  effet^  si  on  dilFerentie  r^qtiatioB 

et  qa*on  fasse  ensuite 

«•  +  fl*r  +  **  +  /S»  =  o, 

il  viendra 

Q(flxd*+a«dx)=dr,  ott  Q  =  axdrTa^' 

substitaant  au  lieu  de  x  ses  deux  yalenrs  — (a±;/3 1/ — i) , 
reprfaentantpar  v  ifc ,  ce  qae  deyient alon-^» 
et  ecrivant  q±:<f  |/— i  pour  Q ,  i\  viendra 

q±(fV;—i  =  7h=^l 

multipliant  les  denx  termes  de  la  fraction  da  second 
membre  par  —  i  ,  et  igalant  ensuite  les  paitief 
reelles  et  les  pard^s  imagmaires  de  chaqae  membre ,  oa 
aura 

i58.  Si  le  facteor  x»  +  ii«6  +  ^  +  j8»,  qae  poor 

abr^ger^ 
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abrtger,  )b  representerai  pBt  se  tronvAit  plusteUri 
{bis  danJ  ie  denominateur       et  qu'ou  eftt  ^  * 

on  prendrait  dans  ce  caa  ( 1 53  ) , 

jix+B     AxX+B^     J^+Bj  .  Vj^, 

reduisant  au  m^me  dinominateur  ^  et  tirant  la  yaleut 
de  JP,  on  trouyera  ' 

_U—Q£Ax+B+iA,x+B,)R^(^A^x+B,)l^+. . 

£n  raiflonnant  dan#  ce  cas  comme  daud  lee  pr^Mens , 
on  conclura  que  le  numerateur  de  cette  expression 
doit  s*eyanouir  par  la  substitution  de  — (a  zfcjS  \/ —  i  ), 
qui  rend  anssi  A  =  o;  et  gardant  les  m^mes  denomioa- 
tions  que  ci-dessus,  on  aura  apr^s  cette  operation 

u±a/ 1/^—  (<7±u/'  V^)C— /ZT)  +B}z±:o^ 

ce  qui  donnera ,  pour  d^teiminer  A  etB ,  les  m^mes 

equations  qne  dans  le  n»  pr<c6dent.  Ayant  tt-ouv^  les 
valeurs  de  ces  quantit^s ,  on  les  substituera  dans  le  nu- 
merateur  de  JP ;  et  les  termes  I/  —*  Q  (Ax+B)  deye- 
nant  divisibles  par  jR,  ou  o::*  •+  +  **-f-  fi^ ,  Texpres- 
sion  enti^e  le  deviendra  aussi  :  nommant  donc  Ui.^  le 
quotient  de  17—  Q(^Ax  +  B)  par  +  2ax + «t*  +  jS*  , 
on  aura 

U,  —  QlA,x+B,  +  (A,x+B,}R+. .  Q 

En  remettant,  dans  ce  nduyeau  nnm^ifateur^  pourx,  let 
Cakul  int^,  P 
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v^^rs.que.doime  riqn^don  /i  =  o  ^  et  ^galant  le  r^- 
>  sultat  a  xirq ,  on  d^terminera  jii  et  ,  comme  on 
^  determin^  plus  haut  AetB,  et  on  continuera  d'op^ 
rer  de  k  m6me  mani^re ,  pour  paryenir  aux  yaleurs 
des  lettres  ji^,  B^,  ji^,  B^,  etc. 

Ce  cas  est  parfaitement  analogue  a  celui  qu*on  a  traSti 
dans  le  n<».  i56;  et  le  Galcul  dilferentiel  s^appKqiie  de  la 
m^me  paniere ,  a  Tun  et  k  rautre ,  au  moyen  de  T^ua^ 
tion 

Vz^QlAx+B+iA,x+B,)R+iA^+BOR^+.. . .] 

et  de  ses  differentielles ,  dans  lesquelles ,  jusqu^a  rordre 
n—  1  inclusivemeat,  le  terme  jP/l"  s'evanouit  Iorsqu'om 
fait  jR  -=0.  On  obtiendra  de  cette  mani^re  les  ^quationt 

U=iAx  +  B)Q 
dI/=  (^Ax  +  B)dQ  +  AQdoc  +  (^A,x  +  B, )  QdR , 
etc. 

chacune  desquelles  deviendra  double ,  Iorsqu*on  mettra 
pour  X  ies  valeurs  dont  il  est  susceptible  ea  vertn  de 
r^quation  /l  =  o,  ou  j^  + 2ax  +  A*  +  fi*  —o.  En 
^galant  s^parement  k  zero,  la  partie  r^elle  et  la  partie 
imaginaire,  on  obtiendra  un  nombre  suffisant  d'k[ua* 
tions ,  pour  d^terminer  A  ^  B ,  A^,  B^,  etc, 
Q  faut  encore  remarquer  que  de 

/^=  Q  (a:»  +  fletof  +    +  i8»)", 

on  tirera 


^  "~d".(a;»+fl<tx  +  «*-J-/3*)«» 
lorsqu^oB  supposera 
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On  trouvera  dQ ,  d'Q ,  etc.  dans  la  meme  bypotWse  l 
en  prenant  les  diiferentielles,  d«8  qrdres  n  +  ^  >  ?*Tirj^'^^^* 
tie  requation 

et  supprimant  ensuite  les  termes  que  cette  hypothese 
rend  nuls.  •      .  « 

169.  Je  yais  donner  maintenant  quelques  applications 

dx 

de  ce  qui  pr^c^de.  Soit  la  fraction  ^g^^y — — 

les  facteurs  de  son  d^nominateur  sont  faciles  a  decou- 
vnr ;  oar  il  peut  se  mettre  sous  la  forme 

ac^(x^+a:*— j: —  1 )  =:j::^(x+  1 )  (x<—  1 ). 

Le  facteur  —  1 ,  se  decompose  en  —  1  et  x*+ 1 , 
ou  3C  —  i ,  X  +  1  et  a;*  +  1 :  on  a  donc 

+  x7 _a:4_a^=x3 (o?—  1 )  (^?  +  O*  (^  +  Oi 

€t  parcon^equent  la  fraction  propos^e  est  decompo- 
sable  comme  H  suit  (  i5i ,  i5a,  i53)  : 

^dx  ^    jBdx      ,    Cdx  . 


X — 1      (x+i)*  X+1 
iPdx     Edx     Fdx     (Gx-fjy)'dx  ' 
x^  +  X*        X  i+^? 

£n  reduisant  an  m6me  denominateur,  et  comparant  le 

resuhat  avec  -r-- — ;  ~ ,  on  determiiierait  les 

x'  +  x^  —  x**  —  jr' ' 

numerateurs  inconrpis ;  mais  je  yais  faire  nsage  des  pro- 

cedes  indiqnes  ci-dessas.- 

Pourcelaje  considcre  scpa'<  ment  les  q  la^re  facteurs 

jc— 1,    (x  +  i)«,l-ar»  ct  X-  +  1, 

P  a 
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qui  fbrment  le  denomiiiateur  de  la  {raction  proposee  f 

au  prenlier  r^pond  une  fraction  de  la  forme  ^  ■^■^ , 

dontle  denominateur  etant  egaI6  a  zero  >  donne  x  =  i ; 

les  quantites  t/=  i ,  et      =  —    .     ^   i 

deyiennent  i  et  8 :  on  a  donc  (i55)^=g,et  ponr 

la  premiere  firaction  partielle  g. 

Au  facteur  (j:  -|- 1  )*  ripondent  deux  fractions  par- 

:  tiellea  de  la  forme  r — - — +  — r^—  (  i5S  )  ;  ayant 
(x  +  i)*  *  a:-f-i  ^      *  ^ 

tronv^  imntediatement  que 

)e  fais  x  +  i=o,  d*oi^-a:=— i,  7=4,  et-=i; 

9  4 

aiosi  la  seconde  {raction  partielle  est^-r — ^  . 

4(^+1)* 

Mettant  dans  rexpresaon  Vx  >  dn  n^  cit^  ^  au  lien 

dt  ^  sa  valeur  ^  ,  )*ar  , 
4  " 

_  t/— 4— jg  +  a:^— a;^-+a?» 
'~  x^x   —  4(^—1) 

~  '  4  ' 

d'oi  il  vient  —  =  i|  =  I ;  on  a  donc  pour.  la  troisi^mt 

f       10  o 

fracticn  partielle  |  > 
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Pour  appliquer  ici  le  Qalcul^diflFerentiQ]^  on  fibrmerah 
(.i56)  Tequation 

qu*il  suiiirait  de  dilTerentier  un«i  foi^;  et  posant  •n* 
suite  X  =  — -  1 ,  il  yiendrait ' 

Q, ctant  x^^jfi  +  o:^ — oc^^la.  premi^re  de  ce8'c<iBa- 
tions  donnerait  Az=s^,  et  la  seconde  At  =  |. 

Le  facteur      foumit  les  trois  fractions  partielles 

qn*on  dtetermine  au  mojen  de  r^qnation 

iz=:QlA  +  A,x+  A^l^  i-Px^, 

ct  de  ses  difF^rentielles  premiere  et  seconde.  En  ob-. 
servantque  Q=cc^  +  x^  —  x —  i ,  etfaisant  x=i  ; 
dans  Qy  dQ  et  d*Q  ,  on  trouY^ 

-/f=-— T,  A^rziy  ^4=:— i: 

II  ne  reste  plus  a  trouyer  que  la  fraction  partiella 
cbrre^ondante  au  ficteur  a:*-f-  i ,  et  dont  la  forme 

est      7.  '  •      pourrait  la  conclure  en  retranchant  de 

la  proposee  toutes  les  precMentes ;  mais  )e  yais  y  par- 
yenir  directement  par  les  formules  du  n*  iBj-  On  a 
d'abord  Q=jfi  +  cc^ — x^— .a;^;  puislefacteurx^-f-i^ 
ctant  egale  a  zero,  donne 

P3 
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=  ,  Asso,  ^  =  1 ,  d'9u  on  tiro 

q  ^q'  V^— 1=  —  a±:a|/Iir,     m=i,  et  u=o: 
les  eqifetion j  qui  determinent  A  et  B ,  deviennent 
1  +a>rf  +  a5  =  o,     a^  — a^  ==  p; 

et  on  trouve  parconsequent  Az:z  B= —  i. 

4 

Voili^donc  la  fraction  proposee  ^ 


dicomposee  dansles  suivantes: 

_i    dx        1       dx         9  dx 

L*IntegratiOn  de  cfaacnne  de  celles^cinepresenteaucane 
diJBcu^e^  et  on  ohtiendra  pour  le  resultat 


—    (-3:^+1) — ^  arc  ( tang=x)  +  conj^. 

La  riuaion  de  tous  les  termes  algebriqnes  produira  la 
fraction-''^^^— -p~y ,  ct  celle  des  termes  lo^arithmiHi^ 
ques  donnera' 

iKx— 0+^I(x+i)+I(x+i)— {I(x»+i)_b: 
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cn  anrd  donc 

^iarc  (tang=ra:)  +  con^f. 

jPe  VinUgration  des  fDfictions  irtation- 
neltes. 

iSo.  Les  fonctions  jrrationBdles  doiyent  6tre  regar- 
dies  comme  iiitigries ,  toutes  les  fois  que-,  par  qtielquo 
transformation ,  on  les  a  renduee  rationnelles ,  ou  du 
moins  Iorsqu*an  les  a  ramenies  a  une  suite  de  monomea 
iArationnels;  car  alors  pn  peut  y  appliquer  immediate- 
liient  les  rigles  precedentes. 

3 

Soit  pour  exemple  LLii  — :  il  est  eTi- 

1  +v/^ 

dent  qu'en  faisant  jt  i=     ,  toutes  les  ettractions  in- 

diquees  s  eftectuent,  et  on  a  J^I^  *  '^*" 

tant  par  i  +  z»,  il  vient 

--6|^ft'd« — z^d«— a*d« +a4da— a*d&+dz    ^l^i^ , 
dont  rint^gtftle  est 

6 

et  r»nettant  pour  z  la  yaleur       «  on  aura 

— f  V^a;»+f  JC>/«+«-i-}  |/x*+a  v/i-6|/x+6arc(tan6 

=v/x)  +  con4l. 
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161.  La  premiere  esp^cede  fonctions  irratip^neUeft 
dont  je  vais  m*occuper ,  est  celle  qui  ne  renfeime  qoa 
le  radieal  y^jf+  Bx  +  et  qui  ne  laurait  avoir  (jno 
Tune  ou  Tautre  des  formea  XAx       +  Bx     Cx*  dt 

,  X  etant^^^e  fo^kion-  rationnelle  do 


.qr.  II        d*f(bord  remarqaer  qUe  riine.de  ces  formea 
rentre  dans  Tautre;  car  oi^  peut  6cri^e  la  preau^r^ 
.  ^insi  qu*il  suit : 

;  y^^+Bx+Cx^ 

.  •  .  \/j+Bx+€3^  * 

et  le  num^rateor  du  r^suhat  est  alors  une  fonctiov 
rationnelle.  ~.     •  :  ^ 

Avant  d*indiquer  1^8  moyens  de  rendre  rationnellej^ 
par  rapport  a  a?  ,  rexpreftgioji  y^A^^Bx-^Cjj^  m,  )• 
mettrai  la-qua&tite  A + Bx  -f-  Ca^ ,  sous  la  forme 


et  laisant  povr  abr^ger 
fl  en  risuItcraVui  +»3c  -J-^^Jc^  ^  y      + ftc  -f-i^- 


C=^»,  ^=-, 


Cela  posi ,  si  on  prend  y^*+i8x+a:f  ==x  +  ^ ,  « 
ilevant  au  quarre  ,  il  viendra    +  jSx  ==  axj5  + 


qiu  doiu^era  x  =?=  ^  v^'^  1  d*ai 
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^ — '      i2z^^y  • 

Par  le  moyen  de  ces  yaleurs,  oa  chaAgera  la  diffi^ 

Xd^r 

rentielle  ^l^^i^  ■  ™^  ^utre  de  la  f orme  Zdfi^ 

Z  itBnt  une  fonction  rationnelle  de  2,  et  rielle  tant 
qOe  C  sera  positif ;  mais  si  C  etait  i?6gatif ,  y  devien- 
drait  imagmaire  et  la  transform^e  pourr^tit  le  deyenir 
^ussi. 

Pans  ce  caa,  on  aurait  \/ A+Bx-^^Cj^  ;  et  faiiant 

il  vi^ndrait^  v/ct-|-/3a:— x*.  La  quantit^  x» — jSa? — «e, 
peut  tou)ours  se  decomposer  en  facteurs  riels  du  pre- 
noer  dcgr^V  si  ow  les  xepr^seAf e  par  x-^a  etx^i/, 
il  est  ^Yident  que  ' 

ii+ite— j:*=— (Jf— jSx— tf)=2=(x— n)^^'— ^ 

'  .  Faisant  ensuite  {/(x—a  )  (  J —  ^)  =  (x — a  )  a ,  ele-' 
vant  au  qu^gr^  les  deux  membres  de  cette  ^quation, 
.  ftlle  deviendra  diviBible  par  x — ,fX  oq  aura 
ii  —x^  ( jp— a)A? ,  d  oii  on  tirera 

valeurs  qui  rendront  encore  rationnelle  la  dilferentielle 
proposee.  -     ,  " ' 

)6ifl,  Je  prenda il*abord  pour  eavmple  hdiSerentieUo 
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:  la  preniiere  des  transfoniuillon» 

precedentes  donnera  ■  7"^^rj  riAtigrale  est 

~  i  1(2«— ie)-f.con^f.  Remettant  pout  e  sa  valeur 

— ar -I-  v/*+i3x+x» ,  et  pour  rf,  j8  et  3*  les  qaantitis 
qu*ils  representent,  il  ?iendra 


resultat  auquel  on  pteut  donner  la  forfne 


£n  r^unissant  les  termes  constans,  et  en  d^servant  que 
le  radical  \/C  est  susceptible  du  signe  db  ^  on  aura 


1 63.  Soit  pottr  aecond  exemple— 7s=i~==:  •  en 

faisant  usagedelademi^re  transformatiQn  du  n<*  161 , 
«on  aura  dont  rintegrale  est 

—  -  arc  (tang  =»)  '{'ConsL 

.  y   

»     ■  '  ' ' .  \/  a'— X 

Substituant  aulieu  de  2,  sa  valeur   -  ,  tirefe  de 
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riqoation  d — a:= {x — a>» , 

€t  mettant         poiur      on  obtiendra 


dx 


=  ^.arc/'  tang^-i^^^szii^^+con^i: 


a  et      ^tant  les  racines  de  r^quation 

Si  on  prend  -^  =  C=»i,  et  Binzo,   la  diffe- 
rentielle  proposee  devient  dans  ce  cas  particulier 
dx 

^  et  la  formule  pr^cMente  donne  pour  son 

integrale  —  a.arc    tang=r  ^ ^  +  const.  cara 

ct  d  6tant  alors  les  racines  de  x* — 1=0,  il  faut 
prendreas— .1  et  iizs^i  ^  pour  ne  pas  tojalier  dam 
Fimaginaire. 

Je  vais  montrer  qne  ce  r^galtat  revient  a  Taro  dont 

le  sinus  =     et  dont  on  sait  que  '  ■        ,  exprime  la 

yi — or*  - 

diir^rentielle  (35).  Pour  cela^  je  rappellerai  que 
(77%.  fl6), 

.  fltang^ 

tang     =  --2 — ^ 

^         1 — tang-r^** 

d*o&  il  snit  que  Tarc  double  de  celui  qui  est  indique 

1/1-— »a? 

dans  lafonnnle  pr^cedente^  a  pour  tangente  ■  , 
et  qne  parcons^quent  il  est  le  complement  de  Farc 

X 

dont    1  seraitla  tangenteet  a:le  SKDue^CTH^;.  26). 
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Nommant  donci^  ce  demier;  on  aura 


,  —  const. 


et  coxfiprenant  Tarc^  1?  constante  arbitraire  ^ 

il  viendra  =zs  +  const. 

J   V^.i— X»   \. 

J^obsery^rai  qa'on  peut  ramener  immediatement  la 
differentielle  ^ '        b=  -^— =^?i=^- .  4 


icejcU 
d« 


celle  d*un  arc  de  cejcle  \  car  en  faisant  d*abord  x — ^= z, 
on  aura 


,            j    ;  posant  ensuite  *4-  4  iS*  == 
et  z=m,  on  trouveta  ■              dont  Tintegrale  est 
♦arc  (nnc=  u^+.const^  

y 

dx 

164.  L*integration  de  la  formule  peutaussl 

8*effectaer  par  le  mo;^en  deslogarithmes/et  conduit  alors 
i  des  expressions  imagiqaires  du  sinus  et  du  cbeinus , 
qui  sont  tres-^emarquables*  r 

En  comparant  cette  formulc  avec 

ontrouYe^=i  j  £=0;  C===— 1;  etrintegralc  gen6- 
rale  devient  (1612) 
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A  Ycn  reppesente  par  z  Tarc  dont  ■  est  k  difF6- 

y  i — X* 

rentielle^  on  aura  donc 

z=  -^=.  1  (x/^-t- V^T^^)  +  consU 
V/— 1  . 

Mals  si  Ton  veut  que  cet  arc  soit  nul  en  luilme  temps  qu« 
il  faut  supprimer  la  constante  arbitraire ;  car,  enfai- 
eant  a:  =  o ,  le  second  membre  se  reduit  a  cette  cons- 
tante  ^  a  cause  que  h  =:  o. 

Celapose,  en  observant  que  x  etant  le  sinus  de 
Farc  s,  y/i—af'  en  est  le  coainus,' requation  cir 
dessus  deyiendra 

aV^— 1  =l(coaz  +  $/r— isin»); 
et  si  Von  suppose  z  n^gatif ,  comme 

^in  ( —  ») = — an » ,    cos  (— *)  =co» »; 
on  aura  encore 

—      — 1  =l(cQS«  — V^— 1  sinz); 
resultat  qni  se  reunit  au  precedent ,  dans  r^quatioxi 
Htiy/ZT  =  l(cos«ztl/— Tsinii)  (*). 


dbr 

C*^)  L^eipreMion  cU=:  ■■   -   _    te  «ftange  immMiatement  en  dif« 

lerentielle  loganthmiqne ,  loEsqn^on  mnltiplie  son  nmn^rat^r  et  son 
Jenominatenr  par  le  facteur  x  V^— Y-f-  — ^x*.  H  Went  par  ccttf 
op^ra^on , 
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.    Prenant  dans  chaque  membre^  au  lieu  des  loga- 

ritbmes,  les  nombres  auxquels  ils  appartiennent ,  il 

viendra 

€^^=cos«  ±.  sin  «, 

^qpiation  qui  foumit  les  deux  suitantes  : 

e**'^=cos«+  v/ — 1  sinz, 
«i/t:T_  jjQg  ^  _  ^/w— 1  sin  £. 

Si  Ton  ajoute  celles-ci,  on  en  tirera 
cos  a  1=  — — ^  ; — ; 

et  en  retranchant  la  seconde  de  la  premi^re  ,  il  en  re- 
sultera , 

e*^~  —  ^~ 

sm  z  =   — =3  . 

a^/— 1 

Ces  expressions  ne  sont  au  fond  que  de  purs  sjm- 
bolesalgebriquds,  quirepresefntent^sous  uneforme  abre* 
gee,  les  series  ihi  nf  36,  ainsi  qu*on  peut  sen  assu^ 
rer,  enmettantpour  les  exponentielles, e*^^,  e"*^~ , 
leurs  developpemens ,  formes  d*apres  la  serie  dn  n**  aS ; 
mais  ces  symboles ,  quoiqu'on  neputsse  leur  assignerde 
valeur  sous  aucune  forme  finie ,  ne  s  en  pretent  pas  moins 
aii  calcul  avec  la  plus  grande  facilite ,  et  manifestent 
toutes  les  proprietes  4ont  jouissent  ies  lignes  trigono- 
metriques  qu*ils  representent. 


et  Pon  Toit  bien  alon  que  le  numdratenr  de  ia  seconde  ii«c(ion  est 
la  differentielle  de  son  denontnateur,  cnsorte  qu'on  en  conclut 
comnM  cwdeitni ,  . 
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£a  mettant  nz  au  lieu  de  z  dans  requation 

e^^^^  =  cosz5i    — 1  Aaz, 
elle  devient 

^snzv^i  —C08  nz±:  j/^sin  «a. 
Mais  Qn  a  aussi 

=  (c=t*v^)«=  (coazih  /^rinz)-; 

donc 

(cos2d=  l/^sinz)*  =:cos/»«±:  v/^«mnz- 

Cette  demi^re  equation  conduit  a  des  cons^quences  tres- 
importantes  y  que  je  deyelopperai  successiyement ,  a 
mesure  qu'il  en  sera  besoin.  Ici  jfe  m*arreterai  sur 
l'usage  qu*on  en  peut  fSsdre  pour  dicouvrir  les  facteurs* 
d^s  binomes  de  la  forme  o:"  qp  a" ,  parceque  cette 
rechercbe  eet  n^cessaire  dan»  Vint^gration  des  fractioni 
.  x^dx 

^u  —  ^u 

2  65.  La  f onction  x^c^  se  transf orme  en  i )  ^ 

lorsqu'on  faitj:=  oy;  et  pour  enconnaitre  les  facteuw,- 
suifit  de  r^udre  Tequation 
« 

qoi  reyient  k 

L'expression  j^  =  c08«4^  |/IITsin2  satisCait  a  cette 
^quation,  par  une  determination  tre&-simple  de  Tarc  z; 
car  on  a 

= (cosa  -j-  V^—  i  sin  a)«  =  cos  nz  +  sin  nz ; 


4 
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et  comme,  en  .designant  par  ^  la  demi-circonfeTence, 

et  parm  un  nombre  entier  quelconque>  11  yient 

sin  TMT  =  o ,      cos      =  di  i , 

•elon  qae  m  est  un  nombre  pair  ou  impair ,  on  n*aura 
qu'a  supposer  hz^mT,  pour  obtenir  y*  =  ±i, 

ACn  de  distinguer  plus  patticuli^rement  le  cas  o&  m 
est  pair ,  de  celui  oii  il  est  impair ,  on  ecrit  pour  le 
premier  sm  au  lieu  de  7»;  et  pour  le  second  am+i  i 
et  on  fait 

7W=Z=fl7llT,    et    7iz=  (flm.+ x)  X, 

Dans  la  premiere  hypothese,  il  viendra 

fimT      /        .  sm^       ^  , 

yz=zcos— — f-V^—ism-^,    et  ^=4.1, 

et  dans  la  seconde,  .  ,  . 

(am+OT  ,    y —  .  (am+i)»    ^  , 
y ~ cos i — +  y—i  sm  >^ — ,  et y=— 1 . 

Au  moyen  du  nombre  indetermine  m,  cfaacuiie 
des  expressions  de  y  fournit  toutes  les  valeurs  dont 
cette  quantite  est  susceptible ;  car  on  peut  prendre 
s}iccefl9iTement  . 

m  =  o,    m=i,   m  =  a,   m=5,  etc. 
La  premiire  formule  donnera 

^  =  COSO.T=l 

V  =  cos  f-  y  — 1  sm  -7— 

n  TL 

4t  .     /        .  At 

y  =  C08       +  l/— 1  sin-s— I        .  .  >  .  . 


eta 


et 
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•t  il  est  yisible  qa'on  tronyera  tonjours  des  r^sultats 
differenfl,  iasqu^a  ce  qu*on  soit  paryenu  a  m=n—i ; 
car  y  en  snpposant  n  =:  m ,  on  a  ^=cosa^r=:  i  et  on 
retombe  sur  la  premi^re  des  valeurs  dej4  obtenues , 
pttisqu'en  prenant  m  =  n  -f-  ^  /il  yient 


G08 


^ — ^  ^   =  C08  r  a^r + — J  =  cos  —  (  Thg.  aa. ) 


(a»  +  fl)T        /  /       '    flT\  .  flT 


im^  • — ^  =  8m(  a»4  1  =  sin  — 

n  \     •  n/  n 


ce  qui  ram^ne  ala  deuxidmeTaleur;  et  ainsi  des  autres. 

La'  seconde  expression  g^n^rale  de  y ,  relatiye  a  Te- 
quation  y*+i=o ,  ne  donne  de  m6me  des  valeurs 
di&erentes  que  depuis  m  =  o  ^  jnsqu^a  m  =  n  —  i  ia- 
clusivement;  puisque  si  on  prend  m  =  n^  il  vient 


(an+i)T         /      ,  «"^  T 

COS-  ^=0081  aT  +  -  )  =  C08- 

s  \        n/  n 

(aT+- )=8in 
n/  n 


.  (an+i)»      .   /      ,  T\      .  -T 


i66.  Non  -  seulement  on  trouverapar  ce  procMe, 
pricis^ment  les  n  racines  de  requation^r;:  i  =  o, 
mais  on  reconnaitra,  avec  un  peu  d'attention ,  que 
ces  racines  peuvent  8'arcanger  par  couples »  en  reunis- 
sant  celles  qui  ne  diiF^rent  que  par  le  signe  du  radical 
V/— 1*  En  effet,  puisqne 
cos(air— p)=cosp  et  8in(a^ — p)=«— amp, 

il  en  risulte  que 

(n  +  </)flr  .  (n+Cf)'»" 

y=cos^ — -!-2-i — f-  y — 1  am^ — L-LL^ 
*'  n  .  n 

(n— o)t    .  in—q)^ 

=co8  ^  ■  —  V^p— 1  sm  ^i^. 

Calc.  intigr.  '  Q 
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OrUestfacilede  voir  qoiilcsflonibref  n^^ntn^  9oat 
tous  deiaCjpair«  impsire  tn  m%me  temps ;  on  pent 
donc^  dw  U$  «xprea«Q»#  ^  r^porteea  ci-dQstns, 
•^hfiimfA^  m^Mflw  d^  ir  quiBe  fiiirpassentpointiMr , 
pourvu  qu*on  prennje  le  radical  — i  altematiTement 
•n  -f*  6t  en-«.^  et  elles  d^viendront  en  consequence , 

'y=cos  ±  y—i  am  , 

.  n 

y  =  cos  ^ — '^—^diy  —  1   — 

JLiprsque  n  est  paire^  les  valeurs  de  m  dans  la  pre- 
^  mi^re  doivent  ^tre  tous  les  nombres  entiers  depuis 

Q  |usqu*i  ^ inelttsivemeQt,  et  seulement  fiisqa'i 

dans  la  seconde ;  et  quand  n  est  impaire,  Tune  et  Tautre 

doivent |tre  pou^s^es  jusqu'^        ^ . 

Les  dew  val^nrs  pomppses  dans  la  fermule 

yaajeos— — i  sm— ^ 
/i  is 

donn^nt  pour  facteurs  du  premier  degr^  de  U  quantiti 
—  1 ,  kfdeux  eacpressiQps  imaginaifes 

j,-.oos—^ — 

cos— ^  +  K -1     — ; 

et  en  les  multipliant  ^  on  obtient  Vexpression 
y— flycos-^+i, 

qui  comprend  tous  les  facteurs  riels  du  second  degr^* 
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On  trouve  de  m^me  qne  le«  &Gteii]:t  du  leoQnd  dey^ 
de  Ja  quantite  y^-^i  sont 

167.  Voici  pour  servir  d  cxemple  de  la  formule 

le  tableau  des  faeteurt  du  premier  degri  coatenus  dans 
la  fonction  1 

LafiomiiU 
doone  les  facteurs  du  second  degri 

y  — siyco»~  +  i 

jr*— ayco3^^-i 
y+ay+i. 

Le  premieK  et  le  demier  d^s  faateurs,  du  second  degr^ 

sont  les  qaarres  des  fiicteurs  du  premier  d^e  y  1 

+  » ,  qui  ii'entrentjqu'une  foisdans  la  propoaee ;  il 
faudra  done ,  lors^uW  eoq^bmra  \m  {actewt*  du  s^ 

»  Qa 
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GQod  degr^  ;  remplacer  le  premier  et  le  demier  par 

Qy— O  Cy+0  ouy*— 1. 

On  a  pour  la  fonctiony^  —  i  les  -facteurs  du  premier 
degre 

y, — ^coa-^ ±:  V^— i  sin-^^ 

Ceux  du  tecond  degr6  sont 

—  fly  cos  -g-  + 1 

—  ay  cos  -~-  + 1 ; 

mais  il  faut  encore  observer  que  le  premier  facteur  du 
second  degr^  est  lQ  quarr6  du  facteur  y.—  i  ^  qui  n*entr» 
*  qu*une  fois  dans  la  fonction  propos^e, 
Par  la  formule 

y  =  co8^^  ' — I/— ism^  — 

^  n  ^  fl»  ' 

\      -       »  ' 

les  facteun  du  premier  degre  de     +  i »  sont 

y  _  ^cos  ^  di  l/^  ain 
_    j-^cos-^=fc/— ism-^j 

«t  la  foOTMle  jr^—  C°^+0<^  ^  j  conduit  a 
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y  —  aycos-g-  +  1. 
5 


y  — aycos-^  +  i, 


y*  +  ay  +  i. 

La  fonction^+ 1  a  poor  facteurs  du  premier  degri 

tt  ponr  facteurs  du  second; 

y— aycos-:^+i 

y— aycos^+i  ouy +  1 

2yC08-g-+l, 

iG8.  Lea  fonctions  de  la  forme  x*"  —  apjc" -f- ^ 
peuTent  6tre  trait^es  comme  celles  qui  iie  renferment 
que  deiuc  termes.  £n  les  resolyant  a  la  mani^re  des  equa- 
tions  du  second  degr6^  on  en  tirera  les  facteura 

qui  seront  riels  ,  tant  quep*  surpassera  et  en  faisant 
dors   

0  viendra  des  fonctions  de  la  forme 

Q3 
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i  decomposer  en  facteun. 

Lorsqu*oii  aura  p*<  on  fera  p= 9  =  j8*%  x=igy, 
et  il  yiendra 

mak  la  conditionp»<7  ou  «•"<i8»"  donnant  «"<i8«, 

la  quantit^  ^  sera  une  fraction ,  et  p  pourra  ^tre  repre- 

f entee  par  le  cosinus  d*un  arc  donn^  ^  :  la  fonction 
propos6e  reviendra  donc  a 

(y*»— fly» cosJ  +  1 ) , 
et  il  ne  8'agira  plut  que  de  resoudre  T^quatioat 

y^n  _  Qyn  cQg/  -f.  1  =  O, 

On  en  tire  d*abord 

jr"  =  cos/ii:  v/-^rsinX; 

puis  prenant 

jf.=cosz±  V^— 1  sin«, 

a  vient  ( xG4) 

^=co8nzdil/ — isinius. 

ct  «1  comj^arant  aTec  Fautre  valeur  dty*^  on  obtient 

cosn£=cosJ^y  amiissauiJ^. 

On  satisfait  en  general  k  ces  relations ,  en  supposant 
112  =  2in7  -f-  m  etant  uq  nombre  entier  quelconque ; 
puisque 

cos  (amT  +  /)  =  cos/,         8in(3JnT+ *r)=sm/; 

onauradonc' 

flmT-l-J  fl^^+^-x--/        •  5imT+^ 

»=  -l—,y=cos  -i— y — i  sin  ; 

n  n  n 

et  les  facteun  du  premier  degre  de  la  fonction 
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—  fly"cos<r  + 1 

•eront  pftrconsiqnent  oompn»  (kn»  1«  fermttl* 

Si  on  ar^ait  a:**  +  apx*  +  ,  on  fcfait  e^c^ire 
^  =  cos/;  mais  on  prendrait 

y  — iiy«cd8(ir— J)4.i. 
puisqnecos^T— J^)  =  ~co8cr.  Celafait,  ^  ^endratt 

co8n2  =  co8  («•«-./),     8iniiz=:8in(T — J); 
et  parcons^nent 

n«=iiflmT+^  — /==  (fl/n+i)*'— <r  (*). 

De  V intigration  des  differentielles 
binomes. 

169.  Ces  difir4rent)elle8  solit  representies  par  la  for^ 
raule  \ 

ji*^»dx(a  +  ij:"^^ 

dont  on  ne  diBiinue  point  la  g^^ralit^ ,  en  supposant 
m  et  n  sont  dei  «bmbree  emie)^. 

Si  on  atait,  par  eiempla,  :i?3ix{dr^h:^  ;  on  ferait 

(*)  Le*  formiiles  iMS,  167,  168,  contiennent  imp]ici« 

tement  leij  tbeor^mes  de  C6te*  et  de  Mowre  ,  et  remplacent  avec 
aTantage  ccs  th^or^mes,  qti  ne  sont  plus  maintenanc  qn'au  ofcjci  dc 
pwe'  enriviitc  j  jv  ii'ar  p^  cffr  fbr'  dRtt  Misoh  4e¥M1ie  iiPfl^  ici : 
on  ks  trouTc  daas  k  7>tejAf  4w  CViW  dif^r^i^^^  dn  CaM 

Q4 
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£ 

a:  =  ,  d*oii  il  sultcrait  Bz^dz  (  a  +  fia^  )» .  On  peut 
aussi  regarder  n  comme  essentiellement  pontiye,  parce^ 

•  l 

que  dans  le  cas  oA  on  aurait  af^*dr (a  -f-  ftar^)^ ,  on 
8uppo8eraitJc=i,  etilviendrait— «""*"*dai(a-f-ia")^. 

PourtherclierdaDs  quelcaB  af^^dx(a+bx*y  ,  peut 
devenir  rationnelle ,  on  fait  a  -f  -      =  2^  ^  ensorte  que 
p 

(  a -f- fix»  )?  =    ;  puis  on  trouve 

et  la  differentielle  proposee  deTenant  par  U 

on Toit alors quelle serarationnelle toutesletfois que 
sera  un  nombre  entier. 

L'expre8sion  x^dx^a-f^&x^)^  satisfah  i  cette  eondi* 
tion^puisquem=9,  ii=3^  -^=3,  etse  transforme  en 

L*expre8sion  a:"''dx(a«f&a:")*  est  susoeptible  d^une 
antre  {6me,  eti  rendant  n^gatif  Texposant  de  x  dans. 
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la  parentli^fle^  m  w  divimt  oi?^  I4  qaa^tit^ 
a  4-  6*2^  :  il  vient  ainsi 

5=  af»-'4r(  <Mr*+i)'jp  • 

=x"'*^""da<aar-+i)?; 
«t  d'aprte  le  eaknl  prfcMent^  la  demiire  de  oes  cz«-< 

pressionspeut  etre  rendue  rationnelle^  lorsqne  — ^-2. 

est  un  noooJbre  entieri  on,  ce  qui  reTient  an.m^me» 

lorsque  ^  +  ^  en  est  nii. 
n  q 

lA  difF^rentielle 

.  a:^(a+ix»)* 
eit  daas  ce  caa^  pi4aqu*elQ:c« 

m     5   p     im'p  8 

£p  appliqaant  k  la  diffirentielle 

0?    *  4ap(aar-»+4)y, 

la  eohititiitioB  iqdiqttie  poi»r  I4  preqiiiflre  fbnae  d« 
cette  diff^rentielle^  on  fera 

d'oi  on  tirera 

«+3:^  =  «>4f; 
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et  si  1*0X1  transforme  immodiatement  rexpresaioii 

jr*"— >dx(fl-f-ij:'»)^  par  le  mojen  de  r^quation  pric^ 
dente  ,  on  obtiendra  ^yidemment  U  meme  resultat 
que  si  on  lui  ayait  d*abord  donne  la  forme 

^    *dx(aar»  +  6)^ 
170.  Pai8qu'il  n^est  pas  possible  d*int^grer  en 

p 

niral  la  formule  fjf^^dx(a  +  bx*y,  Yidie  qui  se  pr©- 
sente  d*abord ,  est  de  chercher  a  la  reduire  aux  cas 
lcs  plus  simples  qu^elle  peut  renfermer ,  comme 

on  l'a  vu  n*»  i54,  a  Tegard  ff^^^^^^y  '"^  ®* 
ram^ne  kj*-j~--^z  On  j  parviendra  par  la  re-« 

marque  du  n^  148 ,  en  vertu  de  laquelle  on  a 
/udi/=ui/ — /vda;,car  si  on  decompose  la  quantite 

jc«»— >dj:(fl+6x")*  en  deux  facteurs  ,  dont  Vun  pon- 
vant  s*integrer,  soit  repr^sente  par  du,  et  rautrc  par 
u,  on  fera  dependre  rintegraiion  de  la  formule  pro- 
posee  de  celle  de  /i/du ,  qui ,  dans  certains  caa  ,  sera 
plus  simple  que  la  proposee ,  ainsi  qu*on  va  le  voir.  Ce 
procMe  ,  tr^s-fecond  et  tris-remariquable  /  s*«pp6Ue 
InUgraUon  par  parties. 

Pour  abriger  un  peu  les  r^sultats,  j*ectirai  p 
au  lieu  de     et  il  faudra  supposer  que  p  est  un  nom- 
bre  fractionnaire  quelconque  :  on  aura  alors  la  formule 
a:»^dj:(a  +  ix»)r 

Parmi  les  diverses  maniires  de  decomposer  cette 
differentieUe  en  facteurs,  je  choisis  celle  qui  tend  & 
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duninuer  l^exposant  de  x  bors  de  lai  parentfa&se ,  et  qui 
a'opire  en  ecriTaiit  ainsi, 

la  formule  propos^e.  Par  ce  moyen,  le  {kcteur 
af^^6x{a  +  bx^y  est intigrable ,  qudque  soit p  (i^) : 
en  le  repriaentant  par  dv  ^  on  a 

,=(4±^,    et   n  =  x«-.; 

(p+0»* 

d*oik  fl  r^raltB 

/je--'djD(a+ix»y=« 

/x"-^'dx(a+Ax»)H-«~ 
/^.•-^'dx^a+ix^^^^^a+ix*)  =? 
«  /af*-*-'dx  (a + ix'»)^'  +  &/x*-«dx(a  +  bjff ; 

mettant  cette  demiere  yaleur  dans  Vequation  pr^ 
eMente  ,  et  rassemblant  les  termet  affectte  de  1'iitte* 
grade  /r"^''^'dx(a+6x")'',  il  vient 

j*—  (a+>x»)y^— a(m^n)  /x«^-*-»dx(fl+»xy 
(p+i)nA 

d'oi!l  on  tire  {A)    /x^'dr(a+*x")^=: 

ae*-^  (a  +  tj&')H-»  ^  g  (m— ra)  /x^-'dx(a+&x"y 
Kp»+«) 

H  est  ai«^  de  yoir  que  pui8qu'on  peut  ramener ,  par 
cette  fomuley  rint^gration  de /^'^•dx^a+ix")^  4 
celle  de  /x**r"-'dx(a+ix")'',  on  ramenera  aussi 
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ccttc  derniere  a  cellc  de  /r*^*^*dx(a+ix")' ,  ea, 
ecrivant  m—n  ala  place  de  mdansrequation(^) ;  puis^ 
changeant  encore  m  en  m — an  dans  cette  meme  6qua- 
tion  ,  elle  fera  connaitre  / xf^^^^^dx^a-^bx^y ,  aa 
moyen  de  /x"~^"~'da:(fl+6x")^,  et  ainsi  de  suite. 

£n  g^neral ,  si  r  designe  le  noinbre  de  rUuctioin . 
effectu^es,  on  parviendra  a  f af^^^^^^d^^a+ba^^y ,  et 
la  derniere  formule  sera 

/a-^C'--0«-»djc(fl+&x«)' = 
a^"''(g+ftj?")''"'— fl(m— ni)/x*-^"-'dx(g+fej")P- 
A(/>ii+m — (r—  1  )n) 

II  est  ^videqit,  par  cette  derniere  formule,  que  tk 
m  est  un  multiple  de  n,  Tintegration  de  la  formule 
/x*'-»dr(a+ix"y  s'effectuera  algebriquement ,  puis- 
que  Tan^antissement  du  coefficient  m  —  rn  qui  aura 
n^cessairement  ^ieu ,  fera  disparaitre  la  demi^re  int^ 
grale  f  af^^dx^a+bx^y.  Ce  resultat  s*accorde  ayec 
celui  du  n*  169. 

171.  On  peut  obtenir  aussi  une  reduction .  par  la* 
qnelle  Texposant  de  la  parenthese  8(Mtdimmue  de  rmii- 
te;  pour  cela  il  suifit  d^observer  que 

fcif^'dx{a+bj^yz=faf^'dx(^a+bx^y-^{^^ 
=a/x*-»dj:(a+4x")i^*+ ft/x*+"-'djc(a+ix")i^\ 

et  que  la  formule  (A) ,  en  y  changeant  m  en  m+n , 
et  p  eu  p— -i|  donne 

/x"+-»-'dx(a+ix»)^=i: , 
ic*  (a+&x")P— am  /^"'-'^dx^a+fex")^-' 
*(pn+m) 

Snbatituant  cette  valeur  dans  T^quatioB  pr£c£dentej» 
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on  aura  (^)  /a:«-»dx(a+6x"y  = 

Avec  la  formule  (^B) ,  on  6tera  successivement  du 
nombre  p  toutes  les  unites  qu'il  peut  contenir ;  et  par 
le  moyen  de  cette  formule  et  de  la  formnle  ^A) ,  on 
fera  dependre  Tintegrale 

/x"-"dr(a+fcc«)''   de  /x«-'^»-»dx(a+6x")'^', 

m  itant  le  plus  grand  multiple  de  n  contenu  dans  m— i , 
et  s  le  plus  grand  nombre  entier  contenu  fdans  p. 

L*integrale  f x^dx^a-fbx^y,  par  exemple^  sera  ra- 
men^e  successivement,  par  la  formule  (^A),  a 

5  » 

fx^dx(a+ba^',  fxdjc(a+ba^y  ; 

i  ' 

«t  la  formule  (5)  fera  d6pendre  /xdx(a+ix^*  dt 

3  1 

f  xdx(a+b3(?^*  etcelle-cide  /xdx(a+tx^'. 

173.  H  est  ^vident  que  si  m  et  ^  etaient  negatives , 
lea  for  nles  (A)  et  (B)  ne  rempliraient  pas  le  but 
pour  lequel  elles  ont  it6  constniites :  elles  augmeote- 
laient  alora  les  exposans  de  x  hors  de  la  parentbese » 
et  celui  de  la  parenthese ;  mais  en  les  renveiBant ,  on 
•n  trouve  qui  8'appliquent  aux  caa  dont  il  s*agit. 

On  tire  de  (A) 

fj^^-'dx(a+bx^y= 
jf^^^a+bx^^y^'  ~t(m+np)/x"^'dx(a+ftx")^ , 
a(m  — n)  * 

•t  mett;ant  m  +  n  gn  lieu  de  m,  Q  vient  (Q 
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am 


fonnale  qni  dhninue  les  exposanshors  la  parenth^se , 
puisque  m  +  n— i  devient  -p-  m+n— i ,  quand  on  a 
mis  ~  m  a  la  place  de  m. 

Pour  renyerser  la  formule  (^) ,  on  prend 

far-'dx(a+bafy-'  = 
3:^(fl+ftx»y^— (m+np)/r^'dr(a+fe3:*)y . 

pna  * 

puis  on  ^crit  p+ 1  au  fiea  de  p ,  et  il  yient  (D) 

/x"-'dx(a+fix»)^'  = 
j"(a4  fia*)H-«--(ynrf>n+yy>/a:?-'d3<g+frx*)^ 
(f>+i)/ia 

Cette  formule  atteint  le  but  propos^  ^  puisque  p-f  i 
se  change  en  — p  +  i>  lorsqne  p  est  n^gatif. 

Les  formules  {A),  (-5),  (C),  (Z>),  deviennent illu* 
soires,  lorsque  leur  d^ominateur  s'^yanouit.  Cela  ar-- 
rrre  pour  la  formule  {A),  par  eacemple,  quand  m= — np : 
mais  dans  tous  les  cas  de  cette  esp^e^  la  fonction  pro^ 
pos^e  est  int^j^able  soit  dgibriquement,  soit  par  loga* 
rithmos. 

— =  ,  m  etant  un  nom- 

hre  efttier  poakif ;  on  trouye  par  la  formule  {J),  en 
y  faisant  c=;i,i=~i,n=i:a,p=— 7, 

/x^'dx  af^-^x/T^    'm-^a  r  x^^^dx  ^ 
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^«criY«Kt  in  au  iiea     nt  <—  i ,  il  vieat 

1/7113?  m  m   J  ^TH^' 

£n  donnant  «uccessivement  a  m  diiFerent;e8  valeurs, 
•n  ceBunen^an^  gar  le»  nopbres  impaira  ,  on  aura 

77=5.  :?=«^     1  —  jc»  +  coiwt 

/ic^dx  1       y  a  /* 


la  loi  de  ces  valeurs  est  ivideut». 
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V 


a55        trait^  £l£ment^aire 
Passantanx  yaleurs  paires  de  m>  et  supposanf  in=fl0 

mr=:/iym  =  6,  etc.  on  trouve. 

etc. 

dans  ce  cas  toutes  les  int^grales  proposees  dipendront 
de 

'  =  arc  (sin  =  o?)  +  const.  (35)  , 
•t  en  representant  par  A  Tarc  indiqui^  on  anra 


etc. 

174*  Je  yais  chercher  maintenant  les  formules  qui 
repondent  aux  cas  ou  m  %8t  n^gatiye.  On  a  alors  par 
la  formule  (O  (172) 


/ 
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cn  Acrijant  —  m,  a|ijieu  de  —  m—  i ,  il  yient 

On  ne  peiit  pas  supposer  m  =  i ,  puisqne  cette  valeur 
rendledenominateur  nuljil  faut  donc  chercher  apriort 

Imt^grale  de     j!f  On  la  trouvera  facilement 

d'^r^s  ce,qui  a  ete  dit  n«  iSi  ;  mais  on  peut  y  par- 

venir  aussi  de  la  maniere  suivante  :  on  fera  i— 

d*ou  il  resultera  '  ' 


V/i— a-''  \ 
et  parconsequent 

•  '   —  dz  4.  • 

^ation  dont  le  secobd^  nt^bbre  a  poiiT  iat^gj[ai$ 

remettant  au  lieu  de  s  sa  valiear ,  on  auta 

muUipliant  par  1  +  v/i— ,  les  deux  termes  la 
fraction  comprise  sous  le  signe  1,  on  obtiendra  i 
Calc.  integr.  ft. 
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on  aura  donc  enfin 

^■^=--1^  +  ^"^  +  const. 
En  posant  m=:S,  7n  =  5,  etc.  il  yiendra 

dx  . 

.,  <     '  ,  ■ 

V/i— JC' 

etc. 


/dx  {/i—x*     5  r  dx 


Faisant  ensuite  m=;: a ,  m=:4 ,  Ai=:6 ,  «tc.  on  trouyera 


dx   t/t— 


etc. 

De  ces  deux  suites  d'equations  on  tirera,  comme  dan^ 
le  n*  precedent ,  une  classe  de  formiries  int^^ecs  pat 
logari(lime#.,  et  une  autre  classe  qm  sera  algftriqae. 
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De  V intigration  par  les  siries. 

175.  L'int6grale  fXdx  8*obtLeiit  facilement  lor«^ 
qa'on  a  d^velopp^  la  fonction  X  en  s^rie ,  parcequ'on 
n'a  plns  &  int^grer  que  des  monomes  auxquels  8'appli' 
q^e  imm^atement  la  r^gle  du  n^  146.  £n  efTet ,  soit 
X=  Ax^  +  ^x*+--|-  Cx^^+Djif^  +  etc. ;  si  on 
i&iihiplie  ks  deux  membres  de  cette  equation  par  dx, 
et  qu'on  int^gre  s^par^ment  chaque  terme  dn  second, 
il  viendra 

pCdxz=:  '  ;  1  ;  ;  f-etc.  +  consL 

LoTsqn'on  rencontrera  dans  le  d^yeloppement  de  x 
un  terme  de  la  forme  —  ^  il  en  r^sultera  dans  rint^grale^ 

X 

le  terme  jAx  {147^ 

^  176.  La  fonction  la  plus  simple  qu*on  puisse  riduira 

en  sArie ,  est  — \ —  >  et  il  en  r^sulte 
a  +  x 

1     a?     X*  X* 
*dx     X      X*    .  x*  x^ 


/*dx        X        3C^  Xr 

/*dx 
~-|-^=l  (a + x) :  anAttFa 


donc 

Pour  trouYer  ce  qu'e3quime  la  constante il  ny  a  qu*a 

faire  x = o ,  on  aura  dans  cette  supposition  Im  =i  const. 

R  a 
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et  parcons^quent , 

l(a+^_la=l(.+f)=f-.jJ+i^-^  +  etc. 
resultat  cbnforme  a  celui  du  n*  129. 

Soit  la  diiferentieUe  -r^^^,  qui.peut  eemettra 

'  dx 

sonslaforme     ^  —  ,  et  qui  appartient  parconsequent 


a  Farc  dont  la  tangent^ z=  ^  :  en  reduisant 

serie,  il  viendra 

■        a           1       ac^'               ^  '  i    s.  " 
•   =  --L.  etc. :  . 

.Sl|^^rant  chaque  terme  en  particulier,  on  aura 
t       •  r  fidx  '  /  x\ 


Si  on  yeut  tirer  de  cette  ^uation  la  valeur  du  plus 

X 

a  ' 


petit  des  arcs  dont  la  tangente  est  -  ,  il  faudra  suppri- 

m^r  )^  'canstftQte  arbitraire ,  puisque  Farc  cberch^  est 
nul ,  lorsque  x  =  o ,  et  on  auta 

/  ,     ,  x\'    X  3?  xf 

^.arc^tang  =  .j  =  --^+5^-— +  etc.  . 

resultat  conforme  a  celui  du  n*»  87 ;  mais  ici  la  loi  e^t 
tvidente. 

cc"*dx 

En  op^i^nt  de  m^©  <ur  — - — j ,  on  trouve 
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+  7  ;  : — Nlri  —  etc.  +  const. 

177.  L'objet  de  Tintegration  par  les  series  etant  de 
se  procuier  des  yalears  approchees  des  integrtdes  qu*on 
ne  peut  obtenir  rigoureusement ,  il  est  important  d^ayoir 
plusieurs  series  pour  exprimer  la  meme  integrale ,  afin 
de  choisir  celle  que  rend  conyergente  la  yaleur  par- 
ticuliere  qu*on  se  propose  de  donner  a  x.  Les  series 
qui  procedent  suiyant  les  puissances  positiyes  de 
dont  les  expo^ans  yont  en  crbissant ,  ou  les  series  aS" 
cendantes,  ne  conyergent  en  general  que  dans  le  cas  oii 
la  yariable  x  demeure  tres-petite;  tandis  que  celles 
qui  procedent  par  des  puissances  negatiyes  de  x ,  011 
les  s&ies  descendantes .  le  font  dans  les  cas  ou  cette 
yariable  est  tres-grande. 

Pour  paryenir  a  une  serie  de  cette  esp^ce  ,  dans 
Texemple  ci-dessus,  il  faudrait  changer  Tordre  des 
termes  du  binome  a"  +  o:" ,  ou  mettre  x  a  la  place 

d%  a  dans  le  deyeloppement  de  ^^^^^ ,  et  on  aurait 

x^+a"     X*  ^f*  "* 

et  il  yiendrait  ,  apres  ayoir  multiplie  par  x^dr  et 
integre , 

x^Ax  1 


/ 


a?"  +  a»  {n—m  —  i )  x"-^» 
a**  a"" 


"^(2/1— /n— 1)0:*«-'^*     (3/1— m— Oar^'*— 

4-etc.  -f"  const. 

Cette  serie  deyiendrait illusoire , si qnelquun  de  ses  d*- 

R  3 
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nominatenrs^  compris  daiis  la  forme  in— i?»— 8*£va<« 
nouissait,  ce  qui  arriyerait  8im  +  i  etait  ua  nviltiple 
de  n;  dans  ce  cas  la  difFerentielle  d^yeIopp6e  contien-^ 

d^ 

drait  un  terme  de  la  forme  a^hzO^       doat  Tint^grale 

•erait  a  C*-0»lx. 

Si  on  fait  dans  le  resultat  ci-dems  m=:o, 
et  a—  1  ^  il  d^yient 


djc  III 


mais  qnoique  Texpression  j^^»  diiFereniielle 

de  Tarc  dont  la  tangente  est  x,  il  n'eQ  faut  pas  condure 
que  la  serie  prec^dente  soit  le  d^yeloppement  de  cet 
arc  ^  puisqu^elle  deyient  infinie  lorsque  x=o.  La 
consid^ation  de  la  constante  arbitraire  levera  cette 
diilicult^y  si  Ton  fait  attendon  que  pour  connaitre 
'  la  yraie  yaleur  d*une  serie ,  il  faut  toujours  partir  du 
cas  ou  eUe  est  conyergente.  Or  la  serie 


etc. 


Test  d*autant  plus ,  que  x  est  plus  grand ,  et  elle  s*^ya* 
nouit  lorsque  x  est  infini ;  T^quajion 


1  .  1 


arc  (tang=x)=— -  +  g^—  5^  +      +  ^^'^^ 

9e  changera  dans  cette  Umite  en  arc  de  =  ^  =  const, 
«ubstituaQt  cette  yaleur  de  la  constante^  on  aura 

arc  (tang= x) -  i  +      -  gi,H-tc. 

On  pourrait  int^grer  aussi  la  fraction  rationnelle 
•p-^(ii)i),  en  d^yeloppant  en  serie  Texpression 
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lAi^  e«-  mxsy^n  ne  conduirait  quk  des  r^sultats  fort 
eompHqu^fl  et  rarement  convergens ;  d^aitleurs  ces  cal- 
Cvis  8ont  a  pen  pres  inutiles ,  puisqu*on  sait  ramener 
cett*:difBhr«iitielleaia  logaritkmes  et  aux  aecs  de  cer<- 
cles  j  faciles  a  ^yaluer  par  les  tables  qa*on  en  a. 

p 

17B.  ta  formiJe  fiif^Ax  (  a  +         est  facile  k 

'  t 

int^grer  par  1e  deTeIo|q>ement  de  la  qp^titi  (a+^^)*  * 
en  ^km^  et  il  yient  pour  r^sultat 

+const^ 

$1  6n  youlait  avoir  une  serie  deacendante  par  rap- 
port  a  X,  il  faudrait  donner  a la.diff<^rentieUe  proposee  ' 

la  forme  x     '     dx(  6  +  aa?~"  y ;  et  on  trouverait, 

aprt^tftoir  d^IoppA  multipfit  le  resubat 

par  X  •  dx  et  mtegre^    


yx«-*dx(a+6x»>:^  ^ 


[Tnq  +  np 

pa  qx  P(P—^)^  qx        ^  , 

qbmq-^Q} — qr)»      i.a.</*6*  mq  +  {p—^iqyn^  ^'^ 
,  +const^ 
Taat  qu^  les  'qoantit^f  a       mont  poskiyes  tbutes 
deux,  ou  que  q  sera  iin,  nombire  impair,  on  pourra 
se  senrir  indiff^remmtnt  da  cetle  serie  ou  de  la  pr6- 
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cedente ;  mais  lorsque  g  sera.pair^  la  premi^e:  fe^mtfe: 

deviendra  imaginaire  par  le  facteur  §i  est  n^ga- 
tif ,  et  la  menie.  chose  arnv^r^  a  la  seconde^  si.b^ 

est  negatif.        i      :  „      :  •  

,  .  dx 

»  179-  '^Q^^^  \>i  t      >  e?cpre»ion  qui  ^st 'la  <]^fF«i;ep- 
yi — X*  ^ 

tlelle  de  Varc  dont  le  sinus  =  x ;  pn  au^a . 


V/i— ....  »  .   2.4  ^^2.4.6'   ^11.4. 6. 8 
et  de  la 


=  ^  +  I  ^  +  — 7-r  +  TT^rif  — +etc.  +  ccMW^ 


En  supprimant  la  constante,  la  serie  8'aneantira,  lors- 
que  x=o;  elle  donnera  parconsequent  la  valeiir  du 
plus  petit  des  arcs  do'nt  le  sinus  =  x  ,  comme  dans 
le.  n°  37.  .  , 

Voici  encore  quelques  resultats  faciles  a  obtenir, 
d'apces-4:e-  qud  prec^de ,  mais  quHl  est  bo9  co^^dtX!^'\ 

1**.  — —  ■  ;  faisaiitr|/if  ri^tt , 

\/jL* — XX     y  x\' y  1 — X 

on  a  — ■  • !  mais  par  laserie  precedente  il  vient 

donc      ,  *. 

/ dx  /   .       ,  i-5x*  ,  i.3.5x'  ,   ^  N.y    ,  ^^„cf 

7j^-=^<^+53+MT+5Tpy*«*-y'-»-^*^^^^ 


Digitized  by  Google 


PE  CALCVL    INTEORAL.  m65 

or 

(a?\^^  i^<x:       1.1           1.1.5  , 

donc  .... 

.   1.1. ax'  \   / —  . 

'  Vs3    fl  S.sui      a.4  7.40* 

■  dpnne^  apr^s  la  ^Mucfion  de  V^i  -f-o^ 

«n  s^rie,  et  rintegrtfddn ,  ' 

~  ^ "  5  3"*"  M  T  ~  m:6  7 

r  dr   1       1.5    ;  ^'^-^^ 

—  etc.  +  consL 

"Cette  sWe,  qtdreriferme  la  transcendantelx,  estd*au- 
tatnt  plu»  coQVergent^  que  x  est  grand^;  onpcut  en  ob- 
Jieitir  «ne  autrer  entiirement  alg^brique ,  et  d'autant 
ph«  coBYergeiitoiqneia;  4jffere«opi$  de  runit^.  Pour 
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cela,  il  faut  faire  a;  =  i  -|-u/  ce  qui  donne 

4eveloppant  multipliant  chaque  terme 

u,  ^iu,  eft  iAtegrant,  oa  trouye 

r 

S.  <  T 

et  puisque  tcsso;— -1  ^  les  termes  de  cette  §erie  iant 
ffaatant  plue  petit^qne  jp—  i^pen  consid^rable. 

180.  Le  but  de  la  rMuctioai  des  d^renljelles  «a 
eerie ,  eat  de  les  ttansformer  dans  une  suite  de  terme» 
dont  chacun  soh  int^grable  en  particulier ,  et  i)  nVet 
neceeeair^  pour  ofela  que  lefttermes  soieat  des  mo^ 
nomes. 

Sti  on-  a>  par  exemple  ^ 

.  dx|/i— e*a^* 

tX  ffxt  ^  sok  uoprqftantil^  foft  petite>  OfDipeut  deTelopr 
r  y/  ir^jf  iafi^  HBe  skie  tr^sr^Qon?e]g(9itf e ,  paRcer 
que  4ao8  la  dHger^Rtglidte  pifop^^  j^f  ^  toi^ONTs 
t  OMise  dn  rad*8a*  V^i-i*-rt^:  >  aa^WMfHi* 
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l/ 1— e*a:*=i— -e^x*— i^e^x* — eV—  etc. 
^  A         !2.4  a.4.0 

et  il  yiest  i  int^grer  la  Jiute 

dont  chaque  terme  rentre  danf  la  formtile  /    .      — , 

J  y/i— X* 

traitee  n~  173 ,  174.  En  substituant  au  lieu  de 

les  e^ressioDs  doon^es  dans  le  il  enresnltera 

J  v/rn]? 

^'^{Q^+Tr^+m-y^-'^} 

+  etc  4-  const. 

On  traiterait  d*une  maniere  analogue  la  dilFerentietle 

 dx  dx  i 

Vli  -  ^)(a+  x)~  \/T^'^' 

on  reduirut  en  serie  la  quantit6 
ya+x 

R* 
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II  est  bon  de  remarquer  que  la  fonnale 

 du_  

V/  (amu  —  u»)  (n  .-p- 1*)  , 

qni  ae  rencontre  dans  quelques  applications  a  la  m^ca- 
nique ,  se  ram^ne  a 

—  i  r  dx  

V^mJ  1/(1  — x*)(aHhi)* 

en  faisant 

n  —  m 

m  —  uz=smx    et  =  fl. 

m 

De  tintegmtion  des  quantites  logarithmiques  ^ 
et  exponentielles. 

181.  Soit  d'abord  la  formule  fPx  (1^)",  P  ^tant 
une  fonction  algebrique  de  x;  en  j  appliquant  la  re- 
duction  que  donne  la  formule  fudv  =  uv fvdu  ^  et 
faisant  pour  abreger  fPdx=:N,  il  vient 


yT>dx(Ir)»  =  iV(Ix)»  — ny*^  (Ix)— 'iV. 

Si  on  d^signe  /  — iVpar  M,  et  qu* on  chaoge  N  en  M 
et  n  en  n  —  1,  dans  la  foiinuie  prec^dente ,  on  aura 

y^iV(Ix)»-'  ==  MOxy-'  —  (/i— 1) Qx^^^M. 

Par  une  suite  de  reductions  semblables ,  on  obtiendra...  ^ 

yPdx(Ix)»=iV(Ix)'»— nilf (lx)'-»+  n(n— 1  )L(lx)«—  1 
— 7i(n  -  i)(rt— a)/i:(lx)«-3^.etc.  /  * 


t 
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et  parconsequent  rint^grale  proposee  sera  algebrique 
d^BS  le  cas  ou  n  seraun  nombre  entier  ^  et  ou  les  quan- 
tites  iV,  Lj  Kf  etc.  seront  toptes  des  fonctions  alge- 
briques;  c'est;  ce  que  les  exemples  suivans  vont  edaircir. 

i8a.  La  diiFi^rentielle  x^dx  (Ix)  donne 

^•4-1  • 

//>dx=/x"dx=  ^-—,=N, 
ct  parcons^qaent  . 

/a-dr(lx)»  =  ^!!^^^^Sf^  ii-./c"dx(lx)— . 

ro-J-  1        m-f- 1  . 

Si  dans  cette  ^quation  on  change  succesQivement  n 
en  I»  —  1 ,  en  n—  a ,  etc. ,  on  trouvera 

/x"dx(lx)i-  =  ^^^^^^'-^/x-dr(lx)»- 
etc. 

£n  poursuivant  cea  reductions  ,  puis  remontant  de  la 
demi^re  a  la  premi^rc  ^  on  construira  la  formule  g^ 
nirale  suivante  : 


fx^-dj:^!^)»^: 

{(Ix) 


.m-f-1 


H  est  visible  que  cette  s^rie  se  terminera  toutes  le3 
fois  que  n  sera  un  nombre  entier  positif. 
£n  prenant  71"^=  1  et  n  =     on  trouvfl 

/x-dxCl*)  -^{(Ix)  -;;j^}+«o«f.  : 
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^  (lx)-=-i-(lx)-+'+cowf.' 


dx 

£n  g^n^ral,  la  diiF^rentielle  —  2/,  dans  bquelle  U 

d^signerait  nae  iConction  alg^rique  de  Ix,  deyiendrait 
alg^brique  en  faisant  bc  =  u. 

Lorsque  n  est  nigatif  ou  fractiomiaire ,  la  serie  se  pro- 

longe  d  rinfini;  en  faisant  n= — ^ ,  par  exemple  ^  il 

Vient 


! 


1 .3.5' 

H  —  T  +  :etc-  \  +  coiuU 

8(m+i)3(lr)* 

i83.  Aulieu  de  se  seryir  de  la  formule  du  n^pric^ 
dent,  dans  laqpeUe  Texi^esajiit  de  Ix  augmente  «am 
ceaBe^  lors^e  n  est  negatff^  on  peut,  en  operant 
commeonya  le  yoir^rainenetrintegration  delafbrmule 
/i>dar(Lr)-*  a  une  autre  de  la  forme  fFdx^hc)'"  , 
|i  n  est  tm  nombre  entier ,  Ou  au  moihs  de  la  fome 
/^dx^Lr)""*''"*,  m  *tant  le  plus  grand  nombre  eirtier 
contenu  dant  n. 

La  d&ffi^rei:«ti^ePdx(Lr)~~"  peut  ^re  mise  sonsla 
fonne  Px .  ^  (la?)^ ;  mais  le  facteur  ^  (Ix)^"  ayant 
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/'Pdx  Px 

Si  on  fait  raccessivement 

dCPx)=zQdx^  d(Qx)=/Mx,    a(Jlr)=^dr,  etc. 

puis  qu'on  change  n  en  i ,  n—a ,  etc»  oa  aura,  en 
poursuiyasBt  la  rtduction  ti-deBBus^ 

/Pdx^  Px  Qsf 


(n~i)  (i*— a)(n-3)(lx)— 

cette  suite  ^tant  pouflsee  )U8qu'4  ce  qu'oii  rencontre  un 

terme  +  ?  r-7  r  I  -t —  ^  si  nestunnom- 

'  (n — i)(ii — a)  \J    \x  ' 

Jbrefntieri  ou  «n  tMnne 

.   J   . 

T  (»-^i)(i»— fl). . . .  (n— m+i)  J  (Ix)— 

m  ^tant  le  plns  grand  nombre  entier  oontenu  dans  »• 
184*  Si  on  prend  P  =  of* ,  on  aura 

(Ix)*  -     (n-i)  (Ix)-r»  +         J  (Lc)— ' 

at  ripAtant  cette  rMuction ,  en  diangeant  n  en  n-^  1 » 
u  I»— «tc.  on  «UieDdia 
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/af^dx_  af"*-'  (771+ 

(la:)«~    (/i— 0  (Ix)»-'     (/i  -  1) (71—2) (Ix) 

 (/n+O^x"-^' 

(a— 1)  (71— a)  (71—5)  (lx)*-3 

(tj — i)(7i— -3)  ij  Lr 

en  supposant  que  /i  soit  un  nombre  entier. 
La  fonnule  precedente  conduit^  lorsque  m=:— i,  4 


/\  dx  _ 


xQxy  ~    (rt— i)  O^y 


>  const. 


Elle  ne  donne  rien  lorsque  71=1;  niais  si  Ton  ayait 

en  m^me  temps  m  =  — i  et7i=i,  la  dilTerentielle 

dx  • 

qui    yi^drait   alors ,   aurait .  pour  integrale 

1  (1j?)  +  const. ,  puisquen faisant Lr =u,  eUe  se  trans* 

formerait  en  — . 

u 

L'int6graley^        ,  de  laqn^le  ^^P^^J^^^^* 

qnand  n  est  tin  nombre  entier,  p^rait^evoir  constituer 
une«tfanscendante  a  part.  On  la  ram^ne  a  une  forme 
plus  simple  ,  en  faisant  x""*'*^*;   car  il  vient 

alors  x^dx  ==  ,    lx  =  — : — ,  et  patcons^quent 

On  trouvera  plus  bas  le  developpement  en  serie  de 
^tte  demi^te,  qm  se  rapporte  aus»  atfx  fonddehs  ex^ 
ponentielles  >  ce  qui  donne  en  poaant  k  =t:  u ,  z^-t^p 

d* 


Digitized  by  Google 


DB    eALCUL  INTEGRALk 
iB=e*»   et  J^^=yf!l^f,  formule  dont  fint^- 
^tibn  exQcte  est  encore  a  deeiret. 

185.  Je  rais  m'occuper  maintenant  de  Vintegratioil 
des  fonctions  exponentielles ;  je  ferai  d*abord  remar'* 
quer  que  riquMion  dva*=  tt^dr  la  (a^)  do^me 

1  ■  o* 
o^dxss-j^d.a*,  d*ou  /a^dx^y^  ^const 

d  G* 

On  tire  aussi  de  Udr=        ;  par  ce  moyen  la  dif- 

{erentielle  P^dx  devenant  "^|~>  «ecliange  en^^> 

l6r8qu*on  fait  {i^=u^  et  est  algebrique  par  rappbrt  k  u 
lorBque  J^estune  fonction  algebriquedeo^.  X)ntrouvb 
fl*dx  du 

186.  Soit  ladiiTerentielle  Po^dx.*  olala  decomposera 
tdans  les  deux  facteurs  a*dx.P;  le  premier  ^tantin* 

t^gri  donne  j^o* ;  et  il  en  r^sulte  pafto&i^ent 
/Pafdx^z^Pc^-^-^fai^dP.  Faisant 

dPzsiQdx,   dQ^Rdx,   d/l  =  5dt,  etc. 

et  contiAuant  la  redoption  prte^dehte/  on  trouyera 
cette  serie : 


C 

Ca/c.  intigr. 
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le  eigne  -f-  repondant  au  ca3  ou  n  est  impaire^  etl^ 
signe  —  a  celui  ou  n  est  paire. 

En  integrant  d'abord  le  facteur  PAx  de  h  difffoM* 
tielle  proposee  /  Pa^djc ,  et  faisant  /  Pdx  =  iV,  on  au- 
rait  cettQ  reduction 

/i>a*dx  =af'N'-  (la)  /  AVdr ; 

et  en  1a  continuwt,  apr^s  avoir  suppos^  fNdx  =  3f, 
/Jlfdr  =  i,  etc.  il  ricndrait  ' 

fPa^dx^ur^N-^Oa^afM+^laya^L,..  ^(layjUcfdx. 

187.  L*appIication  de  la  premiere  formule  de  Tarticl© 
prkiedent  conduira  a  1  mtegrale  exacte ,  toutes  les  foii 
que  P  sera  une  fonction  ratiorinefle  et  entiere  ,  parce- 

qu*aIors  le  nombre  des  quantites  Q  =      ,  R  * 

dR 

S  =  -j — ,  etc.  sera  limite  \  la  demi^re  sera  constante 

QX 

(18),  et  parcons^uent  ff^cfdx  se  changera  ea 


devientdans  ce  cas 


on  en  deduit 


/i^x»""*dic  =   ^  ^la^  fo^o^^dxf  r 


et  en  continuant  00  parvient,  lorsque  n  est  un  nombr# 
entier  positif ,  i 
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n(n —  i). . .  1 


188.  jLa  fiecQode  formule  i}u  q"*  186  na  ponvient  . 
^'au  €a«  ou  lee  quaatit^  iV= / Wop,  il/= /A^^dr  , 
^=/il/dr»  etc.  peuyeBt  d*obtenir  algebhquenaent ; 
mais  elle  8'applique  avec  succes  a  l*exeinple  ci-4es§u^2 
quand  n  e5t  nn  nombre  entier  n^gatif .  On  a  alors 


d'oi  ■ 

'*a*dr  a*  a*la 


(ri—  i)jc*-'     (      O  ( 'i—  2  ).Jc'"^ 

 g^Clg)*  ^  '   g^Cla)"-* 

'  (n— iX/^-a)('»-3^^''""'* '  * '     (/i— i)(/i— a)..!iji; 


(«— i)  (pr^si) ...  V  ^ 


Oa.imi  mwrait  pousser  U  reduction  9^  -  deU.  de 
J^^~»  ^  r^uation 

/a*dr_  .     Ig  /^a^j^? 

ae  donne  rien»  lorsque  1»  77 1. 

6  a 
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On  retonibe  encore  dans  cet  exemple  sur  la  traiu- 

cendante^^^^,  dont  j'ai d6ji  parl6     184 ;  ct  sl  on 

pouvait  obtenir  son  expression  ^  on  aurait  en  memt 
temps  Vintegrale  fa^x^dx,  pour  tous  les  cas  ou  n  est 
un  nombre  entier. 

i8g.  Lorsque  n  est  un  ndmbre  {ractionnaire  1  les 
deux  s^ries  dont  on  vient  de  faire  usage ,  ne  se  tetmi' 
nent  point.  Si  on  ayait,  par  exefaiple,  n=  —  on 
trouverait  par  la  premi^re 

/a'dx   £     ,     1      ,       1.5  , 

et  par  la  deuxidme 

J  j/i         *^   li      1.3  ^  1.3.5 


8^(la)V 


etc.  >  4-  coits^ 


1.3.5.7 

-  II  faut  observer  que.  dans  le  cas  o&  la  formule 

propos^e  serait  fafx    ^dx ,  n  etant  un  nombre  entier, 

on  pourrait  la  ramener  a  fofx^dx,  par  le  moyen  de 
^la  premiere  serie ,  si  n  etait  positiyei  et  par  le  mojen 
de  la  seconde ,  si  n  etait  negatiye. 

190.  En  rempla^ant  par  son  d^yeloppement  (s5) 
dans  la  fonction  fPc^dx^  on  aura 

fP(^dx~fPdx  +  ^fPxdx+^fPa^dx  + 
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#e  qui  foumiratin  nouveaa  deyeloppement  de  JPafdx, 
toutea  les  fois  qu'on  pourra  obtenir  les  fonctiont 

JPSxy  fPxAx^  /Px"dr,  etc, 

Si  P= X* ,  il  Tiendra 

n+i^  ^  i.a(/i  +  3) 

i.a. 3(11+4) 
et  dans  cctte  sirie ,  il  faadra  mettre  Ir  au  lieu  de  j^-j-j , 
lorsque  n  sera  nn  entier  negatif ,  egal  ik— i. 

L*appIication  de  ce  mojen  a  rintegnde 
donne  le  deyeloppement 


X  i.i  '   1 .a.a      1 .a,3.3 

.    x^naY  . 


que  la  supposition  de  af^t,  d*ou  il  resulte  a:  = 
e  t  Lr  =  Ilr — Ila  ^  transforme  en 


j<)i.  II  y  a  encore  un  autre  moyen  d*intign«r  une 
fonction  exponentielle ,  telle  par  exerople  que 

c^jrdjc 

7 — i — rr ;  c*e8t  de  chercher  4  la  rapporter  a  la  differan* 
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tielle  de  la  fonction  qui  edt  e*(dP  +  Pdjc5  Vt 
dans  laquelle  P  represente  ane  fonction  algebrique  de  dt, 
'Cest  principalement  laeagacito  et  FhabitBde  du  calcul 
qui  peuvent  guider  dans  ce  procWe.  L*exemple  propose 
^tant  fort  simple^  il  sulfit  faird  i  -f-^s2&:  on  a 
alors 

fet  avec  un  peu  dattention  on  voit  bien  que  —  — 
etant  la  differejitielle  de  - ,  il  fautprendre  P  =  i  ,  d'ou 

il  r^sulte  rintegrale  ^ — |-  coti^^  Reinettantau  lieude  z 

jrd  e* 
-— — «  -~ —  4*  conf^. 
(i+x)»  i+x^ 

De  tintigratiofp  dei  fonctions  circulaires. 

lyifj/Soif  lA  fofmlile  /Xdratc  (sin  =  j:)  ;  si  on 
.  integre  d'abord  le  facteur  XAx ,  en  observant  que 

id.arc(sln==:a:)  ==  •— :======.,  et  faisant/Afdx= 

y  i  —  A=*  . 

on  aura  t  ^ 

/Xdji.a«c(sin:fc:x)=/^.aro(sin^x)— *  f* i^^^  ; 

J  l/i— 

rint^^gration  de  la  formule  proposee  sera  donc  ramenee 
a  celle  d*une  fonction  algt^lJrique ,  si  V  est  algebrique. 

En  preiiant  pour  ejcemt)le  /t»ajt?.ar(i'(sitt!i:x), 

on  trouvera  V=  — : — ,  et  fx^Ax  arc  (sin  =  x)  = 

• '   '  •  .  .      1  + 1    '    .         ^ .  .  ' 

,  .        '          1      r  x«**-^dir 
— .arc(sm=:^x)  ; —  /  —  : 
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et  174. 

*  193.  Comme  d.arc(co'8  =  x)  = 


j    '  N  dr 

d.arc  (taBg=x)  =  ^  , 


on  anra ,  en  opirant  de  la  m^me  mani^re  que  ci-dessus, 

—  =. 


•era  algebrique. 

194-  Si  £  repr^ente  un  arc  dont  le  sinas  ,  ou  le  cosi- 
nu8,  ou  latangente,  etc.  smoit  exprim^  en  fonction 
de  X,  c*e8t'i-dire,  qu*on  ait  ds  =  Xldr,  Xl  etant  uno 
fonction  donnee  de  x ,  on  obtiendra  fXz^dx  par  un 
proc^de  semblable  a  celui  des  articles  prteedens.  Soit 
fXdx—f^\  on  aura 

/&»Xdr  z=JPV  —  n  fVz^^^dz ; 

mettant  pour  dz  sa  valeur,  on  trouvera 

/s»Xdz  =  ^i»  —  n/a»-»  f^idx. 

En  suivant  cette  marche  1  on  abaissera  dtf  p1u$  en  pks  : 
Texposant  de  z  \  et  on  parviendra  enfin  a  faire  dispa- 
raitre  cet  arc ,  si  n  est  un  nombre  entier  positif. 

Le  ca»le  plus  simple  est  celui  oii  X=  1 ,  ou  s  est 


Digitized  by  Google 


aSo  TRAITE  ISLEMEIfTAIRB 

•t  ces  vatenn  donBent  /s*dxa 

•^n(ii-— 0  (/i— a)  z^^y/ ^  i — X»  -f-  etc. 
sirie  qui  8*arrete  lorsque  n  est  un  nombre  entier  poeiti£i 
<Si on arait Xix  =  d& / ou  X=  Xi ,  Imtegrale 

/Xx*dx  se  changerait  eq  /k;*d*=  — ;  1-  const,  \  et  ai 

^  .      n  +  i 

on  substituait  4  z"  une  fonctipn  algebrique  quelconque 

de  z ,  Tintegrale  consideree  par  rapport  4  z  rentrerait 

dans  quelqu^une  des  formules  trait^es  precedemment. 

195.  Avant  de  passer  a  detf  fonctions  un  peu  g^n^ 

ralesy  des  quantites  e.,  ain  2,  co9  s>  etc.  il  f^ut  |e  rappeler 

que  par  les  nos  3a ,  33 ,  en  4 

d.sin  nsrs    ndicosnjs,  d*oiky32COsns=s       sin  nz-|-conjt. 

n 

d.cos  n2=:-^nd2sin  n2^       ydzsinns^:  —  ^  cos  nz -f- co/ii^, 

j  *  /•     da  I  ^  .  ^ 

d.tangn»=  7— — r:,    /  7  rT=    - tangn»  +  conrt, 

®  (cosn«)»'  J  (cosna)»        n     ^  ^ 

ands          /•      das  1  ,  ^ 

.cotn«=— — — ^ — /  —  n=-^-^  cot  ns -4- conj^ 

(  sid  na.)  *  J  ( sm  /fz  )*        n  * 

j  ndssin  7>2      /*d2sin72&  i 

d.sec  n«=  ,    f  sec  Ibb  +  coni^ 

(coin«)»'  J  (cosn*)*  n 


ncosns 


•  m»cosn2      r  dscosns        1  ■  ^ 

a*coiccnc=— ■  I  ,  .  1   .   •  /  — — ^= — -^coaecn2-l-con^^ 
(imna)**  J  (smns)"       n  ' 


— A—  -f-  con^le 
nsmn« 
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j  * 

196.  De  ces  integrations  rbu^te  celle  des  expre»- 
siont 

Ai{A  +  i?  sin»  +  Crin  fl«  4-  D  sin  5«  +  etc. ) 
dz  (  ^  4-   cos«    Ccos    +  Z7  C08  Ss  +  etc, ) 

qui  donnent 

Az-^Bcoiz  —  \  Ccosflz— jPcosSz'—  etc.  +  cotm^, 
jiz-J^B  Ans^  +  \C  8inflz+  iZ>  sin  3«  +  etc.  +  consU 

197.  II  est  tres-important  d^obsenrcr  que  1*0»  peu| 
ramener  k  des  termes  de  la  forme 

Afitk  mzj  onA  cos  mz, 

toute  fonction  rationnelle  de  sin  z  et  de  oos  z,  Cette 
operation  qui  reduit  l*integration  d'une  diff^rentielle  do 
m^me  fbrme  ,  a  ce  qui  a  et^  dit  dans  le  n''  precedent , 
facilite  encore  le  calcul  numerique  des  formules  resul- 
tantes  ,  parcequHl  j  a  beaucoup  de  cas  oA  rusage  des 
tinus  et  des  cosinus  des  mulbples  d'un  arc ,  est  plus  com« 
mode  que  celui  des  puissances  de  ces  lignes. 

JLes  formnles  {Trig.  flS) 

flnacosi^    7«iu(a-f*i)  +  i  sin  (a--*&), 
coaosin  i=    Jsin(a  +  i)— ^^i»  (^~*) 
linasin  J  =— ;COs(a  +  J)  +yCos(a  — 6) 
cos  a  C09  &  =    5  cos  (  a  +  i  )  +  5  cos  (  a  —  6  ) 

sont  l€s  ^Umens  de  la  transformation  que  je  yiens 
d*indiquer ;  car  si  Ton  poend  b  =  a*dans  les  dmix  deiv> 
ni^reSy  elles  donneront 

sina*=  —  |oosca  +  ^ 
cosa*x=    ^cosfla  +  r. 


Digitized  by  Google 


I 

aSa        vrait£  iblementaire 

en  faisant  attantion  que  cos  (a — b)  —  cosos  i.  Bui« 

comme 

«ina^zraina^  .  sina,   co8<;^=coBa*.  cosa, 
il  yiendra 

sina^^C— 7COS2a-|-i)8in^  . 

=  — jcos  aa  sina sina 
cosa'=  (  5Cos3a  +  ^)co8a 

=     jcosaacosa cosa. 

t!et  denx  r^sultats  renferment  les  produits 

cosaasina  etcnsaacosa 

qn*on  exprimera  en  sinns  des  multiplesde  a,  aumoyen 
de  la  premi^re  et  de  la  demi^re  des  formules  rap^ortce* 
plus  haut,  et  en  y  faisant  6  =  aa. 

Ce  calcul  est  trop  facile  pour  que  je  m*7  arrete ;  et  il 
^est  ivident  qu'en  procedant  de  proche  en  proche^  comme 
.on  vient  de  le  voir^  on  s*elevera 

de  sin  a^  4  sin    ,  4  sin  o* ,  etc. 

de  cosa^'  k  cos^,  acoso^^  etc.      .  .  ^ 

198.  Anlieu  deconstniire  ces  &rrouleflparticumre8, 
j'en  yais  tirer  de  gen^rales,  des  equations  (164}' 

( cos +  V^— sinx)*  =  cos nx  +\/ — 1  sin nx , 
(  cos X— —  i  sin  x)"  =  CQS  nx  —  V^— 1  sin nx. 

£n  ajoutant  cet  deux  eqnations ,  et  degageant  cos  nx, 
on  trouye 

(cosa?-fi|/^tinx)"+  (cosx  —  i/^pinx)". 
€OtllX=^- — X-i^  1— L-ij  1  
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en  reti^aiiGh^nt  la  seconde  de  la  premi^re  ^  et  dega- 
geaatsinnx,  on  obtient 

(cosx+ 1/ — 1  smxY—  (cosx—  l/ —  i  sm  xY 

81117«:=^  rr-^r  *  ==  r-^^  

aV'— 1  ' 

Ces  expressions,  qnoiqtL'a(Fectees  d^itnaginaires ,  n'en 
sont  pas  moins  reelles ,  parceque  ces  signes  disparaissent 
ton^  par  le  deyeloppement  des  puissance6  indiquees.  £n 
effet  on  a  ^ 

(cos  X — sin  x)  " = cos  :t*4- "  \/^^  cos       fiin  x 

 2  ±  C08  x"-^  sm  o:*—  etc. 

i.a 

(cosJ5  +  V^ — I  «ina?)"=3=cosa:" — ^ j  cos x^^ sin 
 -^^-  -<;ofiaJ"-^8mx*+etc. 


i  .a 

et  substituant  ced  s^p^  dans  les  yaleurs  ci-dessus^  on 
'arrivea 

7l(jl— i")  V  . 

co6  7ix=cosa:— -^*  ^cosjc^^emo:* 

1  .fi 

7>(7f— 0(n^i8)(7l— 3)  .  , 

+   .  \  g  /   cosa:"-^sma;^— etc. 

1.0.0.4 

8in7iar  =  -  co8x*^*sma; — ^Q^n-s  gjj,^ 

71(71— l)(n— a)(n— 5)(n— 4)   "  «... 
^~         i.a.M.g   ^cosx-W-etc. 

199.  Par  les  formules  ci-dessus,  on  developpe  les 
rinus  et  left  cosinus  d'arcs  multiples ,  suitaAt  les  puis- 
sances  du  sinus  et  du  cosinus  de  Tarc  simple ;  voici 
comment  on  peut  resoudre  la  question  mrer^e ,  p'e8t- 
i-dire ,  celle  011  il  s^agit  d'exprimer  les  puissances  du  ^ 
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V  mns  et  da  cosinus  de  rarc  simple  ,  par  let  sbn»  et 
les  coamiu  de  ses  mnltiples  : 

Soit 

co8a:+  V^— i«nx=5tt 
C06X—  v/— i  riiix  =  V, 

on  aura 

cosar=  J(tt-l-v),     smitrsr^TT^^Cu— v)l 
/  et  de  la  on  tirera  d*abord 

cos  a:» =^  («  +  V 

En  d^yeloppant  la  puissance  indiqu^e  dans  le  seccmd  - 
membre  de  cette  equation^  il  Tiendra 

cosx* = — <  -I —  u»~»  i;+  — ^  ^  u^if^ 

mais  dans  rexpresrion  (u-fv)",  oii  peut  changer  v 
en     et  reciproquement  ^  ce  qui  donnera 

cosx»=i-fv«  +  +^!^^^^  v»-^* 

+  '     ^^^^^^  .^v-«u«+etc.|; 

et  en  ajoutant  ces  deux  resultats  ^  on  aiini 

fl  cos  x"  z=  ^  |u»  +  V»  -f.  2  (  u*-« V + v»-"*ii  > 
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On  pent  donner  i  cette  eqiiatioii  la  fonne  suiyante , 

4.  ^(^0  tt*v>(tt»-44,v^)4.?^r'^^P^  ttV(tt-^+Vr«)+ ctc 
maii  r^ation 

G08nr=7  (co8a:+  v/^iinx)»+-(coM?—  i/^sinx)» 

.=:itt»+sV. 

ayant  lieu  quelle  que  soit  n  ( ig8)  conduit  i 
tt*  +  V» = a  cos  iKC , 

•t  en  gin^al ,  d 

+ v»^= a  008  (  »— m)  X ; 

de  plu^»  il  e8t  aisi  de  yoir  qiie  uv  =  x  :  on  aur^ 
donc 

a"+*  cosx»= 
aco8  nx+ CO8  («~a)  x  ^ — — "^'^*  (P"^^ 

 1.^3  ^co8(i»— 6)«+etc.|, 

ou  bien,  en  diyisant  tout  par 

•        f         .  n    ,      ^   „  rtCn— i)  '  ,  - 
a»  cos*" = 1  cosnx + -cos(/i — fl)a:^ — j  ^  cos  (n— 4)x 

f ormule  toujours  applicable ,  quelle  que  8oit  n. 

En  continuant  cette  fonnule,  comme  celle  du  binome 
de  Newton,  on  arrivera,  lorsqne  n  sera  un  nombre  en- 
tier^  i  des  counus  d'arc8  n^gatifs/qui  sont  precisem^nt 
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le»  m^mies  que  ceuz  des  arcs  positi&  correqiOBda^  ;  on 
ecrira  donc  cos(ni — n)x  au  lieu  de  cos  (ji — m^jo , 
tt  daos  ce  cas  la  fomule  9'al^rege  aiosi  c[u'«n  ya  le  voir . 
Dans  le  developpement  de  (  u  +  v )"  ^  lorsque  n  est  un 
.  Bombte  entiei",  les  terme9  place^  a  egale  distance  d«s 
extremes  ont  le  m§me  coelficient ;  pareiUe  chose  aura 
lieu  dans  Texpression 

A  ^      ✓       N     •  w(n — i)  , 
cos m: -f- ^ cos (/1  r-^ g) j; .+  ■  cos(n— 4Ja; 

n(n — i)(»:-a)     •  ,  ^ 

+   ^  ^cos(/i — 6)x-+-etc. 

et  de  plus  les  cosinus  plaeis  a  egale  distance  des  ext^imes 
de  cette  formule  so|it  eg^ux.  £a  effet,  le  premier  terme 
^tant  cos  /IX,  le  -dernier  est  affect^  de  cos  (n — 
ou  de  cos  —  nx ,  qui  est  egal  i  cos  nx  :  au  terme  a^Fecte 
de  cos  (ji—r  aTii)  ijai  aa  a  st  avant  lui ,  correspond  au 
terme  affect^  de  cos( — n-^am)^ ,  qui  ea  a  m.apr^ 
hii ;  et  comme  * 

€08  ( —  n + a/n)  j:  ^  cos  —  (n — am)  x=zcos(/i — am)  x, 
on  peut  omettre  les  termes  affect^s  de  cosinus  d'arcs 
«ei^atifs ,  en-  pmiaBt  le  double^de,  chacua  4e  ceaz  qoi 
en  contiennent  de  positifs. 

'.Oa  pourra  donc ,  en  r^anr^aBt  an  terme  oii  les  arcs 
deyiennent  negatifs ,  ecrire  a"  cos  a?"  = 

t          r       N    .  a/i(/i — i)     ,      ^    .  ) 
a  cos  /ijc  +  -.-cos(7j— a)x-|  — — ^cos(/i— 4)x4-etc.  > 

II  faut  neanmoins  observer  que  dans  le  cas  oH  n  est  un 
liombre  pair.  Ja  fprmule  a  un  term^  moyen  egalement 
(doigne  de  Tun  ou  de  Tautre  extreme,  etrepresente  par 

n(/i  — i)..,r/i  — 

 cos  (n—n)  X :  i  cause  dt 

n 

i.a  

a 
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cos 0=  i ,  il se  rWuit  i  ^  -  ;  et  parce- 


qu'il  est  uniqU e ,  il  ne  doit  pas  etre  multiplie  par  2  comme 
les  autres,  a  moins  qu*on  n*ea  prenne  prealablement  ki 
moititi^  9u  quon  necrivQ 

n(/i— 1)  -+i 

1    ^         .  a 


iy<q)ri9ccsremarques,  on  aura  enfin.  .^"^•'cosx^ss: 

cosnx  +  -  cos  (n — a)xH —  ^  cos  (n — 4)  x 

1  1 .  a 

^ — ^>  ^  "^^g  i  cos  f  11  —6)  1?  +  etc. 

«&  obtervBnit  de  s*arreter  dana  cette  fomHde,  lorsqu^on 
rencontrera  un  arc  negatif ,  ^t  de  ne  prendre  que  la 
moitie  du  coefficient  du  cosinus  de  Tarc  nul  qu*on  trou- 
vera,  n»id6t  pair.  Av«c  cette  attentioa  j4L%tsA  £afiile4o 
former  les  yaleurs  de  la  tabie  ci-jointe  :«  . 

,     COS  o:^      C0«  X  . 

g  co8x*=  cos  ax  +  i 
4009  x'»  cos  3x  +  3C08  X 

8  cosx^=  cos4^  +  4c<>s^^+3 
1 6  cos  a:*=:  cos  5x -I"  5  cos  5x  + 1  o  coe  X 
3^  cos  a:*r=  cosfix  +  Scos^i  +  iScoeajC-f- 10 
64  cos  jc?=  cos  7X + 7  coa  5x  -f  -  ai  cosS  jc + 35  cos  x 
'  ;etc. 

aoo.  Pour  4«terBUAer  iia«*,  <»  fera  Mge  deTi* 
qtiatioxi 
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mx  =  — 7=  (tt— v)  ^ 

ct  on  trouvera 

fiinj:*=   * 

(fl|/-0* 

(aV/-i)«l        i        ^  i.a 
n(n—\)(n — a)  .  ,  )  ■ 

1  .a.o    J' 

1*.  Soit  n  un  nombre  pair^  ouune  &action  de  nn-* 
tnerateur  pair;  dans  ce  caa,  {u — ^'^"^(i^tt)",  et 
parconsequent  on  aura  encore 

tingy=:z*     ].  1  (tf"^u)\ 

.  En  diveloppant  le  second  membre  de  dette  £quatl(i& 
qu*on  ajoutera  k  laprfemi^re,  il  viendra 


(aV/^i)-l         .     ^        .  ' 
4  (u"— V"  +  V»-- V) 
—  n(it-i)(^-a)  (^»^s^4,^3)4eto, 


on  bien 


aiing"=.    '!       |u"+v"-r  ^ ui/(u'M+  V—)  ) 
+  ''^^^^'\v(u'-^+v"  0  • 
w?LQ!r^]^^p^^  uV(tt*r^+v"r^+etc) 


resultat 
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riBuItat  qui  estle  mdme,  aux  aignespr^s^  que  celuidu 
pr^Ment;  on  peut  donc  ^crire  tout  de  suite 

(a|/~i)»8in«^  as3 

j.      >     ,  nC/i— i)      ^  ^ 
€08 /IX— -  cosfn— fl)    +  — ^         cos  {jif^£s  x 

n(/*— i)  (n— fl)      -     £?N  • 
—   ^      ^  cos  (»— 6)a: + etc. 

L*ima^idre  disparak ,  parceque  n  est  un  nombre  pair ; 
et  on  a  (fl  V^— i)"  =;  it  fl",  le  signe  sup^rieur  ayant 
lieu^  si  n  est  doublement  pair ,  c*e8t-^>dire  multiple  de  4, 
etlesigneinfeneur^  8*il  efltrimpleioeBt  diyiaiblepttrfl. 

On  fera  sur  le  second  membre  de  cette  ^ation  les 
mfimes  raisonnemens  que  dans  I^rticle  pr^cMent;  et 
parceque  n  est  un  nombre  entier^  on  en  cohclura  qu'on 
peut  se  bomer  aux  termes  qui  ne  renferment  que  det 
arc8  positifs^  ponrvu  qu^ot^  prennele  d<Hible-de  cbacun. 
De  plu9,  comme  n  est  paire  ,  il  y  aura  un  terme 
d^gag^  de  cosinus ,  qn*il  ne  faudra  pas  d6ubler ;  et  en 
diviaant  tout  par  fl  ^  on  aura  * 

r  ±1 


I  C08  nx—  -cos(ii— fl)x-f-^— ^C08(/t— 4)x 

ii(» — i)  (n^fl)      ;  '  »m 

—   — ^  C08  (n— 6)  X + ctc. 

i.fl.3  ^    .  '  ' 

en  observant  <le  s*arrdter  lorsqu^on  trouvera  tTn  arc 
nul  >  et  de  ne  prendre  que  la  moiti^  dn  ^efficient,  dp 
ce  terme.  ' "  '  mi.»  ... 

Si  n  estnn  nombre  impair,  il  \ient  alors 

(v  —  !*)•=:— (tt  —  v)?, 
Ca/c.  irMp.  T 
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parcohseqiient 

etle  dev^Ioppelnent  de.lasecbnde  expression  est 

*  X      (  n(7i— i)  .  .  rw 

(aV/— i)"l  »  f 

En  rajoHtftAt  &  cdai  de  k  preiHi^r^»  et  faisa^t  les 
ductionB^necessaires^  on  trouvera 


Mais  pte     n«  198, 

«niu:= — 4=±=r(  '(cosx+l/~i  sinx)"  " 

^(cosx— V^^sina:)-}  =-■—=  (u*— v»>, 

quellc  que  soit  n ;  quant  au  p1^<>duit  uv ,  il  esHoiiJoiirs 
^gal  4  runit^  :  ainsi ,  on  aura  en  gineral 

j^n-m  «Lyii— m  «in  (/i— m)  ar^  * " 

•t  parcous^u^t  ' 
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S8inx"c=  -iL:  (  8innx  —  -sin(/j  — a)a? 

(3»/-.i)*-'i  1 

,  n(n— i)  .  f  ^ 

A  ^  ^  Bin  (n— 4)^ 

i.a    ^  ^ 

n(ii— i)  (n — a)  .  ,  ,  ^ 
 i  i  ain  (n — 6)  x  +  etc. 

L'imaginaire  n  affecte  pas  plus  cette  formule  que  lei 
pr^c^dentes;  car  n  ^tant  un  nombre  impair, 

(aV/~)«-i  — ±2—1, 

le  signe  superieur  ayant  lieu  si  n  —  i  est  un  multiple 
de  4  j  le  aigne  inferieur  ai  n— - 1  est  aeulement  im  mul- 
tiple  de  a. 

.On'pettt  encore  ici  se  bomer  aux  termes  affect^s  de 
sinas  d*arC8  positifsy  en  prenantle  double  de  chacun.  ' 
Car  il  est  d*sd!>ord  ^TidenV>  pa^  les  mdmes  raisons 
qne  .pr^edemment,  que  Us  termes  plac^s  i'^gale  dis- 
tance  de«  «xtr^mes,  €int  le  m^me  coefficieht,  et  que 
Tun  est  affecte  d*un  arc  pOsitif  ,  ^t  Vautre  d'un  arc 
n^gatif  :  a  la.  verite ,  cemme  le  nombre  des  termee  de 
la  formule  est  pair,  et  ^*ila  sont  alteniati|i(^n^ent  po- 
eiti£B  et  negatifs^  les  termes  correspondans  seront  de 
aigne  contraire ;  mais  ^ussi  le  sinus  de  Tarc  n^gatif  est 
lui-mSme  .negatif :  cette  differenpe  de  sigiie  se  trouve 
donc  corrigee ,  et  les  termes  dont  il  8'agit  se  r^onissen^ 
dans  un  seul. 

D'apr^t  ces  considitatiops ,  «t  en  dinsant  p«r  il 
Tiendra* 

dba**^  sb  jp"=2  Isinnx — ^^^sin  (n~a  j  x 

,  n(nF--r)  .  v,      -      n(»^0(n«^)  . 
.  +-L-^sm(n^4)x-.  ^  ^^^,^,  ^in(n-6)xH>etc. 

Ta 
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On  dMnira  des  deux  formules  de  cet  arficle,  les 
Taleurs  contenues  dans  la  table  suiyante  : 

sinx  =  sini: 
asin  cos  flx  -f- 1  * 

48inx^=— sin  Sx+Ssina; 
88inx^=3    cos^x— 4co85ME:-f-  3 
iGsinx^s    sin  5x— 5sin  3x4"  losinjc 
Sasinx^=— •cosGx  -|-6cos4r—' i5cosajr+io 
64  ^    =— Ain  7x -|- 7  sin  5x — 1  sin  3jp -f- 35  sin  J9 
etc. 

Yoila  pour  les  cas  oik  it  serait  un  nombre  entier ;  8*il 
^tait  fractionnaire,  il  faudrait  ayoir  recours  a  la  pre* 
mi^re  formule  dn  n*'  precedant.  On  7  fetait  x=  — 
ce  qui  donnerait  cosx==sin£;  et  parconsequent  Tex'- 
pression  de  cos  cc^  par  les  cosinus  des  multiples  de  x, 
serait  ctUe  de  sin  par  les  cosinus  des  multiples  de 
W  —  £ ,  ou  du  complement  de  Tarc  «• 

aoi.  Soit  i  inti6grer  la  diiF(§rentiene  /3x  cosj^;  oa 
tirera  d'abord  des  formules  du  n*  199 

008  X^  =  g  0084^+  *  C08dX+  g  j 

•t  on  aura 

1  1  3 

/a«iC08x<=gyaxoo84«+-y2b  cosftx  +  g/dx 

=^8m43;+^smax-f*-g*  +  €on5t, 

Cet  ezemple  montre  assez  comment  il  faudrait  opirer 
Rir  tous  ceuz  qui pourraient  soffrir. 
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Aoa.  Les  fbrmiiles 


sma:  = 


cosx= 


dbangeant  les  fonctions  de  smns  et  de  coBinns  en  expo- 
nentielles ,  ram^ent  rint^gration  des  nnes  k  ceDe  des 
autres. 

On  peut  anssi  cbanger  la  diflTerentielle  dr  sin  cos 
en  nne  autre  qui  soit  comprise  dans  les  diff^rentielles 
binomes :  il suiBt  de  faire sinx=s,  d'o&  il  risulte 

co8aF  =  dr=— ^=s=.(35); 
•t  c/n  obtient  ensuite 


_  ! 


/ajcsin  3c"co8x"=y**da5 »  . 

En  appliqnant  k  la  demi^e  expresuon  les  rMuetions 
des  n^  170-172  y  on  Tintigrera  ai  m  est  un  nombre  im- 
pair  >  on  la  f era  dipendre  de 

/d*(i-z')^', 

si  m  est  naire :  et  on  ramtoera  cette  derniire  i  I  ,  

*  J  \/i  —z* 

ou  d  nn  arc  de  cercle ,  si  n  est  un  nombre  entier.  Dans 

toue  les  autres  cas,  on  r^duira  Tint^grale  de  la  formule 

proposie  a  ceUe  de  la  diiFerentielle  analogue  la  plus 

tample. 

n  est  visible  qu'on  peut  transformer  de  la  m6me  ma- 
.  ni^re  les  difFerentielles  contenant  les  autres  lignes  tri* 
(Ottomitriques. 

T3 
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ao3.  Lesformules  (^A) ,  (B) ,  CO  «t  (D)  des  n*«  170, 
171 ,  173^  pourraient  ^tre  faczlement  transformies , 
rapport  i  la  diiFerentieHe  dzsinz^^coss"  ;  mais  onpar- 
vient  imm^diatemmt  aux  in^me  r^sultats^  en  decompo- 
aant  en  facteura  cette  diiFerentielle. 

Si  onla  met  d*abord  sous  la  forme  dssinzcoss&^.sinz"*^'» 
le  premier  facteur  dibsin^eosi&^poaYant,  k  cause  qat 
ds  sin  z  =.d .  cqs  2 »  s'int6grer ;  on  trouve 

/dz  sin  2"  cos    = /ds  sin  s  cds    sin^B"^*  == 

— —7—  cosft"'*"  sin«"^' + ^  fdz  C09      sin*"*"^ ; 
71+1  ^  n+i^ 

et  parceque  cos  a"*** = cos  a" .  cos  =  cos z"(  1 — sinz^)  1 
on  obtient  ^ 

/3z  coss"^sinz"^= fdz  cosz"  sin*""^  — /d»  cos»"  unz"". 

Substituant  dans  la  premiere  equation ,  et  prenant  la 

yaleur  de  /dftsinjs^^coss*,  il  en  resultera^^ 

.    „      ^       sinz^-^cosa"-*"*  ,  •m—  1       .  -^. 

sina^^cosa"^—  — — : — r  H  r— /aj&8inA"^*co8»". 

m+n  m  +  Ji'' 

On  a  aussi  fdz  sin»"*  cos2"=/ajBCosasmz?".cosfc"-' = 
— \ —  sin        cos  *""^  -4--^-T-i/azsiri»'*+^cosz"^; 

de  plus  ^  ' 

sint^^^sinz^^.sinz^^sinz"'^!  —  cosz*)  , 

et  piarcons^quent  ..... 

/azsina^^^^cosz^-^^/ksinz^cosz"*^— ydzsinz^cosz". 

Cette  valeur^  misedans  celle  de  /Izsins^^  cosz^^.oondnit 
a  une  equation  de  laquelle  on  tire  (^)  , 

.   „      ,    sin«*'"+"*C08i"'"* '  n — 1_  . 

fdz  sin*«cosz»=  ;  f.  — ?— /3»  cosa"^. 

V  m  +  n       '  m+/r 
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.En  changeant  socceaBiyeaient  m  en  m^sk ,  mr^4>  ^^^' 
dans  la  premi^e  formule^  it  en  4>  ^^c. 

dan9  la  seconde  ^  et  en  les  employant  alternativemept , 
on  parriBnt  k  Ater  dis  «xposans  mmtn  •oiuie  aigne /, 
le  plus  grand  multiple  de  2  qui  puisse  y  §tre  contenu  ; 
ce  qui  ponduit  i  rint^ation  algibrkpa  de  la  for* 
mule  d&ain&^^cosft*,  jjuand  Fun  des  exposans  m  ou  7& 
est  impair ,  et  fait  tomJ>er  quand  m  et-»  sont  p^es, 
«ur  la  differentielle  dz  sin  2^  cos  z** ,  dont  Tint^grale  ren- 
fenae  rarc£« 

Si  Ton  applique  ,  par  exempl^  ,  ces  formules  i' 
/dflsinx^cos&^  la  premiere  donnera 

j    ^      .  _     sins^coas'  .  5  ^   r  . 
Jdz  sm   CO8      —  ■  ■  ig-  4.gyaBns*toi«^; 

puis  on  trouvera  por  la.  seconde 

/!i    .    *       «    sin^^coea  ,  i  ^,  '.  '  ,  , 

ya»8ma»coiJ|i*=  T—— +  'r/dB8m»»cosj&*  ; 

4  4 

revenant  ensuite  k  la  premiere»  on  obtiendra^  en  y 
fsii^nt mBBS  et  11=70,  . 

.    ^        rinzcoss  .  sinzcoss  ,  z  r 

eniSn  remontant  de  cette  valeur  a  ceDe  deik^diflEirenr 
tielle  propos^e^  il  yi^idra 

3.1.1  .  .  3.1.1  , 

—n-^ — smscos2  +  5— ; — «  +  consf: 
.  »4;^,  .  b.4,a  ^ 

La  differentielle  /dssinz^cosz^  ^tant  trait^e  de  la 

m^e  nmiai^e,  condnyait  auccesaiYeme^  4^ 

T4 
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/M  •  _i  s  sm»*COMS*  ,  3  /a  .  a  » 
/d&aii;B»co8a'=—  ^  |--yas8ui«^co^£' 

/dz8iaft*coszr=s   ^  ■f>g/dg8ina*cos& 

^                      sinzcosz*  ,  1 
/iusin2*C08sr=  g  ■  ■■  +g/agcosg; 

et  conime  /9£Coe£  =  —  nn  s  ^  on  en  condnrait 

fdzAaz^  cos   =  —  -  sins^cosz^ + sin  a^cos 
7  7-^ 
3.a.i  .         .    3.a.i       .  . 
—  ^TgTg  *  *~  j  5  5  ^"*"H^'*''* 

;svq4.  .  Ce  demier  exemple ,  et  toua  ceux  oii  Vun  dee 
exposans  m,  n,  est  impair  ^  se  ram^ne  sur-le-champ 
anx  fonctions  algebriqoes  entjeres ,  en  observant  que 

yazsin»*'^*  co82^— /cL&sins.cosz^  (8inj6*y 
.  J5z  sin  't)^  cos        =  Jdiz  cos  a .  sin    (  cos    )f , 

9"«.  .... 

(ttn  — co8»»y,(cos  «•)•=(  i—8m«*y^ 

et  que  ' 

dziinz  =  d .  cos  z,    dz  cwz  =  d .  sinas. 

Par  li  on.amve  3 

/a«dtt(i— tt*)^^  /uMu(i-*-a*)S 

en  faisant  tioaz=u^  oii  sins=»;  et  ces  intigrales 
8*obtiennent  en  deyeloppant  les  puissances  ^ti^res  de 

i~u% 

npS.  Lorsque  n  =  o  ^  la  formule  (^j/)  devient 

/a   .    -         sinz"»""*cp8»  ,  m — i  ^    .    ^  . 
/cU8m«*  =—   ^    +  — ya»8m**r:*. 
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et  conduit  i  fdzBm^,  ou  k  flz,  selon  que  m  estim- 
paire  ou  paire. 

Laformule  (^^qnandonj  faitmr^o^  aechangeen 
^  sinacosz"-"»  ,     —  1 

et  m&ne  i  JQzcosz,  ou  k  fdz,  selon  que  n  est  impaire 
ou  paire. 

306.  Les  reductions  du  n**  do3  peuvent  s'emplojer 
pour  les  deux  difFerentielles 

dz  sin  dz  cos  ^ 

cosz*   '  'sina* 

mais  fobseryerai  qu*il  auffit  de  s'occnper  de  rune 
d*elle8 ;  car  si  on  fait  z  =  n  — ,  on  aura  dB= — dy , 
sin  2  =  cos^ ,  cos  z  =  sin  ;  et  la  substitution  de  ces 
valeurs  dans  lapremiere,  lui  fera  prendrela  m^me  forme 
que  la  seconde^  et  reciproquement.  ' 

Enchangeant  -f-'i  en  —  dans  k  formule  (^A) 
du      cite,  il  viendra 

•dflsdnas"  1    sina"^'  ,  m—i  rdzAnz^^ 


coss* 


/dzdng*   1    sing"^'  .  m — i  pt 

cosa*        m^ncotz*^^  mr^nj 

On  yeit  que  cette  r^uction  cbnduit  k 

/izwSz            .       r  iz 
 r>     ou  a  /  
cosa*                 j  cos  a" 

eelon  que  m  est  impaire  oti'paire. 

La  premiire  de  ces  formules  reyient  a  —  » 

lor8qu*on  fait  coS2=u,  et  s*int^gre  facilement;  la 
fecoade  se  traite  par  la  r^nction  dont  je  yais  parler. 
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Si  on  fait  n  n^gatiye  dans  la  formule  (^)'da 
flo3,  on  troilvera 

'dasinz'*         1    sinz**^*     (yt+i)  /*dg  ^nz^ 


/dasin  z'"         i    sin*"^*     ('i+i)  /*< 
C08Z*  m — ncos  m^-n  J 


d'oik  on  tirera 

'dasinz*       i    sin  jn^n  /*dz8in«;" 


/dg sin    1    sinz^^  v^^ri  ri 

cosa"'*^  "^n+i  cosz""*"*  cosa" 

'  ct  changeant  H  en  n— a ,  il  en  risnltera 

/da  sin    i    iing*f'*'*      m — n+a  r 

cosg"       n— i  cosg"""*        »— 1 .  J 


iz  sin 


cosz" 


Cette  formule  comprenant  le  cas   oii  m  =  o , 

/'  dg 
 ;;.et  en  general^  elU 
cod  z 

conduit  k 


f 


d&  sin  g*  ,      /•  j    •  - 

ou  a  /dzsmg". 


cos  z 

selon  que  n  est  impaire  ou  pair4i» 

La  seconde  de  ces  intigrales' a  ^te  trait^  dans 
le  n^  ao5;  et  la  premidre»  au  inoyen  de  la  for- 
mule  (^A)  du  n^.j^,  oii  Ton  fait  n=ci^  se  ra- 
m^ne  k 

/Azsmz            ,  piz 
 ,     ou  a    /  , 
cos  «                J  cos  a 

selon  que  m  estimpaireou  paire;  il  sera  dono'a  pro- 
pos  de  cdnsiderer  a  part  ces  iotegrales ;  c*e3t ,  ce,  (|ue 
)e  ferai  plus  loin.  ' 

r 

On  observera  aiud  gue  la  premiere  des  red^ctionf 
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de  cet  ardcle  devient  illusoire  quand  m  =  n,  et  la 
eeconde  quand  1  ^  et  que  cette  demi^re  donne 
•ur-Ie-cliamp  rintegrale,  quand  m=n^2. 

/•  ^ 
—  en  ctangeant  a-la-fois  +  m 
sin&^cosz"  ^ 

en  — m  et  -f^     — dans  les  reductions  dun^aoS, 

on  trouvera 

/dg   ^    _   1  ,  m+i  r  dg 
sin  *"  cos           Tn-t-n  sin  s"»"*"*  cos       T  m+nj  sinz"*^cosa» 

/dg  i   n+i  ds 

sin    cosa»       'm-f-n sin»"^'  cos  m+»j  6ina''cos*»**'*' 

d*ou  il  r^sultera 

dg  l   m+n  r 

6ina"^co8a*        m+i  8in*""*"*C08a"— *  '  m+ij  i 


imj&'"  cosz" 


dz  1   1  m+»   d« 

ainA*"co8a"-**^    n-t- 1  sin cos a"^-'  '  n -|-  ij.^z'^  c 


COS&* 


Changeant  m  en  m — dans  la  premiere  de  ces  ^qua- 
tions,  et  n  en  n —  52 ,  dans  la  seconde^  on  aura  deux 
nonyelles  formules  (O  et  (D)  ^ 


m+n — a  dz 

sina^—^coaa" 


/'     dz   ^  I  1  m+n— fl 

sinz^^coaz"  m —  1 8inz"*^'co8z"~*  '    m — 1  J  s 

/*     dz     1   m+» — fl    •  dz 

rina"»co»5"        n  —  1 8inz"*"*cos*"-"*  n — 1  J  8inz"*co 

Ces  deux  formnlea  peuvent  £tre  employto  altema- 
tivenient  conune  IV)nt  M  celles  du  n^  no3  ^  dans 
Texemple  /dzsiuA^cosz"  ,  et  diminueront  ainsi  auc- 
cessivement  Texposant  de  sin^^  puia  celui  de  cosz; 
et  en  continuant  Ie«  reductioha  autant  qn^il  sera  poa- 
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cible  y  on  paryiendra  i  ruae  des  troifl  inUgrales  dr^ 
dessous : 

fiina  '      j  C05»  '      J  Aaz cosz 

so8.  Je  vais  en  consiqaence  m^occuper,  dans  cet 
article  ,  de  Tint^gration  des  quatre  differentiellesc 
i  suivantes : 

dz  dz  dxcosz  dasing 

sins  '       cosz  '         sins   '  co8£ 

La  premiere  deyient  successivement 

dz   dznn  z       dzsinz  — da^ 

sinz       sina*       i  — cos£*     i— x** 

en  faisant  cosszso:;  son  int^grale  est  donc 

/'dz  .   ,,1+C08«  C082;  , 

smz  1— *  1— C08»  V^i+cos« 

Pour  la  seconde  on  a 

dz   dgcosz       dzcosg  dx 

cos»      coss*      1  — sing*     1— x» ' 

«n  faisant  sins=:x;  et  paroons^quent 


J  cosz  \i— X/    '  1— sm»     j/i— sin* 

La  troisi^me  et  la  ijuatrieme  sont  ^videmment  det 
diifer^tieUes  logaxitiiiniquesi  ensorfe  qu!on  a 
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/dzcosz        ,  .     .  rdz 
^=      l«UB  +  C0B5«.=jf— =/dzCOt« 

/^=^lco«+coB.*.x=/a*tans«=/'^. 

En  ajoutant  enaemble  ces  denz  demikes  formules^ 
•a  trouyera  ' 

dg        -  ain  z  ,  , 
On  pent  doxmer  auz  int^gralee 

/'dz  -  C08»  . 

—  =  1  —  +  const. 

— -=  i   j  i  +  coiwr. 

co»«       V/i— ain» 

une  fbrme  plu$  simple.  On  sait  que 

CeUpos^^  en  pnnant  CMB=iii  co&Aszcoti,  on 
aun  Bsso,  A^z;  la  premiire  formule  deviendra 

(tangi«).=:l=f5if, 

l-f-COiA* 

et  deuiera  parconie^ent 
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—  ±=  1 .  tang  4  a;?4-  const, 

Si  on  fait  ensuite  dans  }a  seconde  formule  iinAz=:i 
et  8inj5=aina,  il  viencfra  -//=*i*i  et  4=2, 
* 

d'oA  1  Hrsinz     tang(os54-;2^)  , 

1 — sinz     tang(o^,5 — ^2^)  * 


tangCo.^B-iO^cot^o'!,^^^*)^,-^^^^ 
donc  i±2Bf  =  Ctang(o^,5-K«)]' ; 

donc  /^^=l.tang(<|^,5-|-4«)+corwr. 

£n  remarquant  ayec  soin  la  Uaison  dea  diverses  for- 
mules  construitei  pnicMemmeiit,  il  «em  facile  de 
voir  que  Tintegrale  de  dztiaz^cosz^  6*obtiendra 
toutes  les  fois  ,que  et  n  rseront  des  pooibres 
entiers,  soif  positifs,  ^soit  nigatifs  ;  il  n'en  est  pas  de 
meme  quand  oes  expo^ans  sopt  fractioxinaires.  II  faut 
avoif  recours  aux  series ,  excepte  dans  un  petit  noknbre 
de  cas  oii  Tintegration  se  pr^nte  d*eUe-m6me. 

Mithode  giniralepourohtenir  les  valeurs 
'  apprachees  des  integrales^ 

S09.  Le  d^veloppement  des  integrales  en  s^rie,  ne 
conduit  k  une  approximation  qUe,  diliis  le  cas  od  les 
series  qu*on  obtieot  sont  convergentes ,  ce  qui  nar- 
rive  pas  toujours ;  c'est  pour%uoi  les-  Anal/stes  ont 
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cherch^  les  inoyens  de  paDTvenir  4  des  valeurs  appro- 
phees  des  mtigralea  ^  quelles  que  soient  les  fonctions 
difFerentielles  proposees.  Le  theor§me  de  Taylor  m^ne 
d'nne  mani^re  tres-simple  aux  formules  qu'£uler 
a  cotistruites  pour  cet  objet ;  mais  avant  d  y  parvenir, 
}e  fer»!  connaitre  quelques  denominations  relatives  aux 
divers  points  de  vue  sous  lesquels  les  analystes  envi- 
cagent  le3  intigrales. 

.  La  nicessite  d*iqouter  uiie  constante  iirbitraire  i  un« 
int^grale  y  pour  lui  donner  toute  la  g^n^ralite  qu'dle 
comporte,  fait  voir  que  oes  fonctions  sont  doublement 
ind^termin^es  y  piiMqu'on  ne  saurait  asdgner  lenr  va- 
leur  lorsqu^on  en  fixe  une  pottr  la  variable  dont  elle» 
d^pendent  ,  mais  qull  faut  encore  determiner  leur 
constante  qui  est  susceptible  de  toutes  les  valeurs  pos* 
flbles.  On  determine  ordinairement  cette  constante ,  en 
anq^tissant  rint^grale  a  s'^vanouir  pour  une  valeur 
donn^  de  x.  On  en  a  d^k  vu  plusieiirs  •  exemples 
(  i$4>  176  >  177  )  >  cela  revieat  en  gin^al  a  ce  qui 
«bit : 

Si  fXAr ^P-J^CyP  d^signant  la  fonction yariable 
dMuite  imm^atement  dn  procM^  de  Tintigration^ 
Cla  con^tante  aibitraire,  et  que  rintegrale  doive» 
a*^ariouir  pour  une  vateur  x;=£  a  qui  change  P  en 
on  posera  T^quation  ^  -f-  C=o  ^  de  laqueneob  tire 

C  =  —  A  et  .  fXdx  =  P^  ji. 
.  Sons  .cette  forme  Vintegrale  fXdx  xiest  plus  que  la 
difFereace  entre  la  valeur  que  prend  la  fonction  P 
foitqiie  x  =a ,  et  celle  qu'elle  acquiert  poiir  toute 
autre  valeur  de  U  ni§me  variable.  ^  ',  ,  par  exemple^ 
jcs&^  cbangePenJ},  il.5rient  1  . 

'  n  est  i  propos  de  retnarquer  que  ce  risultat  s*ob« 
tient  immediatement/  sans  <^'il  soit  besoUi  deditenni^ 
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ner  la  constante ;  mais  seulement  en  prenant  la  diffe* 
rence  des  r^snltats  que  donnent  les  substitiltions  dei 
valeurs  x=a  et  x=b ,  q\ii  changent  respectiyement  en 
^+C  et  en  rexpression  P+C. 

La  yaleur  x=ay  pour  laqudle  Fint^ale  8'^ya- 
nouit,  en  est  rorigine;  et  Fon  dit  alors  que  Yinte* 
grale  doit  commencer  lorsque  x==:o.  La  yaleur  i. 
laquelle  on  8'arrete ,  ripondant  kx^^h,  on dit  en  con- 
sequence  que  Vint^grale  est  complHe  lorsque  x  =:=  b. 

Les  deux  yaleurs  30=a  et  x=b  sont  d^signees  en 
commun  soub  le  nom  de  limites  de  Pintdgrak, 

Toute  int^grale  qu'on  inonce  sahs  fixer  son  origine 
ou  sans  indiquer  ses  iimites  ^  ae  nomme  integrale  in- 
c^finie^  et  doit,  pour  ^tre  completef  renfermer  unecoii^ 
tante  arbitraire. 

Lor8qu*on  assigne  ces  limited,  rintegrale  est  difinU» 
Si  elles  sont  x=a  et  a?  =  &,  par  exemple ,  on  dit 
alors  qne  Vint^grale  fXdx  doit  Stre  prise  defmis 
x  =  a  jusqu'd  x  =  b;  et  cela  s^ectue  en  a^cu.lant 
successivement  ce  que  devient  1'expression  varicAle ,  d^ 
l'intSgrale  lorsque  x=a,  puis  lorsque  x=b,,  et  en 
retranchafU  le.  premier  resultat  du  second :  dans  ce 
cas  >  il  est  inutile  d'ecrire  a  la  suite  de  Tintegrale 
la  constante  arbitraire,  pui5qu'e}le  disparaitwt  par 
la  soustraction. 

II  est  important  de  se  familiariser  ayec  ces  expres- 
sbns  qui  reyiennent  souyent ,  et  que  les  considerations 
que  je  yab  exposer  rendront  encore  pdus  significatiyes. 

aio.  Cela  pos^^  la  seriede  Taylor  donnant  lorsque 
X  deyient  x-f-  A, 

.  dvA  ,  'd*y  h^   ,  ,  ^ 

ne  peut  ,d^terminer>  la  yaleur  que  prend  dans  cette  cir' 
constance  une  fonction  dont  on  ne  connait  que  les  coef* 

ficiena 
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ficiens  diff^rentiels,  mlme  i  partir  du  premier  ordr. , 
puisque  la  valeur  primitive  reste  ind^termin^e .  e^ 
reprisente  parconsequent  k  .  constante  arbitraire; 
mais  la  diff«-ence  entre  cette  valenr  et  celle  qui  re- 
pondax  +  A,aed6pendantquedelas&ie 
.  d«y        .  dV 

dx  7  ■^dx»  ri + d^  rxi + 

*rt  enti^rement  connne. 
Si  on  fait/Xdx=^,  on  anra 

^  =  X, 

°^  dx»  — do;  '  dj:»~d?^' 

les  coefficiens  diffiSrentiels  seront  tous  dednits  de  1« 
fonction  dorniie  ae,  et  il  viendra 

dX  A«  .  d»X   h'  . 
^T+d^ri +3^  7X3 + 

Ponr  tirer  de  cette  fonnnle  la  valeut  de  fXdx ,  de-i 
puis  x=  a  jusqn*4  x = i,  il  suffira  de  prendre  h  =s  i — a, 
et  de  remplacer  x  par  a ,  dans  la  fonction  X  et  sea 
coeffidens  differentiels,  que  je  repr^senterai  alors  pac 
A,  A,  JT,  etc, :  on  trouvera,  entre  les  limites  x^a 
x=:b,  * 

La  s^rie  precedente  eet,  en  general ,  d'autant  plui 
convergente  qne  rintervalle  t  ^  a  est  plu5  petit :  mais 
lorsquMl  a  une  valeur  trop  considerable  ,  on  le  partage 
«n  un  nombre  de  parties  assez  grand  pour  former  des 
intervalles  suffisamment  petits;  et  on  calcule  a  part 
la  valeur  de  Imtegrale  relative  a  chacun  de  ces  inter- 
Calcul  integr,  V  . 
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\alle8.  Je  sappose  >  afin  de  simplifier  les  formules,  qne 
la  diiFib^nee  b  —  a  soit  ^divisie  en  h  parties  ^gales  i  tt^ 
«t  que  les  quantit^s  A,  A  ^  A*  y  ete.  se  changent  res- 
pectiTement  en  Ax ,  A/,  -^,",  etc.  ,  A/y  A^^  etc. 
lorsqu*on y  met  a  +  €t,  see,  etc.  au  Eeu  de  a ;  oa 
aurad'abord,  entre  a  et  a+«(> 

A«t  ,  A"^  ,  , 
 ?  +  «tc. 

entre  o -f- a4- 2« , 

t^!?  +  :£L£  +  ::^ll4+etc. 
entre  a  -f-  act  et  a  -f-  5flt , 

etc. 

La  somme  de  toutes  ces  series ,  dont  le  dombre  est 
n ,  composera  la  valeur  totale  de  fXdx  entre  les  li- 
luttes  x^saa,  x=bf  qui  sera  parconsAquent .  .(I) 

i  *     (^+urf.+^.  +  ^1^.) 

l  4- etc, 

, « 

a  1 1 .  Si  on  prenait «  assez  petit  pour  pouvoir  ae  ))omer 
Jl  sa  pcemiire  puissance,  le  risultat  ci-deasns  se  r&f 
iduirait  k 

fXdx=Ait  +  A,A  +  A^m  +A^t^  * 
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sirie  dont  Us  diffi&reos  termes  ne  sont  autre  ehose  que 
les  valeurs  successives  de  la  quantit6  Xdx  \  lorsqu*oa 
y  sftbttitue  a,  a  +  A,  a  a»»  etc.  4  la  place  de  x, 
et  qu'on  prend  dx  = «.  Cest  sonl  ce  point  de  vue 
que  Ton  conpoit  Vintegrale  fXdx  comme  la  somme 
d'un  nombre  infini  d*elemens ,  ^gaux  aux  val^urs  con« 
secutives  que  prend  la  difFerentielle ,  par  les  divers  chan- 
gemens  qu'^prouve  la  variable  x.  (  Yoyez  hi  note  de  la 
page  22oa  de  ce  volum^.) 

II  est  encore  a  remarquer  que  la  somme  de  cette 
s^rie ,  quelque  grand  que  soit  le  nombre  de  sea  tennes , 
pourvu  qu*i]s  aient  tousle  .m^me  signe^  sera  moindre 
que  n^tj^n  >  A  Am  designe  plus  grapde  des  quantites 
A ,  Ai,  ji^ , , , ,  >An^x  >  que  le  contraire  aura  lieu 
si  Am  designe  la  plus  petite.  On  conclut  da  la  quet 
si  la  fonction  X  ne  ebange  pi|9  de  sjgne  entre  les 
limites  xz^^,  xz=ib,  et  que  Hl  m  soient 
sa.plus  grande  et  sa  plus  petite  valeur  dans  cet  inter^ 
valle ,  I 'integrale  fXdx,  prise  entre  ces  limites ,  sera 
<  Af(  t  —  q)  et>i»(t  — a). 

atfy.  La  dHFirence  entre  les  deux  valeurs  de  y,  re* 
latives  ix  =  a  etx  =  b,  peut  aussi  ^'obtenir  en  par-« 
tant  de  la  demi^e ,  far  le  moyen  dfi  la  fofmule 

y^^y    dxi+dx»i.a     dx»  1.11.3^ '"^- 
dans  laquelle     ripond  a  o?  — t  A  ^  ce  qui  do^a 

Pour  appliquer  cette  demidre  i  fXdx,  ilfanty  dans 
X  et  dans  ses  coefficiens  diiFerentiels ,  changer  xenb , 
«t  suppo^t  q«'on  en  tire  les  qnaatitis  B,  JBF^  EF ,  etc. , 

Va 
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on  trouyera  entre  les  limites  a:  =  ayX=b, 

^  1  i.a      •  1.2.3 

Lor8qu'on  partage  Tespace  h—a  en  n  parties  igales  a 
on  obtient  par  la  formule  ci-dessus  ^  entre  les  limite» 
«  -f*  «  et 

Aa     Ja^  jf^ 

 i-  +  ~-5— •te- 

I        i.a  i.a.3 

entre  a  +  a«  et  a+« 

 i-H  ^  — etc. 

1        i.a  i.a.3 

•ntre  a^Z^  et  a+ace 
etp. 


\\  somme  de  ces  s^ries^  pareillement  en  nombre  n; 
donne,  entre  les  limites  x  =  &»  a;=aj  (II) 

/;fdar=^-r^  (^;+.^:+^;  +^:) 

+  7X3(^.+^'+^'  +<) 

.  —  etc. 

ii  1 3.En  rMuisant  cette  demiere  s^rie  anx  termes  alFec* 
t6s  de  la  premi^re  puissance  de  on  ^urait  seule« 
inent 

fXdK=:zAiA  +  A^A  +  A$%. . .  +  Ai^ , 
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txpresaon  dont  rerreur  «erait  cn  +  j  celle  de  Vex- 
pression  du  n<»  precedent  etait  en — ,  et  viceversd, 
pourvu  toutefoifl  qne  les  quantites  Ai\  A%^  etc. 
fussent  toutes  de  m6me  signe  et  composassent  une 
suite  tout-a-fait  croissante  ou  tout-4-fait  decroissante. 

On  peut  prouver  la  meme  chdse  des  series  (I)  et 
(U) ;  mais  je  ne  m'y  arr^terai  pointici :  je  me  bome* 
rai  k  observer  qu'en  cons^quence  de  cette  remarque, 
on  prend  pour  plus  d'exactitude  la  aomme  de.  ces 
demi^res,  et  entre  lei  limites  x^a^  x=.h^  on  a 
la  formule  (III) 

J     [  A,+A,+As. .  CA+An  )  ] 


1+  K^---) 


.  +  etc. 

La  coYisideration  des  courbes  conduit  aussi 
d'une  mani^re  tres-simple  aux  prin^^^pales  consequences 
etablies  dans  les  articles  {Nrec^ens. 

/ XdjT  exprimant  Taire  du  segmentd'une  courbe  dont 
rordonnee  est  x  (76),  si  BCZ.Jig,  35,  repr6sente„c.35. 
cette  CQurbe,  que  Forigine  des  abscisses  soit  en  A  ^ 
et  que  Xz=:PM,  Texpression  Xdr  sera  aussi  bien  la 
diff^rentielle  dessegmens  BMP ,  DEMP,  que  du  seg. 
ment  ACMP,  qui  commence  k  rorigme;  ainsi  For- 
donnee  qui  bome  le  segment  de  ce  c6te  sera  absoTu- 
ment  indeterminee.  L'ordonn6e  MP  qui  forme  Tautre 

T3 
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Hmite  Test  pareillement,  tant  qa'oti  n^atagn  auA 
cune  valeur  a  l'abdci8se  jiPi  mais  lorsqa'on  aura 
fix6  les  abscisses  de  la  premiere  et  de  la  demi^re  at^ 
donnefe ,  le  segment  sera  tottt-4-fait  detenmiii. 

Si  lafonctionTariablePderintegrale  fXdx^zP-^C^ 
i'^vanouit  d'eHe-mdm^  au  point^,  cette  foaction  ex- 
prime  inunMiatement  les  aires  BCA^  BED  ^  BMP% 
alors  si  on  veut  fiure  partir  les  segmens  de  rordon- 
mk^AC^  ilfautretranGher  de  ces  aires,  respace^C^: 
eet  espace  represente  la  constante ,  determinee  pour 
que  la  quantiti  P-f-C  s^evanouisse  au  pomt  A\  iuaia 
en  considerant  a-Ia-fois  les  deux  limites  d'un  seg- 
nent^  il  est  inutile  de^s^occuper  de  la  constante  ;  car 
aoit  que  ]*on  compte  les  aires  a  partir  du  point  B 
on  du,  point  A»  sur  Faxe  des  abscisses^  le  segment 
DEMP^  par  exbmple,  s'obtiendra  egalement  par  la 
difference  des  segmens  BMP,  BED ,  ou  par  ceUe.  deS 
segmetis  ACMP  et  ACED. 

21 5.  L'inspection  de  la  figure  35  fait  voir  que  Taire 
du  segment  d'une  courbe  quelconque  est  toujours  com- 
prise  entre  la  somme  d'ttne  suite  de  rectangles  inscrits 
PR ,  P^ff,  P^R\  efc.  et  celle  d'ttne  suite  de  rec- 
tangles  circonscrits  P^S,  P^S^y  P^S",  etc,  les  pre- 
miers  construits  sur  la  plus  petite  ordonnee  de  cbacun 
des  trapezes  curvilignes  PM\  PM^^  PM^y  etc.  et 
les  seconds  sur  la  plus  grande.  II  est  visible  que  si 
Ton  prend 

AP^a,  PJP^sl^/^^P^P*,  ctc.  =  *, 
on  aura 

PM=A,  P^M^^A,,  P^M^^^zA^,  P^M^^Az,  etc. 
h  lomme  de^  tectangles  inscrits  sera 
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«t  celle  des  r^ctangleB  circonscrits, 

On  yerra  fadlement  qtie  la  diffik-enet  dete  recta&gle# 

inscrits  aux  rectangles  circonacrits,  est  6gale  au  rec- 
tangle  MRQN ,  6quivalent  a  la  somme  des  rectangle* 
jUM\  M^M",  M^M^,  etc. ,  et  qne  parconsequent 
cette  dilference  peut  €tre  rendue  aussi  petite  quoa 
voudra ,  en  rapprochant  les  ordonn^et. 

Dans  la  figure  35  >  ou  les  ordonnees  vont  toajovri 
en  croissant,  les  rectjuogles  inscrits  iont  formes  s«r 
la  premi^re  ordonn^e  de  cbaque  tr^dse  cimriHgney 
ct  les  rectangles  circonscrits  sur  la  derni^re ;  mais  si 
elles  paasaient  par  un  maximum ,  comme  dans  la 
figure  36  >  il  n'en  serait  ainsi  que  dans  la  partie  CM'\^^o 
ant^rieure  k  ce  tnaxbnum ,  et  le  contraire  aurait  lieu 
dana  la  partie  postericure  M*Zi  alors  la  s^rie  (i),  d*a- 
bord  moindre  que  Vespace  curviligne  ,  deviendrait  plus 
grande,  et  la  a^rie  (a),  d'abord  phia  granda  qu» 
cet  espace  ,  deviendrait  plus  petite. 

On  approchera  davantage  de  la  vraie  yaleur  du 
aegment  de  la  courbe  proposee ,  en  prenant ,  au  lieu 
des  rectangles  tnscrits  et  circonscrits,  la  somme  des 
trap^zea  temii&^a  jiar  ka  cordea  deaaroa  MM\  M^M"^ 
jrM",  etc. 

Ces  trapteea  ayant  meme  bauteur  PP^,  et  chaque 
ordonnee^  except^  la  premi^re,  itant  eommune  a 
deux  ti-apezea,  leur  sonlme  sera  pr6cia4ment  ^gale  k 
Uk  aerie 

fui  tient  le  miliea  entre  lea  aeriea  (i)  «t  (12). 

V4  • 
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En&n  il  est  evident ,  par  la  figure  87 ,  que  rair« 
curviligne  PMNQ  est  <que  le  rectangle  QE,  et> 
que  ]e  rectangle  PF,  construits  Tun  sur  la  plus  grande  , 
et  Tautre  sur  la  plus  petite  des  ordomi^es  comprise» 
entre  les  llmites  AP  et  JlQ  de  ce  segment. 

S17.  L'emploi  de  la  fomiule  (III)  du  n*  ai3  peut 
pr^senter  quelques  diiltcult^s.  Elle  ne  saurait  servir 
lorsque  la  fonction  X  devient  infinie  ;  et  aux  envi- 
rons  des  valeurs  de  rabscisse  qui  donne  cctte  circon- 
6tance,  il  ue  suffit  pas  de  diminuer  Vinteryalle  « ,  ou  de 
^  resserrer  les  ordonn^es ,  pour  compsn^er  1'efFet  de  leur 
rapide  accfoissement :  il  faut  encore  ayoir  recours  A  det 
transformations  conyenableft.  v. 

Soit,  par  exemple,  X  zr^     ,  \.  i\  il  estevident  cpie 

y  \ — X 

lorsque  x  approche  de  Vunit^  ,  un  tres-petit  changement 
dans  la  valeur  de  cette  variable  en  produit  un  tres-grand 
dans  celle  de  X\  si  donc  on  demandait  Tintegrale 

djc 

,  depuis  x=o  jusqua  x=i—f,  f  etant 


\/l—X 

une  petite  quantit^,  il  faudrait,  vers  la  demi^re  li- 
mite,  multiplier  beaucoup  lea  valeurs  intermediaires 
donn^es  a  x. 

La  m^me  intigrale  ne  peut  se  calculer  imm^ate- 
ment  ]usqu'a  a:=i ;  car  alors  X  devient  infini,  sans 
que  pourtantla  valeur  de  fXdx  le  soit,  pubque 


Cette  difficult^  tient  k  ce  que,  dans  rintigration,  le 

facteur  (1 — xy  passe  du  denominateur  au  num6ra- 
teux^;  et  elle  aura  lien  en  |;£n6ral^  lorsque  X  iera 
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de  la  forme  et  qu'oii  aura  p<?«        1*  ^®" 

ver,  on  fera  a—x-=z2!^^  ce  qui  donnera 

a:=a— Jt^,  dr=— ^z^-^ds  et  Xdr=— ^/^^'-'^"dc, 

quantit^  qui  ne  deviendra  plus  infinie  quand  a;=a  ou 
a=o ,  si  lafonction  V  re«te  finie  dans  cette  circonstance; 
on  calculera  donc  alors  Tintegrale  /  /^^'"'^'dz ,  de- 
puis  2=0  jusqu*a  z=f,  «T  etant  une  quantite  assez 
petite,  et  on  aura  ainsi  la  partie  de  la  valeur  de 

 correspondante  k  Tintervalle  Compris  entre 

(fl — x)q 
xz=ia  et  x=a'^^. 

On  peut  encore  obtenir  Imt^grale  f-  ^depuis 


le/lJ 
J  ia 


[a—x^q 

x:^a  jusqu^i  oc=a — jT  ,  en  faisant  seulement  x^a — z; 
parceque  la  petitesse  de  la  yariable  z  renfermee  entre 
les  limites  tr^s-etroites  o  et  ^ ,  permet  de  simplifier  beau^ 
coup  le  coeffioient  difiTerentiel.  Si  on  avait,  par  exemple, 

/•  jc^dic 
^ ,  la  difFiirentieUe  a  integrer  apres  la  trans- 

formation  indiquie ,  serait 

—  (g — gyds    — (tt* — gitzg  +  z*)dg  ^ 

£n  r^duisant  la  fraction 


en  serie  ordonn^  snivant  les  puissances  de  2,  et  en 
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8'arr£tant  au  quarre  de  cette  vlariable ,  on  aurAit  enEn, 

. » 

CeresUttat ,  qui  s^^anouit  lorsque  s  s  o ,  donnera-,  par 
lasubstitutioQ de  i  £^1a  valeur  da  TintigriAfe  cherchee^ 
depuis  xzzza,  ju8qu*A  x^a—S".  Le  reste  de  cette  inte^ 
grale  pourra  se  calculer  par  le  ^oyen  de  la  ^bAe  du 
ai3. 

£n  gen6ral ,  des  transformations  qme  Thabitude  de 
Tanalyse  peut  seule  suggerer^  rendent  ces  series  appli-' 
cables  dans  un  tres-grand  nombre  de  cas  qui  paraissent 
d*abord  se  refuter  k  la  methode  propos^e. 


ai8.  L'int4graley  — — — ,  ne  poilVtnt  **obttnir  par 

la  rMuetion  de  e  '  en  serie ,  que  pour  le  cas  oA  x 
aerait  tr^s-grand ,  je  vais  montrer  comment  Euler  eu 
a  calcul^  la  valeur  depuis  xzrzOy  jusqu*ax=:  i ,  au 
moyen  de  la  formule  JII  du  n^  ai3. 
On  peut  d*abord  changer 


X 

—I 

lapartiee         8*ivanouit  lorsque  xsso,  et  il  en  est 

ff 

de  mlme  de  la  seconde  partie  fe  ^dx ,  ainsi  qu*on  va 
le  voir.  On  a  pour  cette  int^grak  . 

SioQ  fait  x=:Oj  ces  ^pressions  s^evanouiront  (58)^ 
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•t  paroonseqitent  les  qaantites  A ,  A y  A^^  etc..  seront 
nuUes :  mettant  ensuite  tt^  see^  3«,  etc.  a  la  place  de  x  , 
on  obtiendrales  valeurs  de  A^ ,  At^  etc.  A^^  A%\  et, 
^cpuis  o  jusqu  ax=rM,  pn  aura 

.|^e     +c      ...+e  ' 


I 


i  i.a  1^«^ 


I 

\(j»-i)hf4    («-i)V/J^i.fl.5  .  -  V*+  u»*V 

1 

1       ^^^"f  ?  ^        6  \ 

a  i.a.3.4     W*'*  «^"'"n^^ftV 

-f-  etc. 

Lorsqa'on  yeut  s*arreter  i  la  limite  x=    il  faut 
faire  *=~*  ®*  ^  ^^***  *dr= 
•1     e"^-fe'"-  +  e"^...+c"^   


_i  >  .  ^ . 
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En  se  bornant  aux  termes  qui  sont  icrits,  etfaisant 

»=  10,  on  trouYera,  suivant  £uler,  la  valeor  d© 

/e  ^dr,  a  un  nullionieme  d*unite  pres,  et  on  Taura 

ayec  une  exactitude  vingt  fois  plus  grande  encore,  si 
on  prenfl  n  =  so. 

Les  d^tails  renferm^sdans  cet  article  et  dans  le  pre- 
cedent ,  sufiisent  pour  montrer  comment ,  avec  le  sc- 
cours  ^es  transformations ,  et  en  calculant  la  valeur 
d*une  int^grale  en  pluaieurs  parties,  on  parvient  a  en 
approcher,  lorsque  lei  series  qui  rexpriment  ne  sont 
COTivergentes  que  pour  un  intenralle  limite. 

12 1 9.  La  serie  dn  theor^me  de  Tajlor  donne  aussi  deux 

developpemens  g^neraux  de  Tintegrale  / Xdx.  En  desi- 

jpiantpar  CJavaleurdecette  integraIe*quandx=o,  et 

representant  par  ji,  A\  A",  etc.  ce  que  deviennent  alo» 

,  .  .    ^  dX  d»X  ^ 

les  quantites  X,  -^,         etc.  on  aura 

terie  danslaquelle  Ctientlieudelaconstantearbittaire. 

En  partant  de  la  valeur  g^nerale^de  fXdx,  que  jc 
representerai  par^,  pour-revenir  a  celle  qui  r^pond 
a  x  =  q,  et  que  C  d^signe,  il  est  evident  qu'il  faut 
faire  hz=z—x,  dans  la  formule  du  n^  21,  ce  qiK 
donnera 

remettantdan8cetteequation,auIieude^,  ^^^^ 
leurs  valeurs,  et  prenant  cellede  /Xdr,  on  anra^ 
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»  '     1     di;  i.a  *  dx*  i  .a.3 

la  quantit6  C  eat  encore  ici  la  constante  arbitraire. 

L'integration  conduit  aus^i  a  ce  deyeloppement.  En 
eiFet^  si  on  decompose  la  difFerentielle  XAx  dans  les 
denx  facteurs  X  et  dr ,  et  qu'on  integre  le  second ,  on 
aura  fXdx^Xx^fxdX;  maia 

-    rdx    ,    idx    1  r^d^x 

J  Qx  a     dr      aj  dr 

y*^d^=J  dP-^^^i^^dp-iJ^^dP' 
etc. 

d^X 

mettant  auccessiven^ent  pour  fxdX,  f  -g— etc.leuri 
yalenrs^  ilen  resultera 

yVj       ir^     dX        ,d*X   a?  ^ 
Xdx=X-    -i  h   5 — ctc. 
1      dr  i.a  dx^i.a.3 

et  poar  que  Texpression  de  l'int^grale  soit  compUte^  il 
faudra  ajonter  uae  constante  k  ce  d^veloppement,  qui 
par  la  deviendr^  semblable  au  precMent.  Cette  s^rie  4 
ite  donn^e  pour  la  premi^re  fois  par  Jean  Bemoulli, 
et  elle  porte  son  nom » comme  celledu  n*  ai  porte  celui 
de  Taylor ',runeest  aV^gard  du  Calcul  int^al,  ce  que 
rautr&  est  par  rapport  au  Calcul  dilF^rentiel. 

aao.  Jusqu'a  present  je  n*ai  consideri  que  le 
ooeflicient  differejgitj^l  du  preuiier  ordre ;  maix  sa  on  ne 
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coQiiaissait  quele  coefficient  differentiel  da  second  ordre, 
3  faudrait  alors  deux  integradons  suc^ceaayes  pour  re~ 
monter  a  la  fonction  prixnitiye  dont  il  tire  sob  origine. 
Soit  X  le  coefficient  diiFerentiel  du  second  ordre  de  la 

fanction  jr^  on  aura^^r^X^  et  en  multiptiant  les 

dein  membres  par  da; ,  il  viendra      =  XAx  \  or 
dy 

cst  la  dififerentielle  de  ^ ,  prise  en  regardant  dx 

comme  coi^stant :  on  aura  donc  ^=/Xdx.  Si  P  re- 

priseAte  la  fonction  primitive  de       cgale  a  fXox, 

et  Cla  constante  aAitraire,  il  viendra  ^  =  P+  C] 

multipliant  ensuite  les  deux  membres  par  dx^  on 
tnmvera  djf  =  Pdj?  +  Cdx,  et  en  intigrant,  on  ob- 
tiendra^=/Pda:+Ca;  + C,  C  etant  une  seconde 
oonstante  arbitraire.  Si  on  remet  fXdx,  au  lieu  de  P, 
11  en  risulteray=/dj;/Xdr  -f  Cx-^C,  expresaion 
qui  indique  deux  operations  successives. 

On  peut  ramener  cette  expresslon  a  deux  integrales 
iimples,,'  au  moyen  de  Tint^gration  par  parties;  car» 
cn  remettant  P  au  lieu  de  fXdx ,  on  aura 

*  fPdx = Px^fxAP^  xfXdx—fXxda:, 

ct  parcon$i§quent 

y=xfXdx^fXixdx+€x+C. 

Je  passe  dlaintenant  aux  diiTerentielles  du  troisieme 
ordre.  Soit  X  le  coefficient  differentiel  de  la  fonc- 

tionjr,  relatif  a  cet  ordre;  on  aura^^^X,  dou 
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g=^^.  mai.g=d.g;  donc  g==/Xdx  +  C, 
ce  qai  d(Hine^==dx/ydx4-Cdj?.Enmtegrautde 

nouveau ,  fl  Tiendra  ^  =  /dx/Xdx+Cr  +  C^,  ou, 
d*apri8  cequi  prte^e^ 

^  =  x/Xdx— /Xcdx +C^:  + 

On  tire  enmite  de  14 

dy  =  xdx/Xda:— dx/Xcdx+  Crdr+Cdx, 
ct  en  integrant,  on  a 

y=fxdx  fXdx  — /dr  fXxdx  +iCa^  +  Cx  +  CT, 

C  itant  la  constante  introduite  par  cette  demi^e  in^ 
tegration.  Il.est  facile  de  voir  ^e 

/  xdx  /  Xdx  =  1 X*  /  Xdx — i  /  Xx»dx 
-  /dr/Xrdx  =  x/Xtdx  —  /XrVJx; 

tuhstitaant  ddnc  ces  valeun ,  et  rfiduiflant  entr'enx  let 
termes  semblables^  on  trouyera  , 

y^^X^fXx&j^-^fXxAxJtf^^^^ 

Toioi  comment  on  indiqne  les  int^grales  •uccessives : 
lorsque  X  disigne  le  coeffident  diff^rentiel  du  second 
ordre^  on  a  d^  a  Xdx*>  et  en  prenant  Tint^grale  da 
chaqne  membre,  on  trouYe  dy=  /Xdx*;  puisenipte- 
grant  encore  une  fois ,  il  vient  /jfXdr*  =  /*  jWx*J 
On  a  de  m£me ,  quand  X  est  le  coefficient  differenr 
tiel  dn  troisidme  oidrej 
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dy^fXdx^,  Ay=ffXij?,  y=fffXdx^pXda?, 

et  ainsi  de  suite  pour  les  ordres  sup^rieurs. 

Chaque  diiFerentiation  n  introduisant  que  la  pre-» 
.  miere  puissance  de  dj; ,  on  peiit  ne  laisser  que  cette 
puissance  sous  les  divers  signes  f,  ce  qui  foumit  cet 
relations : 

/Xdx»=dx/Xdj;,  ffXAo^^fixfXAx 
/Xdz-3=:dxVXdr,  ffXAx^^fia^fXAx==AxfAxfXdx 
fffXAx^=JAxf^fXAx,  etc* 

oii  il  faut  obseryer  qu^  chaqne  sigae  /  embrasse  touB 
ceux  qui  le  suiyent. 

Cela  pos^ ;  en  negligeant  les  constantes  arbitraires  , 
et  en  int^grant  par  parties,  comme  ci-dessus,  <m 
trottvera 

fXAx^fXAx 

pXAj^nz    i    [x  fXAx^fXxAx-] 

pXAj?=  -i-  [jd^f^XAx—t^fXxAx+fXx^Axl  ^ 

pXAx^  ^-^^ls^fXAx-^ix^fXxAx+ZxfXa^ 
etc. 

Les  coeiEciens  numeriques  de  ces  expres^ons  sont  les 
memes  que  ceux  des  puissances  du  binome  a—h  \  et 
tandis  que  rexposantdexhorsdusigne/ diminue  d'une 
unite  a  chaque  terme  y  en  allant  vers  la  droite  ^  son  ex* 
posant  sous  ce  signe  augmente  de  la  m#me  quantiti. 

On  restituera  les  constantes  arbitraircs  que  j*ai 
omises  dans  cette  formule  ,  en  ^criyant  / XAx  +  6^- 
pour/Xdx,  fXoAx  +  C  pour  fXxAx,  fXx^Ax  +  (?* 
pour  fX(jfAx,  et  ainai  des  autres:  car  les  constante3 
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C>  C^j  etp.  eUQt  afiPecfees  de  diyerses  puissance^ 
de  X,  sont  irreductiblesentr^elles. 

22^&i.  Les  dilFerentiellei  que  f  ai  traitees  jusqu*ici  ; 
«ont  prises  en  regardant  dx  comme  constant  ^  par^ 
ceque  ce  sont  lea  seules  qui  ne  reoferment  qu'un 
coeificient  dilF^rentiel.  En  effet,  lorsqu'on  fait  rarier  en 
m§me  temps  dr ,  on  a  ( 1 16)  d^  z^qA^  +  /k1»j:;  si 
donc  on  se  proposait  la  difFerentielle  Cdr*  +  Vd^x^  il 
Faudralt  2  pour  qu'elle  signifiat  quelque  chose,  quon 

cut  V^ptt  Ur=zq,  A'oii  resulte  U=  -^;  et  cettecon^ 

dition  etant  remplie ,  on  n'aurajt  qak  int^grer  fVAx. 
II  est  facile  d'etendre  cette  remarque  aux  differentiellea 
d'un  ordre  quelconque. 

'Application  du  Calcul  intigral  h  la  quor- 
drature  fles  Courbes  et  a  leur  rectifinacion^ 
^  lO'  ^uadrature  des  Surfaces  courbes  et 
^  V^aluation  des  'volumes  qu!elles  com^ 
prennent* 

De  la  quadrature  des  Courbes, 

323.  Lc  probleme  g^neral  de  la  quadrature  dea 
conrbes  se  rMuit  al'intigration  de  la  diff^renticlle  Xdx, 
en  nommant  X  la  fonction  de  x,  qoi  exprimfe  l'ordon- 
nee  y  de  te  tourbe  proposee  (76  ).  Ce  qui  prte^de 
contient  Vexpos^  de»  principales  methodes  analj^ques 
trouveea,iusq[u'a  prfesent,  pour  effectuer  cette  int^gra- 
tion,  soit  rigoureusement,  soit  d'une  mani^re  appro- 
chee il  ne  s'agit  ici  que  de  Tapplication  de  ces  m6- 
thodes  aux  courbes  les  plus  connues. 

Cclles  dont  T^quation  est  la  plus  simple  sont  les  pa- 
C^ilc.  intdgr.  ,  X 
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raboles  dea  divera  ordres,  repreeentied  par  I*^quation 

y^^—px^:  on  en  tire    =  p"x" ,  et  parc^nsequent 


fXdx  =  yp*x»  dx  =r  '        ^     +  con5/. 

Toutes  ces  cdurbes ,  comme  on  voit ,  sont  quarrahles; 
€'est*a«dire ,  qtt'on  a  rexpression  finie  et  alg^brique  de 
la  surface>du  segment  csompris  entre  leur  arc  >  Faxe  des 
abscisses  et  Tordonn^e.  II  est  facile ,  avec  rexpression  de 
ce  segment,  de  calculer  celle  de  tout  autre  espace  con- 
tenu  entre  une  portion  de  la  courbe  et  des  lignes  droitei 
formaat ,  avec  les  abscisses  et  les  ordonnies  ^  des  po- 
lygones  dont  ]a  Geometrie  ^lementaire  donne  la  me^ 
sure;  on  en  verra  plus  bas  dei».  exemples,  (2^29,  aSo). 

.  iLe$  courbes  proposies  pajssent  par  rori^ne  iks  abs- 
W^^,,  puisquon  ^^p  tmp8a?=o.,  et^:=!:=o;  si 
on  veut  exprimei:  leur  aire ,  a  partir  de  ce  poiut^  il  faut 
supprimer  la  constante  arbitraire,  puisque  Texpression 

\ 

1 

— 7 — X  "  s*aneantit  d*elle-m6me  quand  on  y  fait 

38.  x^zzo.  Pour  avoir  ensuite  l!aire  BCMP^fig,  38,  c^prise 
elntre  |e$  ordonn^es  BC  PM ,  carrespo«dante$  anx 
obscisses  AB =0  et         x  >  il  suffira  de  retraucher  de 

"    qui  exprime  Taire  JCMP ,  la  quantit* 


m-t- 
1 


— ^ —  a  *  ^gale  k  Taire  ACB\  et  on  aura  alnsi 
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BCMP  =  a;"-a~  ). 

Quand  rexpoiant  n  est  pair,  Vexpression  ^  * 

est  susceptible  du  double  signe  ±:  ^  et  comme  alora 
les  memes  abscisses  AP  appartiennent  a  deux  branchea 
de  courbes  ACM  et  AQm ,  on  a  deux  segmens  ACMP 
et  AcmP ;  celui  qui  renferme  les  ordonnees  positiyea 
a  Une  valeur  positive ,  et  Tautre  a  une  valeur  negatiye. 
Lorsqtle  les  exposans  m  et  n  sont  impairs  Tun  et 

rautre ,  la  (piantit^  a:  "  n'a  qu*tin  seul  signe  et  reste 
toujonrB  posidve,  quel  que  soit  le  signis  de  a?;  mais  il 
ett  ais6  de  voir  que  dans  ce  cas  Tune  des  deux  branchea 
de  la  courbe  proposee  a  ses  abscisses  et  ses  ordonneei 
b^gatives  en  m§me  temps :  il  suit  donc  de  la  que  les 
ikires  correspondantes  a  des  abscisses  et  a  des  ordonn^es 
segatites  doitent  etre  regard^es  comme  positiyes. 

Si  n  seule  est  impaire ,  alors  la  qiiantit^  x  "  devient 
n^gative  en  m^me  temps  que  x  ;*  mais  dans  ce  cas  lea 
deux  branches  de  la  courbe  proposee  sont  du  mema 
cdte  de  la  iigne  des  al^scisses,  et  lesordonnies  demeu- 
rent  toujours  positiyes. 

En  rapprobhant  ces  remarques ,  on  ^n  conclhra  que 
raire  d'une  cottrbe  est  positii^s  quand  1'abscisse  gt  Vor-' 
donn^e  sonS  de  m£me  signe,  et  n^gative  lorsque  le 
contruire  a  lieu, 

Tous  les  segmens  paraboliquea  ont  un  rapport  cona- 
tant  avec  le  rectangle  ADMP^  form^  sur  rabscisse  et 
sur  Tordonnie ;  car  Texpressioa 
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„      i  :!±.-       n         1  = 

n  12 
iquivaut  k  ^j-^^ay,  cnvertuderequatioii^=p*jc*. 

Lorsque  n=m ,  la  parabole  deyient  une  ligne  droite , 

puisqn^^on  ajf  =:p«x;  le  segment  ACMP  se  cliange  dans 
le  triangle  AMP  ^  dont  la  yaleur  est  par  la  fonnule 
ci-des8U8,  comme  par  la  Giom^trie  ^lementaire ,  egale 

£n  faisant  n  =  s  et  m=  i ,  on  tombe  sur  le  cas  de . 
la  parabole^ordin^re,  et  on  trouye  f  xy  pour  la  yaleur 
du  segment  ACMP, 

223.  Je  yais  cHercher  maintenant  layaleur  du  segment 
des  courbes  repr^senjt^es  par  Vequation  af^y*z=:.p. 
Cette  equation  se  tire  de     =  pj^  >  en  jr  changeant 

1  m 

-f-m  en  —  m;  on  ajr  =p"x   "  et  y 

/Xdx  sr-^x  »  +const. 
n— —  m 

Les  courbes  propos6es  sont  les  hyperboles  des 
diyers  ordres,  jrapport^es  a  leurs  asjmptotes ,  etsont 
compos^  de  plusieurs  braaches  telles  que  tJMV  ^ 
•  ^  fiS'  ^9  >  inscrites  dans  les  angles  que  forment  ces  droite.^. 
jEIn  comptant  les  segmens  de  rorigine  des  abscisses ,  ilt 
renferment  Tespace  indefini  qui  se  trouye  entre  la 
partie  de  la  courbe  et  son  asymptote  AY  \  la 
valeur  de  cet  espace  est  infiaie  ou  fioiei  selon  que  nt 


Digitized  by  Google 


DE  CALC17L  integral:  3u5 
C9t  plus  graade  on  moindre  que  n.  En  eiFet ,  pour 
ayoir  Tespace  BCMP  ^  pris  depuis  rabscisse  AB  =  a , 
jtisqU'a  Tabscisse  AP  ==:  & ,  il  faut  (aog)  faire  successi- 

vement  x=a  et  x=6  dans  Texpression  — —  x  *  ,ct 
/  .  71— m 

retrancher  le  premier  resultat  du  second;  on  aujra 


mainte- 


donc^CiferP  =  J£-.{  i^^—c"^  ).  Si 
n— jit\  / 

oant  on  suppose  a  =  o  ,  le  point  B  tombera  sur  le 

point  A  et  Tespace  BCMP  se  changera  en  YAPM; 

»—  m 

or  la  quantit^  a  *  sera  infinie  ou  nulle,  selon  qa'on 
aura        ou        :  dans  le  premier  cas , 

m — n  \o  / 

€t  dans  le  second 

n—m\  /  n—m 

Laissant  a  d'une  grandeur  d^terminee,  et  faisant& 
infini^  on  aura  alojs  Tespace  indefini  XBCU,  qui 
jera  infini  si  m  est  moindre  que  n  ^  et  qui  sera  ^gal 


k  ■      ■  a  "  ,  si  m  surpasse  n.  II  r^sulte  d^  li  qu^ 
/n— n 

qnand  m  et  n  sont  inegaux,  desileux  espaces  asympto-* 
tiques,  Tun  est  infini     Tautre  fini. 

La  rais«n  de  cette  difFerence  se  tfonye  dans  le  plus  ou 
moins  de  rapidite  ayec  laquelle  la  courbe  s'approcIie  d« 

X3 
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•on  asjmptote  et  puisquej^= -^-  et  op    — ,  il  est  facila 

m  n 

de  Toir  que  qi^and  on  a  >•  decroit  beancoup 
plufl  vite  que  x,  qne  parconsequent  la  courbe  s'ap- 
proche  beaucoup  plus  rapidement  de  Fasymptote  pa« 
rallele  aux  abscisses  ,  que  de  celle  qui  est  parallelei 
aux  ordonnees ,  et  vice  versd. 

En  mettant^  au  lieu  de  p^x"*,  dans  rexpreesion 


n  —  m  n — m 


clle  deviendr» — 2 — xy,  et  la  valeur  de  Taire  YAPMV 

n — m   .  * 

sera  +  consX.  II  semblerait  auc  le  terme 

n—m  ^  » — m 

doit  s*eyanouir  lorsquon  fait  x  =  o\  mais  ce  qui  pre- 

c^de  prouve  la  necessite  de.  ne  rien  prononcer  i.  cet 

egard,»avant  d*aYoir  substitue  pour    sa  yaleur  en  x. 

2»a4*  Quand  n=my  on  a  xy =/^,  ou  xy  i=:.p ,  en 

cbangeantp*  en  ce  qui  est  indilFerent ;  la  courbe 
dont  il  8'agit  dans  ce  cas  est  rhjperbole  ordinaire ,  et 
equilat^r^  sirangle  des  coocdonn^ea  est  droit.  L*expres- 
sion  generale  de  Tair^,  trouvee  au  n®  precedent,  se 
presente  alors  sous  une  forme  infinie ,  quel  que  soit  x^ 

ct  la  differentielle  de  cette  expression  etanjt-S^,  a. 

powr  integrale ,  p\x  +  const.  Les  espacas  asympto- 
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tiqneB  sont  infiais  Tun  et  rautre ,  car  ]x  derient  tel 
par  la  supposition  de  a?=3  0  et  par  celle  de  r  infinie. 

Soit  p  =  a»,  6t  UMV.Jig.  4^,  unedes  brancbesFic.^o. 
de  rhyperbole  equilatere  dont  Vs^  puissence  est  e§^e 
a  a  y  AC  son  axe  ;  en  abaissant  du  sommet  C  ht  pef^ 
pendiculaire  £C,  on  aura  AB  =  a\  et  comroe  raii» 

BCMP=t^lj4P—a^l.jiB=^an.^,  ai  on  pread 

AB  pour  runite,  il  ^iendra^  a  cause  de  l.  is=o; 
BCMPj=^\.AP,  On  aura  de  nieme  \ .  AP' =. BCM' F , 
l .  AP^*^  BCM"P',  etc.  d^o*  il  suit  que  si  les  absciss^if 
AP,,  AP'^  AP\  etc.  sont  en  progression  par  quotiensy 
lesaires  correspondantes  5 Ci»/P,  BCMPy  BCM"P^ , 
etc.  seront  en  progressioa  par  differencea. 

aa5.  L*hyperboIe  que  Je  viens  de  considerer  etant 

iquilatere  n*a  donn^  que  les  logarithmes  neperiens ; 

maisen  vari&nt  Tangle  des  asymptotes  et  prenant  tou- 

)ours  AB-rri  1  ,  on  peut  obtenir  une  infinit^  d*dutres 

syst^mes  de  logaritbmes.  Solt  IJMP^^y  fig,  4^  >  uneFiG  .i^w 

byperbole  quelconque  \  menant  les  ordonn^e»  PM » 

paralleles  a  Tasymptote  AY  y  on  prouvera,  par  des 

raisonnemens  analognes  a  ceux  du  n*'  76 ,  que  le  pa- 

rallelogramme  PMRP"  est  la  differentieUe  ds  BCMP. 

Or  si  on  mene  PQ  perpendkulaire  sur  PM,  ontrou- 

vera  PQ^iPP' .smP*PQz=:zPP* .sinXAr]  designant 

par  0»  Tangje  des  asymptotes^  on  aura  PQ  =dxsiaG> , 

et  parconsequent  PMRP^^yAxsinc».  Si  on  met  pourj^ 

1  dx 
sa  vakur  -^,  il  en  nesultera  -^sinwpourladiff^rentieli» 

CC  JC 

deVaire  BCMP\  et  palrconsequent  ^CMP  =s  \x=^^P^ 
en  prenantsin»  pour  modul»  C^7). 

Celiii  dee  logariliimes  oidinaires  itant  0^4^4294^ 
(29)  >       a  «itt  »  =E  0,434294^,  d'oA  il  snit  que  le» 

X4 
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asjniptbtes  de  rhyperbole  dont  les  aires  donnent  le* 
logarithmes  ordinaires^  font  entr'eUe8  un  angle  de 

wic,  4«. .  aflS.  En  faisant  j4C=a,  AP=x  et  PN=yJig.  4a  ^ 
1  equationdu  cercle^A^i?8erajr*=flax— x*;  etladiffe- 
rentielle  de  son  segment  ANP  aura  pour  ejcpressioa 

dx  v/flojp — XX,  qui  86  transforme  en  —  di/(a* — u^)  * 

lorsqu'on  f ait  xrra — u ,  puis  se  ramine  a  du(a*— u*) 

ou  ^  par  la  formule  (J9)  dii  n^i^i^ft^ont 

-ya^ — u* 
Tintegrale  est 

—  5  (a— o:)  y^aax^xx + ic» . arc  ^co8= ^^-^)  > 

lorsqu*on  remet  pour  u  sa  yaleur^  re&ultat  qui  ))*eva^ 
nouit  parla  supposition  de  x=o. 

II  est  facile  de  reconnaitre ,  dans  la  partie 

J  (a— x)  V^flor-J-xx , 

rexpression  de  lai  surface  dn  triangle  PCN^  et  de  Toir 
parconsequent  que 

(a  —  x\ 
cos = — J  ou  -  ^  C ,  arc  AN 

est  la  valeur  du  secteur  ACN. 

En  supposant  x=Qa,  dans  Texprcssion  APN,  cUe 
devicnt  |a'.  arc  (  cos  =  — ^"i  )  =  f  a?T ,  en  designant 
par  T  la  demi-circon£6rence  du  cercle  dont  le  TScyotk 
est  i;  et  elle  appartient  alors  au  demi-cercle  :  on  aura 
donc  le  cercle  entier  c*r  =  Ja.2aT,  ainsi  qn^on  le 
prouve  dans  les  El^mens  de  Geometrie.  ^ 

Le  d^veloppement  de  fdx  \/siaxx  —  xx,  trouve 
dans  le  n"*  179  ^  donne  des  valcuri  approcbeea  dc  Vaire 
APN. 
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^97.  L'ordonnee  de  rellipse  ^tant  ^  |/flaa;  —  xx,  le 

segment  elliptique  AMP sera.  egal  a  ^fix^ ^ax—xx 

et  comme  il  est  nul  eh  mlme  temps  quele  segment  cir- 
culaire  ANP ,  on  aura  ANP  :  AMP  : :  a :  i  car  il  cst 
facile  de  conclure  du  n*^  209 ,  que  quand  deux  difFeren^ 
tielles  sont  dans  un  rapport  constant,  ce  rapport  est 
aussi  celui  des  int^grales,  si  ces  integrales  sont  nulles 
6n  m.e|ie«temps. 

,  D  apres  ce  qui  precede ,  Faire  du  cercle  d^crit  sur  le 
grand  axe  d*une  elUpse ,  pris  pour  diam^tre ,  ^tant  a  Taire 
de  cette  courbe,  comme  le  grand  axe  est  au  petit,  celle-ci 
est  equivalente  au  cercle  decrit  sur  im  rayon  moyeii 
proportionnel  entre  les  moities  de  ces  axes.  £a 
elTet,  par  le  rapport  ci-deisus,  Taire  deFellipse  est 

^o*  X  ^  ou  flroi ,  et  cette  demi^re  quantit^  repiesente 

^tidemment  raire  du  cercle  dont  le  rayon  seraitv/a6. 

Sfl8.  L^hyperbole  rapport^e  a  son  axe  transyerse  a 
pour  ^quation 

y  =^  (flox  +  a:»), 
et  on  en  conclut 

AQR  =:  ^  /dx  V/flax  +  x». 

Cette  integrale  peut  s*obtenir.  par  les  logarithmes  (161) 
ou  se  developper  en  serie ;  mais  au  lieu  de  m*arreter  a 
calculer  ces  r^sultats ,  je  m*occuperai  des  secteurs  el- 
liptiques  et  des  secteurs  hyperboliques,  dont  les  exprea- 
sions  differentielles  se  pr^sentent  souvent. 

399.  Soit  ABab^fig.  4^,  une  ellipse  dont  le  demi-Fio.^a. 
grand  axe  ACzrza ,  le  demi-petitaxe  BCzzzb ;  faisant 
CP^x,  il  Yient 
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b 


PM=y  =  -\/ 


a 

II  est  evident  que  le  secteur 

ACM^CMPJ^AMP, 

et  qae 

A.ACM^A.  CMP  +  d.AMP, 
CMP^^CPXPM—^^ 

a 

La  demi^iic  de  ccs  differentiell c8  est  affectee  du  signe  — 
parceque  Taire  AMP  decroit  lorsque  x  augmente ;  et 
elles  donnent 

s  a  v/a»— jc* 
Si  on  fait  ^=1 ,  le  secteur  elliptique  ACM  sc  chan- 

gera  dans  le  secteur  ACN,  appartenant  au  cercle  AEae 
decrit  sur  le  grand  axe  Aa  comme  diametre ;  on  aura 
donc 

d.ACN=:  ==  =  -aX' 


'  -  —7==  =  -  a^  —  '  —f 

mais  etant  la  differentielle  de  Farc  A^\ 

il  en  risulte,  ainsi  que  de  la  Geometrie  elementaire , 

ACN=^aX  AN=^'ACX.AN, 
et  puisqae  les  secteurs  ^C/V  et  ACMont  leur  origine 
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commune  au  poiiit  on  eii  conclura  (afl8)qaele 
secteur  elliptique 

ACM—  -  ACfi=X  BCx  AN. 
a  a 

a3o.  Dan»  rhyperbole  XAx  d^crite  sur  le« 
m^mes  axes  que  rellipse  ABah ,  et  dont  Tequa- 
tion  est 

le  sectenr  ACR=.CQR—JQR,  <Je  qui  donne 
d.ACR^^.cqR—^qR; 

•t  comme 

CQR=lCQx  Q/{  =  1  ^v/^. 


on  aura 


d'ou  on  Toit  que  la  dUFerentielle  du  secteur  hyper* 
bolique  est^  aux  signes  pres^  la  m^me  que  celle  du 
secteur  elliptique. 

^i.  Le  secteur  hjrperboliqu¥  ACMifig.  4*,  estFic.^i^ 
egal  a  Tespace  asymptotique  BCMP\  car 

ACM=BCMP-^ABC—AMP, 

et 

^j^^_AB>:^BC)K%mB _  APxPMXs^mB _ ^^^^^ 
a  fl 

aSfl.  Ce  qui  precede  sufiit  pour  faire  volr  com- 
luent  le  calcul  integral  s  applique  a  la  quadrature  de« 
courbes ;  cependant  ye  ne  puis  quitter  ce  sujet 
sans  donner  quelques-ua^  dcs  re6ultats  int^ressans 
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anxquela  les  G^ometres  sont  parvenus^  par  rapport  atoi 

conrbes  transcendantes. 

Dans  la  Logarithmi(iae,  dont  Tequation  estyr=\x, 
•  ona.fydx'=:^fdxlx==:x\x—x  +  const.  (i8fl).  Lapartie 
yariable  de  cette  expreasion  devientnuIlelorsquex=«; 

car  ^  faisant  a?  =     eUe  prendla  forme  ~  ^  ~  ^  » 

•ous  laquelle  elle  est  nulle  quand  m  est  infinie  (58) : 
il  est  donc  inutile ,  d'apr^8  cela de  lui  ajouter  un» 
constante ,  lorsqu'on  veut  avoir  les  segioens  i  partir  du 
jpic.45.point  Aff^.  43.  ^ 

En  y  faisant  xt=>df£=i^  elle  donne  Texpression  d* 
Fespace  asymptotique  cAEx,  qui  est  fini  et  6gal  a  — 1  ^ 

Si  on  prend  les  ordonn^es  k  la  place  des  abscisses^ 
-aura  f  xdy=if  dx=x,  pour  Tespace  cOMX, 
appu j6  sur  Faxe  des  ordonnies  u^C,  et  dont  Texpres* 
sion  est  alg^brique;  je  n*y  ai  point  ajouti  de  cons* 
tante  ^  parcequ*elle  s*evanouit  en  m€me  temps  que  x. 
L*espace  cAEx,  qni  r^pond  a  x=AE=i ,  a,  par  cette 
f  ormule ,  la  m^me  valeur  que  par  la  pr^cedente ,  ab»- 
traction  faite  du  signe. 

J'ai  suppos^  le  module  ^gal  a  runite;  8*11  iXait 
disigne  par  M,  on  aurait 

fdxhcxzaix — fMdxzszoAx — Mx  et  fx^tsMsh 
d33.  L'equation  de  la  cycloide  itant 


S  vient 
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Hserait  facQe  d*int6grercette  expression^par  les  arcsde 
cercle ;  mais  on  peut  arriver  a  un  r^sultat  plus  simpld 
en  faisant  2a  —y  =:  s  >  c^  qui  donne 

£n  efFet,  z  repr^ntantrordonnee  QM^fy;.  44  y  pnscFto.4{. 
8ur  la  ligne  CK^  la  diiFerentielle  de  Taire  ^CQilf  aura 
pour  ezpression 

ga3c=—  1,-=—  dzyaaz — z*; 

yfUiz-^z* 

clonc 

»•  4-  const. 

En  oi  £=2ui^  Vintegrale  / dz{/a!az^^^  e^t 
^gale  1  la  surface  du  demi-cercle  gen^rateur  gmq ,  et 
elle  •*eyanouit  au  point  Ky  oii  2=0;  parcons^qnent 
Tespace  ACK  est  ^gal  au  demi-cercle  gmqg,  Pour 
un  point  quelconque  Q,  fdz^^az — donnera  Taire 
du segment gmn correspondant kgn^  QM ,  et.on aura 

ACQM=gmqg—gmn,  KMQzsjiCK^ACQM^gmn. 

Le  rectangle  AK  ayant  sakauteur /J^=:^<7  et  sa  base 
AI=gmqy  sera  quadruple  du  demi-c^rcle  gmqg  ;  et 
retranchant  de  ce  rectangle^Tespace  ^C/Il tzngm^g-, 
il  restera  AMKI=Z.gmqg.  H  suit  de  la  que  Tespace 
AKLA ,  compris  entre  une  branche  de  la  cycloide 
etson  axe^  est  triple  du  cercle  g^^rateur. 

a34-  n  ™e  reste  i  pader  des  spirales;  je  vais  m*oc- 
cuper  d*a)>ord  de  celles  querepresente  Tequation  u=ai^  * 
(io4)>  dans  laquelle  t  est  ^gal  k  Tarc  ON ,ftg.  45,rio.45, 
•t  u^4M.  Les  cyordwe^es  ^tant  polaires,  la  diJf^ 
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rentielle  de  Taire  sera  ^^—  ( 1 1 0  i  mettant  poiir  u  sa 

valeur ,  et  integrant ,  il  viendra  ^^^^  +  const.  mais 

on  doit  negliger  la  oonstante  lorsque  Ton  compte  les 
aires  a  partir  de  la  ligne  AO ,  sur  laquelle  t  =  o ,  et 

pafconsequent  la  surface  ^Citf  =  ^^^^-.  Apr^s  une 

rivolution  du  rayon  vecteur ,  on  aura  Tespace 

jiCMB  =  ^  '^^^^  ,  T  etant  la  derai-circonference' 

du  cercle  ON ;  puis  le  rayon  decrivant  reviendra  dans  la 
direction  AM ,  et  determinera  Tespace 

jiCMBC3fz=:  ^  ^^'^  "t  ^/^^'"t! ,  et  ainsi  de  suite. 

Dans  la  spirale  SArchim^de  (lo^),  <»= —  >  >t  =  i 
ct  -^C3f  r=  ^;;^»  resultat  qui,  lorsqu*on  y  fait  taa^, 
donne^C3f^=5. 

Dans  la  spirale  hyperbolique,  ovl  n=z—\ ,  pn  trouve 

Cilf  =  — +  co»ff. 

L'aire  de  cette  courbe ,  qui  fait  ^Mitour  du  poiot  A  une 
inEnit^  de  revolations  ^  est  infinie  lorsque  t  o :  on  se 
conduira  donc  ici  comme  pour  les  hyperboles ,  et  l'aire 
comprise  entre  les  deux  rayons  vecteurs  correspondaof 
4  i=,b  et  a  t  =  c,  sera 


Dans  la  spirale  logarithmique  enfln  ( ii4)«  £=Ia, 
di  sss     ;  et  la  differeRtiellt*  ^^-^  devenant  , 
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donne  ACMz=.     L*aire  est  nullc  quand  u=  o,  mais 
4 

alors  t  est  inEni;  car  la  courbe  propos^efait,  camme 
Ja  pr^cedente  «  une  in£nit6  de  revolutions  autour  du 
p6le  A. 

235.  La  dilFSrentielle  de  Tarc  d'une  courbe  Ap- 
port^e  a  des  coordonn6es  perpendiculaires  entr^elles, 
cst  exprim6e  par  v/dx*+dy*  (^5)  ;  en  y  substituant, 
au  lieu  de  d^,  sa  yaleur  tiree  de  Tequation  diiFeren- 
tielle  de  la  courbe  proposee  ^  elle  prendra  la  forme  Xdr  ^ 
et  son  integrale  donnera  la  longueur  de  Tarc  de  cette 
courbe.  Demander  la  lopgueur  de  Tarc  d'une  courbe  ^ 
c*est  demander  sa  rectiftcation ,  parceque  la  solutioii 
de  ce  probl^me^  lorsqu'elIe  s'obtient  exactement^  met 
M  6tat  d'as6igner  une  ligne  droite  qui  soit  ^gale  a  Taro 
dont  il  sagit/ 

.  a36.  Je  prends  pour  premier  exemple  les  paraboles 
des  divers  degr^s,  repr^sent^espar  T^quation j^=pa:", 
n  ^tant  un  nombre  quelconque  entier  oufractionnaire: 
il  vient 

dy  =  /ipx»-'dx,  i/da;*  +  dy»=dxv/i+ny-c»«T»; 
Tarc  parabolique  sera  donc  exprime  par . 

/(i  4.n»p»j*--«)«dj:. 

Cette  intigrale  s'obtiendra  sous  une  forme  finie  et  alg6- 
brique ,  lorsque  Texposant  a/i — a  sera  igal  k  rnnit^  oa 
t'y  trouvera  contenu  un  nombre  exact  de  fois  (i6g). 

Soit  d'alKNcd  an  —  a  =  i ,  il  en  r^ultera  n=| ,  et 
/( i  +  ny^^-^ydx = (i  +  9  p-x  y+  consU 
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£ 

la  courbe  propos^e  sera  donnie  par  requationj^=px% 
ony*=zp^x^^  et  sera  parconsequent  la  meme  que  la  pa- 
rabole  du  troisieme  ordre  ,  qui  est  la  developpee  de  la 
parabole  ordinaire  (99).  Si  on  compte  les  arcs  a  partir 
du^oint  oit  x=o,  on  aura 

En  Faisant  successivement  nn — 22  =  1,  =  ^;  etc.  il 
yiendra  n=j ,  ^  etc.  ce  qoi  montre  que  les  paraboles 
representees  par  les  equations  j^^p^j::* ,  y^=p^x^  etc. 
Bont  rectifiables;  a  Tegard  des  autres  on  ne  peut  obte- 
nir  leurs  arcs  que  par  approximation. 

Pour  la  parabole  ordinaire,  dans  laquelle  n=sk,  on 
*  i. 

a/ax(i-f-4/^jt:*)" :  par  la  formule  QB)  du  n?  171, 
on  trouve 


dx 


et  comme 
dx 


A 


l-(Iapx+/i+4p*;c»)+conj«.(i6f2), 


il  en  resultera 

/ar(i+^«»)^=Jx(i+4p*a:*)^+^I(apx+  \/T+4^)+eonst. 

TeUe  est  la  yaleur  d'un  ai^c  quelconque  de  la  para- 
bole  ordinaire ;  on  peut  j  supprimer  la  constante ,  en 
faisant  commencer  l*integrale  lorsque  x=o. 

L*arc  des  hyperboles  donnees  par  Tequationj^  mpji^", 

a  pour  expresaion  /r"""""*dr  (a:»»-*^-}-/»*]»*)*  ,  et  ne 
peut  8'obteiur  que  par  approzimation. 

03;. 
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aSj.  LadiSerentielle  de  rarc  de  cercle  est   . 

lorsqu'on  part  de  Tequation  ^*=a*  — a:*  (/S),  et 

— ,  quand  on  emploie  Tequation 

j^*=aax— jc* ;  sous  Tune  ct  Tautre  de  ces  formea, 
8on.  intdgrale  ne  peut  s'obtenir  que  paf  approximation  ^ 
et  j'en  ai  di]k  donn6  plnsieurs  d^yeloppemens  ( 179  )• 

d38.  Je  passe  k  rellipse ,  et  je  prends  pour  6quatioa 
de  cette  courbe     =  ^  (o* — a:*) ;  la  diffirentielle  de 

•on  arc  sera  ^  ^J:  — - —  :  faisant  pour  plus 

de  simplicite  le  grand  axe  a  =  1  ^  et  le  qnarr^de  rexcen- 
tricit^  a»  —  fc»=i  —  i*  =  e»,  Tarc  deyiendra 

djg  y/i— D6)a,  dans  le  n**  180,  fai  rapport^' 
yi — X» 

une  s^rie  qni  donne  la  valeur  approchie  de  cette  in" 
tegrale ,  lorsqne  e  est  tr^s^petit,  et  qui  conyiendra  aux; 
ellipses  peu  aplaties.^ 


En  supposant  x  =  1  dans  cette  s^rie ,  et  met-* 
tant  ^  ^     place  de  Farc  A  qui  est  alors  de     ^  il 


vient 


iV  1.1.1.3,    1.1.1.33.5.     ^  \ 

a  \     fl       s.fl.4-4      fl.2.4-4-^*^  ^ 

devcloppement  tris-conyergent  lorsque  e  ett  une  petite 
firaction. 

Cal.c,.int4gr.  Y 
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a?^.  La  differentielle  de  Tarc  elliptique  »exprinie 
d*une  mani^e  tr^s^simple ,  au  moyen  de  Tarc  qui  lui 
ria.  49.  correspond  dans  le  cercle  decrit  sof  \e  grand  axe  Qomme 
diamkre.  Soit  EN=^yfig.  4^,  on  aura 

CP  =  x  =  sin^,  =  d^ 

f  t  parcQiw^quent 

d,BM=dp  v/i  — e^sin^. 

*49»  L^fH^^iaijqB      rhypetbole  itant 
y=-(x*-a>), 


on  a   y       =  pour  la  difterentiwp  de  son 

«rc;  faisant  a=  1 ,  a*  +  4'=  1  +i*  =  c*,  cet  arc  §e 

■   ^--^—er^  ct  peut ,  dans  le 

cas  o jt  e  est  tres-pr^c^  ^  Viiniti ,  se  divelopper  en  s^rie 
par  un  ptocidjk  a^alog^e  i  celui  dn  n^  180. 

5241  •  n  me  reste  a  parler  des  courbes  transcen- 
d^nt^s.  L*^g«^tioft  4«  1%  /jiyplpidft  ^tant 


on  en  tir» 


(loa). 


dilTttrentielle  dont  Tintegrale  est 

=  —  a\/2a  (aa  ^  jr )  +  coni#. 
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Mais  il  est  evident  que  {/aa^Qa — y)  est J'expression 
de  la  corde  nigyjig.  44  >  cercle  generateur  *,  etFio.44- 
comme  la  partie  variabte  de  Tint^rale  s'^vanouit  au 
point  K  ouy  =  2a,  il  s^en^uit  qu*eUe  exprime  Tarc  MK\ 
on  a  donc  MK  —  ^rng^  AK  trz  aqg  ,  et  parcons^- 
quent  AM—  AFC —  MK  =z  f^^gq  —  mg  )  :  ces  resul- 
t^ts  s  accordent  rfvec  celui  du  n**  io3. 

a^a*  Pour  donner  un  exemple  de  Tasage  de  la  for-  ' 
mule  v/u'<i/*-|-di**,  qui  exprime  la  differentielle^de 
Tarc  d*unecourbe  rap^)ortee  aux  coordonn^es  polaires , 
(iio),  je  prendrai  les  spirales  dont  T^quation  est 
u  =x       et  j*aurai  a  integrer  la  differentielle 

}/a\^  +7i»a'/*»-»  =  ai»-'  di  ( t*  +    )  \ 

« 

Lorsqutt  71=  1 ,  on  a  seulement  adx  ( + 1  )*,  diffe- 
rentielle  de  la  meme  forme  que  celle  de  Tarc  de  ]a 
parabole  ordinaire  (a36)',  d'ou  il  suit  que  c^est  d  la 
rectification  de  cette  courbe  que  se  rapporte  ceUe  de 
la  spirale  d'Archimede. 

Dana  la  spirale  logarithmique  on  a  f=Iu,  ce  qui 
donne 

|/u*dt*  -f"  du*  =  da  v/a  \  Tarc  de  cette  courbe^a  donc 
pour  expression  uj/a  +  con^i,  ou  seulement  u  |/fl,  en 
partant  de  TorigiDe  des  rayons  vecteurs ;  et  on  voit 
que  quoiqu  il  se  trouve  entre  cette  origine  et  point 
quelconque  de  la  courbe,  une  infioite  de  r^olnfiont 
elles  ne  composent  cependant  qu'une  longufttr  finte, 
egale  a  la  diagonale  du  quarre  fait  sur  le  rayoq  vecteur. 


Y  2 
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De  la  cuhature  des  corps  termines  par  des 
surjaces  courbes ,  et  de  la  quadrature 
de  leurs  aires ;  de  la  rectification  des 
Courbes  a  douhle  courhure. 

5243.  Les  surfaces  courbes  que  les  Goometres  ont 
considerees  lcs  premieres ,  sont  celles  de  revolution , 
parceque  les  difTerentielles  de  leurs  aires  et  des  vo- 
lumes  quelles  comprennent  ont  une  expression  plus 
sin^ple  que  leurs  analogues  dans  les  surfaces  courbei 
en  general. 

» 

Soit  u  le  volume  {Lm  corps  engendre  par  le  segment 
•  4^-  AMP  yfig,  4S,  d'une  courbe  quelconque  AZ ,  tournant 
autour  de  Taxe  AB  pris  dans  son  plan ,  il  est  evident 
que  ce  volume  termine  par  le  plan  circulaire  decrit  par 
rordonnee  MP,  est  une  fonction  de  Tabscisse  AP=x, 
Si  on  prend  une  autre  abscisse  AP' ,  que  Ton  mehe 
une  seconde  ordonnee  M^P'  etles  droitesMA  et  SM\ 
paralleles  a  PP^ ,  on  verra  que  le  volume  u  s'accroit 
de  celui  que  decrit  le  trapeze  curviligne  PMMP^ ,  en 
tournant  autour  de  PP ,  et  que  ce  demier  corps  , 
compris  entre  les  cylindres  engendres  par  les  rectan- 
gles  MP  et  M'P,  diff^re  d'autant  moins  de  l*un  et  de 
Tautre  que  les  points  M  et  M'  sont  plus  rapproches  , 
ensorte  que  la  limite  des  rapports  de  ces  trois  corps  est 
runite;  on  peut  donc,  lorsqu*iI  s*agit  de  limites,  prendre 
le  cylindre  decrit  par  MP^ ,  pour  le  corps  engendre 
par  PMMP ,  Ce  cylindre  ayant  pour  base  le  cercle 
decritparIcTayonPil/=y,  son  volume  sera  fry^ycPPf 
en  nommant  le  rapport  de  la  circonference  au  dia- 
metre ;  et  on  trouvera ,  par  le  raisonnement  du  n*  7^, 

que  j-=:      ,  d'ouu  =irfy^^^  Lors  donc  qa'oD aura 
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requadon  de  la  courbe  AMZ ,  on  substituera  pour  y 
sa  valeur  en     et  rintegration  fera  connaitre  le  volume 
d  un  segment  quelconque  du  corps  engendr^  par  cette , 
courbe. 

i&44-  Pour  trouver  la  diiF(6rentieIle  de  Taire  du  m^rae 
corps  ,  il  faut  observer  que  son  accroissement  ,  oii 
radre  decrite  par  l*arc  MOM'  qui  s*approche  sans  cesse 
de  sa  corde  MM\  tend  a  se  confondre  avec  Taire  du 
tronc  de  c6ne  droit  decrit  par  cette  corde  ;  et  en  pas- 
sant  aux  limites^  on  peut  prendre  run  pour  Tautre. 
Mais  Faire  du  tronc  du  c6ne  droit  d^crit  par  MM\ 
aura  pour  expression 

4  ]^M'  (^qtMP  +  sk^M^P" ) 
^vMM^^^MP+M^P^^y 

et  en  la  comparant  a  raccroissement  de  rabecisse  PP', 
on  obtiendra 

«r  en  passant  aux  liAites ,  M^P'  se  confond  avec  MP 

y  >     ^^pr  =  |/^*  ^^5)  •  donc  le  coef- 

ficient  differentiel  de  Taire  decrite  par  Tarc  AM  est 
egal  a 

ct  parcoBseqnent  a?ry  ^/da:*  +  dy*  est  la  diff^ren- 
tielle  de  cette  aire. 

On  parvient  sur-le-champ  k  cette  expression,  ainsi 
qu*a  celle  du  n^  prdcedent^  en  regardant  ll  courbe  AMZ 

Y  5 
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comme  un  polygone  ;  car  alors  Tel^ment  dn  Tolmne 
est  le  cylindre  decrit  par  ie  rectangle  MP' ,  cehii  de 
Taire  est  le  tronc  de  cdoe  decht  par  le  cdti  MM'. 

2145.  J^insisterai  peu  sur  les  applications ,  qui  n'ont 
par  elles-memes  aucmie  difficuhe.  St  on  prend  F^qua- 

tion  a  relHpse  j^*  =  —  (  %ax  —    )  ,  on  trouvera  que 

le  vo]ume  du  corps  q[u*elle  engendre  en  toumant  au- 
tour  de  son  grand  axe,  ou  ieUipsdide  alongi  ^  est 

egal  a  -^— — ,  puisqu  uu  segment  de  ce  corps  a  pour 

expression 

Quand  arzzby  le  corps  propose  devient  une  sphere ,  et 
Texpression  de  son  volume  est  /  ainsi  qu'on  le 
trouve  par  la  Geometrie  elementaire. 

Si  Tell^se  etait  rapportee  a  son  centr&,  ou  ^'on 

eraployat  Uequation  j^  =  —  (a*— on  aurait  le 

meme  r^sultat ,  en  observant  que  pour  embrasser  le 
corps  entier ,  il  faudrait  preadre  Tintegrale  depuis  x—a 
jusqu'a  x= — a,  Le  volume  du  segment  serait  alors 

—  (a* — ar*)dac=  ^  (3a*x — 1?)  +  co/w^ 

et  on  aurait 
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pour  Vexpression  de  aon  aire.  Gette  integrale  se  t^p- 
porte  facilemeiit  k  Taire  du  segment  circuliir^  don^ 

Tabcisse  est  x  et  le  rayon  ;  lorsqu'on  sup- 

y  c^  —  V 

pose  a=fr^  elle  se  feduit  a 

fxmAx  ==  aifax  +  coiut. 

etdonne  ,  en  la  prenant  depuis  a:  =  fl,  jusqu'a  jc=>— «, 
^Tct*  pour  f  aire  totale  de  la  sphere. 

ajSfi,  Je  considere  niaintenant  les  surfaces  cburbes 
en  g6neral ,  6n  hes  rapportant  k  froh  plans  perpendi- 
culaires  entr'eux,  au  mojren  des  troi^  coordonnees 

Le  segment  APQMM^Q ,  ayant  sa  base  AMPQ  sur 
le  plan  des         ett  t ei^mine  parlesdeuxplans PA/'3fG, 
QM'MHy  respectivement  paralTMes  ik  cenx  des    >  2; ,  et 
«Les  X ,  2,  ^t  piiar  la  torface  coi!n-be  propos6e ,  est  neces- 
•airement  une  fonction  des  deux  variables  ind^pendantet 
X  ety ;  il  peut  s^etend^r^  successivemetit  dans  le  sens  de 
chacnne ,  ou  varier  par  rapport  a  toutes  deux  simnltane- 
ment.  En  effet,  si  on  supposeque^  demeurant  coiistant  , 
X  se  change  en  jlp  -f-PpyCe  segment  s'accroitra  de  la 
tranchePG]l!^Iki'm^rhpg,  etdelatranche  QHMM'n!nqh, 
•i4*on  foitf  varidr  y  ieul  de  Qq  '.  enfin,  si  x  ety  de- 
viennent  simultanement  AP  -f»-  Pp ,  AQ      ^  ,  le 
meme  segment  aura  alors  pour  limites  les  plans 
pJ^'Ngy^qN'Nh,  et  differera  de  son  etat  primitif  par 
l«s  deux  tfsWtlies  dtljaf  ^iioncees  ,  et  par  le  pnsnre 
M'niN'n'nMmN ,  qui  nest  autre  que  F^ccroissement 
de  la  premiere  tranche,  lorsqu'6n  y  fait  varier^  seulj 
et  celui  d^  la  seconde  quand  ,  dans  cette  derni^re, 
•n  fait  varier  x  teul. 

Y4 
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Pour  abreger  je  d^signerai  respectivement  par  Pm , 
Qn  M'N  ^  les  deux  tranches  et  le  prisme  dont  je 
viens  de  parler  *,  puis  je  representerai  par  u  la  fonc* 
tion  de  a;  et  de  y  qui  exprime  le  volume  du  segment 

APGMM^Q.  Cela  pos6  ,  le  coefBcient  diffirentiel 

relatif  a  la  yariable  x ,  dozmant  la  limite  du  rapport 

de  Taccroissement  de  la  fonction  a  celui  de  cette  va* 

riable ,  sera  egal  a  la  limite  du  rapport  de  la  tranche  Pm 

a  Taccroissement  Pp  de  Tabscisse.  Si  on  fait  ensuite 

varier^  seul  ou    Q ,  ce  qui  cbangera  Pm  en  Pm^3fN, 

Pm  M^N 
le  rapport       ,  s'accroitra  de  la  quantite        ;  et  le 

rapport  de  cette  demi^re  avec  raccroissement  Qq  dey^ 

d  — 
dwC?     "  d*tt 

aura  ^videmment  pour  limite  —5 —  ou  3—5-  :  on  con- 

djf  da;dy 

naitra  donc  ce  coefficient  diffeirentiel ,  si  on  parvieat  a 
determiner,  en  fonction  des  variables  x  ety,  la  limite  de 
M'N 

.Orle  prisme  ilf^A^^tendsans  cesse  vers  le  pa- 

Pp><Qq 

rallelepipede  form6  sur  la  base  Mm'N'vL  et  Fordonnee 
MM\  et  peut  en  approcher  aussi  pr^s  qu'oil  voudra ;  mais 
cn  prenant  Fun  pour  Tautre  ,  puisqu^il  s'agit  de  limites , 
on  substitue  M*m'^M'vLycM'M ,  au  prisme  M'N  \^  et 

M'N 

comme  M'm'  =Pp\  M'n'  =  Q(f,  le  rapport  , 

d*a 

«e  reduit  a  M'M=z.  II  r^sulte  de  li  que  ^^^g^  =  «; 

^t  que  pour  obtenir  le  segment  APGMM'Q,  il  faut, 
par  rintegratiori ,  remonter  du  coefficient  differentiel 

a  k  fonctiou  u. 
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247.  Quoique  le  coefficient  dilFerentiel        ^oit  re- 

latif  a  deux  variableSy  oxi  peut  neanmoins  paryeidr 
a  la  fonction  dont  il  derive ,  par  les  methodes  donnees 
pour  Tint^gration  des  fonctions  d*une  seule ,  parce^a 
chacune  .de  ces  variables  ek  regardee  comma  cons- 

d^zn  djj 

tante  a  son  tour.  En  effet,  a  cause  de  •t—j-  =  t- 
'  dxay  dy 

en  aura  -^—  dy  xzdy  et  prenant  Tintegrale  de 
cbague  membre ,  en  ne  considerant  comme  yariable 
c[ue  y  seul ,  il  yiendra     =  fzdy ,  d'o^  on  tirera 

^dxz=zdxfzdy: 

integrant  de  nouveau^  mais  par  rapport  a  x  seulement^ 
on  trouvera  u=/dx/id^. 

En  ne  considerant  cette  recherche  que  du  cdt^  pn^ 
rement  analjtique,  il  est  eyident  que  la  cdhstante  qu*il 
faudra  ajouter  pour  completer  la  premiere  integrale , 
peut  renfermer  x  d'une  maniere  quelconque :  que  celle 
qu*on  mettra  a  la  suite  de  la  seconde  integrale,  doit 
§tre  consideree  comme  une  fonction  quelconque  de^; 
et  cela,  parceqne  toute  fonction  de  x  seul  doit  dis- 
paraitre  conune  une  constante  lorsqu^on  ne  differetcie 
que  par  rapport  i  y ,  et  qu'il  en  est  de  m^me  d^ 
toute  fonction  de  y  ,  Iorsqu*on  ne  differencie  que  par 
rapport  i  x, 

L'ordre  des  integrations  est  indiff&neat  ( laa).  En 
«'occupant  d'abord  de  la  yariable  x ,  on  aurait  cu 


Digitized  by  Google 


S4S  tRAIT^  ^LEMkNTAIRE 

d  — 

—j-^ ;  et  dc  la  on  aurait  tire  successiyemenl 


dxdy  dx 

^=/adx,  u=fdyfxdx, 

Ce  risultat  et  le  pr^cedent  8*icriTent  comme  il  suit : 

umffzdydx,    et   u=/fxdocdy , 

en  faisant  passer  les  deux  diiFerentielles  sous  le  der- 
nier  signe  /,  ce  qui  estpermis,  lorsqu^on  observequf 
chaque  signe  n^est  rektif  cpxk  Ytme  des  yariables  en 
particulier. 

Pour  eclaircir  et  conErmer  ce  qui  precede,  aoit 
*        11  yiendra  ^ 


dx 


La  premiere  succession  d*int^grales  donne 

i^esultat  dans  lequel  X'  represente  une  fonction  arbi- 
traire  de  x^  ajoutee  pour  completer  riiitegrale;  en 
integrant  de  nouyeau  par  rapport  a  et  faisant 
fX'dx  =  X  ^  on  trouye 

•  =/^^(tang=i)+X 
Lmtegraley*^arc  ^tang=^^  s*obtient  efh  seri^, 
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en  .inettant     lieu  de  arc^tangrr*^^  $on  develop- 

pement-^— ^-f — etc.  (176);  €t  comme  fl 

faat,  apr^s  cette  integration ,  ajonter  une  fonctioii 
arbitraire  de  ,  en  la  designant  par  on  aura 
enfin 

//^-^+^-^.-^-^+^— 

En  operant  dans  un  ordre  inverse ,  d'aprJd  la  se- 
conde  succession  d'int6grales ,  on  trouvera 

/s^^i-C^t^D  +  n 
/■*/5^-/%'Q-0"«=f)+ >"] 

mais  si  Ton  observe  que 

arc  (vms  =|)  =  5 -arc  («ang^-^)  ; 

on  aura,  apriis  ht  dami^  intigration  «t  Faddkioit 
dune  fonction  arbitcaire de x, 

et  oomme  on  peut  comprendre  le  tenne- ly  dans  la 

fonction  arbitraire  F,  ce  r&ultat,  qui  se  cdiaDgera  par 
li  en 
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Aera  le  meme  qne  le  pr^cedent^  ainsi  qvL€m  peut  s'en 
CQnvaincre  en  mettant  pour  arc  ^tang 
veloppement. 

248.  Lorsque  Ton  regarde  ffzdxdy  comme  expri- 
snant  le  volume  d'na  corps ,  il  faut  ayoir  ^gard  aux 
limites  entre  lesquelles  doit  ^tre  prise  chaque  integrale, 
et  qui  tiennent  a  la  nature  des  surfaces  par  lesquelled 
le  corps  propose  est  termine  lateralement. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  ou  le  corps  est  ferme 
par  quatre  plans  ,  parall^les  deux  a  deux  aux  plans 
^  coordonn^s  CAD ,  BAD.  En  supposant  que  les  pre- 
miers repondent aux  abscisses  x  =  a,  x-=za\  tX.  les  se- 
conds  aox  abscisses  ~b^y^V  y  on  prendra  rinte- 
grale  yidx ,  depuis  x = a ,  jusqu^a  x = a' ,  en  y  regardant 
d'ailleurs  y  commd  constant  •,  et  npmmant  P  le  ri- 
sultat  obtenu,  il  restera  a^prendre  Vintegrale  fPdy, 
depuis  y=:b^  jusqu^a  y  =  b\ 

Lorsque  le  corps  propose  est  termine  lateralement 
par  des  surfaces  courbes^  les  valeurs  extr^mes  de  Tune 
des  vdriables  sont  liees  avec  celles  de  Tautre  ,  ainsi 
qu*on  va  le  voir  dans  Texemple  suivant,  ou  il  sagit 
de  trouvfer  le  vdlume  d*une  sph^e  dont  le  centre  est 
en  A,  et  dont  le  rayon  est  egala.r«  . 

On  a  -J-    =   ,  et  parconsequent     ■  - 

ffsdxAysnffdxiy  t/r*— x*— y*  ; 

ontroaved*abord,  ensupposant^constant^iGi,  etip) 

+5(r--y)arc(sin=-^). 
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.  Ici  la  valeur  cxtr^me  de  x  cst  represeatee  par  QF , 
ordonnie  du  cerde  BFEC ,  suiyant  lequel  la  sph^r» 
rencontre  le  plan  BAC\  et  si  le  volume  clierch^  doit 
6tre  termine  du  cdte  oppose »  par  le  plan  CAD ,  il  est 
^yident  que  l'integrale  ci-dessus  devra  ^tre  prise  de- 
puis  j: = o ,  ]usqu'a  x  =  QF.  Mais  QF est  li^e  avec  AQ^ 
car  en  faisant » = o ,  on  trouve  cc^  +^ = r*  pour  T^qua- 

tion  du  cercle  BFECy  d'oii  il  suit  que  QF=\^t^—AQ^; 
ct  parconsequent ,  pour  une  valeur  quelconque  de  y, 
les  valeurs  extremes  de  x  sont  ac = o  et  x  =  v/ J'** 

Le  resultat  obtenu  plus  haut  se  r^duit  a  ^  (r*— 

4 

puisquearc(sin  =  i)=~,  et  Imt^grale  /dyfzdx 
deyient 

Cette  demiere  doit  ^tre  prise  depuis  la  plus  grande  va- 
leur  dey ,  qai  dans  le  cas  actuel  est  AC=zr,  jusqu'ala 
plus  petite,  que  je  supposerai  i}uUe,  en  fermant  de  ce 
cote  le  corps  par  le  plan  BAD  :  le  volume  du  seg- 
ment  ABCD ,  qui  est  la  huiti^me  partie  de  la  sph^re, 

sera  donc      ;  et  parcons^quent  le  yolume  de  la  sph^re 

cntiere  sera-2-=— . 

o 

H  est  a  propos  de  remarquer  qu'on  pent  obtenir 
imm^diatement  le  volume  de  tout  Vhemisphere  sup^ 
rieur  au  plan  BAC ,  en  prenant  la  premi^re  integrale 
depuisa:=  +  V^r* — y*,  }usqu'A  x=  —  y^r* — y^;  car 
dans  ce  cas  les  valeurs  extr^mes  de  o?  se  terminent 
de  part  et  d'aatre  i  la  circoAference  da  cercle  BFEC^ 
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.  dont  AC  estle  diam^tre,  et  on  a  la  valettr  compUte 
de  fziv  :;=:  J  (^^J^— y*)-  Prenant  ensuite 

depui«^=r,  ju8qu'a^  =  — r,  c'e8t-4-dire  ,  depuis 
Textr^mite  C  du  cUametre  du  cercle  BFEC ,  jnsqu'4 
Fautre  extremite  qui  tombe  derri^re  le  plan  BAD  , 

on  trouTO  — ^  >  et  en  doublant  on  a ,  comme  ci-dessus, 

pour  la  sph^re  enti^re. 

a49-  consid^rant  les  diif^rentielles  comme  les 
accroissemens  infiniment  petits  des  variables  ou  des 
fbnctions  dont  elles  derivent ,  il  est  ^yident  que  la 
valeur  compUte  de  dyfzdx  est  Texpression  de  la 
tranche  FHQqhf^  comprise  entre  deux  plans  paralleles 
aa  plan  ABD  des  x  et  £ ;  mais  fzdx  ^tant  Vaire  de 
la  section  FHQ ,  il  8'ensuit  que  la  tranche  infiniment 
mince  FHQqhf  peut  etre  regardee  comme  egale 
a  FHQx^Qq ,  c'e8t-A-dire ,  &  Taire  de  la  courbe  qui 
lui  sert  de  base  ,  multipliee  par  Tep^sseur  Qq.  On 
voit  enGn  que  Jdyfzdx  exprime  la  somme  de  toutes 
les  tranches  senu^lables  comprises  dans  le  volume 
cherche. 

si5o.  £n  g^n^ral ,  s'il  faut  determiner  la  portion  du 
corps  prapoei ,  tenaiinee  lat^lement  par  le  cyiindre 
4S  eIev^  peipendiciilairenient  au  plan  ABC  ,Jig.  4^,  sar 
la  cottibe  donn^e  jE^I^'G^ ,  on  prendra  Tint^grale  fzfix^ 
depuis  X = AP ,  jusqu^a  x = Ap ,  afin  que  Texpression 
dyfzdx  devieniie  celle  de  la  trancbe  MM']>i*Nnn'Tn!m. 
l^es  ligiiea  AP  •(  Ap^  respectivement  ^galea  a  QM' 
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ft  QN\  seront  donnees  en  fonction  de  jiQ=y ,  par 
Tequation  de  la  courbe  EfN'G'  dont  elles  sont  les^^sdMv 
cisdes;  en  les  representant  par  /^Cy)  ety^y),  on  de- 
vra  prendre  fzdoCy  depms  x=F{y) ,  jusqu  a  x-szf^y), 
ce  qui ,  comme  Ton  voit ,  introduira  de  nouvelles  fonc- 
tions  de  y  que  z  ne  renfermait  pas ,  et  pomxa  aug- 
mtsnter  ou  diminuer  la  dilGculti  de  la  seconde  inte-«- 
gratiop.  Pour  obtenir  en^iuite  dans  celle-ci  la  v^eur 
totale  de  Tespace  ch^rcbe ,  ou  la  somme  des  tranchei 
dont  on  a  deja  Fexpression  generale ,  il  faudra  prendre 
fdyfzdx,  depuisjt=3^/r  jusqu'a  jr=:-^£r>  valeursqui 
repqndent  slvlj^  limites  et  G' ,  de  la  courbc  EfN'G' 
dans  le  sens  des  jf^  (80). 

II  pourrait  arriver  qua  le  contpur  JEfN'G',  au  liea 
d*etre  une  cp^rbe  contiD^ue,  fut  rassemblage  de  plu- 
lieurs  portion$  de  courbe^  diffi^rentes ;  rapplic^tioii 
principes  precedens  a  ce  cas  est  trqp  f4Qi)e  pour  qull 
soit  besoin  de  s*y  arr$ter. 

qSi.  Qn  parvient  a  Vexpression  ginerale  de  ladif- 
f^rentielle  de  Taire  d'une  surface  courbe,  enimaginant 
cettesurfac«  partagee  enzones^  tellesque  EGgeJign^j^^^kl^ 
par  des  plans  paralleles  a  Tun  des  plans  coordonnesp 
et  en  concevant  que  chacune  de  ces  zones  soit  d^cou- 
p^e  en  portions  quadrangulaires  MmNn-,  par  des  plant 
parall^les  A  un  autre  plan  coordonne.  A  Finspectio^ 
de  la  figure  on  voit  quc  Taire  DG3fH  que  je  repr6- 
«enterai  par  s  ,  s'accroit  du  quadrilat^re  curviligno 
GAfmg  ,  quand  x  augmente  de  Pp ,  et  que  ce  qpadjr^- 
latere  8*accroit  de  ilfmiVji,  quand  vient  ensuite  a  aug- 
jmenter  de  Qq.  Un  raisopnement  semblabk  a  celoi  du 

n*  1246 ,  fera  voir  que  la  limite  du  rappert  de  ^'"'^^ 


PpxQ^ 
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Pour  parvenir  a  cette  limite  ^  on  obserye  d*abord 
que  les  quatre  plans 

n{M  et  N'n,  r/M  et  N'm, 

paralleles  deuxa  deux  aux  plans  des  j:,  2  et  des  z, 
qui  d^terminent  le  quadrilatere'  courbe  MmNn  ,  de- 
9.  terminent  aussi^  sur  le  plan  tangent  au  point  M,  Jig,  49> 
un  parallelogramme  MXYZ  ,  dans  lequel  toutes  \ei 
lignes  tirees  du  point  M,  seraient  tangentes  aux  diverses 
sections  que  feraient  dans  le  quadrilat^re  courbe, 
des  plans  menes  par  Tordonnee  MM',  et  auraieat  avec 
les  arcs  de  ces  sections  un  rapport  tendant  sans  cesse 
vers  Tunite  ( 74 ) ;  on  peut  donc  dans  la  limite  cher- 
chee ,  substituer  au  quadrilat^re  courbe  MmNn ,  le  pa- 
rall^logramme  MXYZ ,  qui  est  ^gal  a  la  racine  de  la 
fiomme  des  quarres  de  ses  projections  sur  chacun  des 
plans  coordonn^s  (*)  :  or  ces  projections,  fonnees  par 
des  lignes  paralleles  entr^elles ,  sont  necessairement  des 
parallelogrammes.  Celle  qui  se  trouve  sur  le  plan  de 
o: ,  ,  est  le  rectangle  M'tvIN'v!  exprime  par  djcdy. 
En  menant  YY*'  €t  ZZ^  parallMes  a  3f' /i'  ct  a  nxN\  on 
formera  la  projection  MXZ^Y"  surle  plandes  x,  2, 
*gale  a  MY^y^Jd^m!:^  et  comnite 

MY^^iiY-^M^MTzz^dy, 

on  aura 

MXZ^Y*"  =:^dxdy. 

Qn  trouvera  d'une  maniere  semblable  que  la  projec- 
tion  sur  le  plan  des  ^  >  ^  '        ^  dxdy  :  on  aura 


(*)  Cctte  proposition  est  dvmoutree      61  du  CompUmtnt  Jef 
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doac 

en  faisant  ^=p,  ^s=  q;  et  H  viendra 


Ceci  montre  que  Faire  est  donn^e ,  comme  le  yo^ 
liune  f  par  un  coefficient  dilferentiel  du  second  ordre , 
et  qu*on  obtient  Tun  et  Tautre  pat  le  mime  mode  d*in« 
t^gration ;  ensorte  que  dyfdx{/ 1  +/^  +  9*  rcpritente 
Taire  de  la  zone  FHkf,jig.  4?  >     qu*on  a 

oSa.  L*application  de  1* Analyse  a  la  M^canique  con'» 
duit  souyent  k  des  int^grales  de  la  forme  fffFdxdydz, 
qu'on  appellQ  inUgrales  triples ,  par  analogie  avec  cellet 
de  la  forme  ffFdxdy ,  designees  soua  le  nom  d*int^^ 
grales  doubles.  Dans  les  premi^res^  la  fonction  F 
peut  renfermer  les  trois  variables  x ,  y  ,  z,  conside* 
rees  comme  independantes  les  unes  des  autres^  en-< 
sorte  que  chaque  signe  d*int6gration  ne  tombe  que 
sur  nne  d*elles  en  particulier.  II  est  aise  de  vpir  que 
ces  int^grales  proviennent  de  la  determination  d'une 
fonction  u  ^  d6pendante  de  trois  variables  x,  y ,  z  , 
et  dont  on  ne  connait  que  le  coefficient  diffi^rentiel 

g^^donn^parrequationj^^/';  car  on 

tire  de  la ,  en  op^rant  comme  dans  le  n^  52^7  >  ^*- 
fogaidant  x  ety  comme  constans^ 

Calc.  integr.  Z 
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drdydz  cUd^  *  ^^zxly' 

T'  itant  luie  fonctijon  arbitraire  de  xetdt  a''.  en 
regardant  x  et  2  comme  constaziSy 

d^signantla  fonction  acbtlr^re  de  x.et  de^,  r^sul- 
tante  de  fT^iy,  et  une  fonction  arbitraire  de  x  et  de  a ; 
S^,  enfin^  ^  r^ffifd^ty  et  z.  comine  oonitans., 

ir=da=da;/^/7?afc+  T'dx+S'dx 

—fdx/4yP^^^^T^S^R,  ' 

T  etS  repr^seqtan^  dfA  fonctionfi.arbitrairesjritaltantei 
de  fT'dx  et  de  fS^dx,  et  R  etant  une  fonction 
arbitraire  de  J^.et  de  z:  Tintegrale  compUte  renfejrme 
donc  trois  fonctions  arbitraires ,  savoir :  une  de  or  ^ 
dey,  ime  de  x  etde  z,  et  unede et  de  z,  En  reu- 
nissant  lesdiffi^rentiellessous le  dernier  signe  dmtegrar 
tipn^/dz/dy/f^da:  dcvicnt  fffFdxdydz ,  et  a,  sout 
cette  demi^re  formc,  la  meme  sigaification  que  sousla 
pr^cMente. 

Qet.  e^iceniple  sujfitrpour  montrer  comment  on  re- 
'Vij^udra  du  QQeScient  differenti^  dun  ordre.  quel- 
qpnqye.  d'uae  fonctioQ  de .  plusieurs  variabUs  ^  a .  cette 
fonqdon  ellermeme.  Les  fonctions.  arbitraires  intro- 
i}vite3  ici.  n!ont  rapport,  comme  dan^  le  n^*  047, 
qaan  cas  ou  les  integrales  sont  prises  eixtre  des  limites 
pour  lesquelles  les  varjables  x,y  etz,  sont  indepen- 
dante§  les  unes  des  autres;  mais  il  arrive  le  plus  sou^ 
Yent  que  i'integrale^  r^lativ?  a.£.  doijt  etre  prisede* 


Digitized  by  Google 


D]^    CALCVL    IKTEGRAL.  355' 
fwzrrzP{x,  y)  ]nsqaiL  z^f(x,  y)  ,  Feifitant 
des  fbnctions  donn^es,  rintegrale  relative  ay,  depuii' 
=  Fi  (x)  jusqiir'4  y       (x) ,  et  enfin  rmt^grale  re- 
latiye  k  x ,  depuis  x=a  jusq[u'a  x=za\ 

De  V intigration  des  equations  differen^ 
tielles  h  deux  Dariables. 

De  la  sSp&ration  des  variables  dans  les  equations 
diff^rentiellfis  dii  pfemier  ordre. 

s53.  Dans  ce  qui  pr^c^de^  j'ai  suppose  que  les 
coefficiens  diiFerentiels  etaieht  exprimes  imm6dia' 
tement  par  le  moyen  de  la  yariable  d  od  depend'  leur' 
fooction  prlmitiye;  mais  le  plus  souyent  on  n'a  qu*une 
^quation  diiFerentielle  qui  renferme  ces  diverses  qtiaa- 
tites.  Pour  le  premier  ordre ,  Tequation  difFerentielie , 
lorsqu^elle  est  du  premier  degre  por  rapport  a  dx  et 
a  djr ,  a  n^cessairement  la  forme  Miuc  ^  4y  —  ^  > 
elle  exprime ,  ainsi  qu'on  Ta  ^ait  yoir  n*  58 ,  une  re- 
lajEion  entre  la'ydriaBre 'j?^  la  fonction     et  son  coelE-. 

cient  differentiel 

QX 

Le  moyen  qui  s'est  offerf  le  premier  aux  Analystes , 
pour  decoiiyrir  T^quation  primitiye  dont  ceHe-ci  dre 
K)n  origine ,  a  ^e  de  cher^her  a  s^parer  les  yariables , 
c*est-a-dire,  a  ramener  T^quationt  MAx-^-Ndy^zo  a  la 
forme  X^:\-Y^y=o,  Xetant  une  fonction  de  x  seul, 
ct*  Y  une  fonctibii'  de  y  %etil".-  Eh  elWt ;  irtrBqu'on  esf 
paryenu  a  ce'point,  les  tennes  XAx  et  Ydy  s'integrent 
I^»  meiliodk^  enseignt^e«  pr^e^deluiti^nt'',  ef  on  a* 
/Xdjp +/Wy=;C,  C  designant  une  constante  ar*^ 
bitraire. 

Z  a 
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a54-  Pour  donner  im  exemple  des  cas  oii  lequa** 
tioa  diir^rentielle  se  pr^sente  imm^diatement  sous  U 
forme  ci-dessus,  soit  a;™dr+y"djf=:o ;  on  trouvera 

6ur-le-champ  ; — f-  ^i-— =  C. 
^  m-f-i  n+v 

Si  r^quation  proposee  etait  ydx  —  xdy  =  9 ,  la 
eeparation  serait  facile  a  effectuer,  oar  on  yoit  qu*eii 

diyisant  par  xy,  on  trouvcrait^  — ^=0;  prenant 

separement  Tintegrale  de  chaque  terme  de  cette  der* 

m^ie,  on  aurait  Lr — ly  =      ou  I  ~=  C  :  et  puisque 

Ton  peut  regarder  la  constante  arbitraire  comme'un 

logarithme^  on  en  conclurait     =  Ic.  £n  passant  aux 

nombres^  il  viendrait -  =  C|  ou  x=7cy. 

Apr^s  cet  exemple,  onreconnaitsanspeineque  las^ 
parationdesyariables8'effectuerade  lamSme  mani^re 
dans  les  equations  Fdr— Xdy=o,  XKidr— K^idy=o ; 
car  la  premi^re  donne 

dx^d^  

et  la  seconde 

Xdx  Ydy 

£ng&airaI^8ilorsqu'onprendlayaIeur  de^  dans  Vi- 

quation  proposee ,  on  trouye  ^  =  XV ^  il  est  fadle 
d'en  tirer 
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Xdx— ^==0, 

et  parconseqnent 

d55.  n  7  a  encore  un  cas  tr^s-etendu  oi^  Ton  se- 
pare  facilement  les  variables,  c*e8t  lorsque  M  et  N 
sont  des  fonctions  homog^nes  de  x  et  de  j^.  Ons'appuye 
pour  cela  sur  ce  que  ^  si  dans  unefonction  algdbrique 
des  quantiUs  x,j,z,  etc.  ou  la  somme  des  exposans  de 
chacune  de  ces  lettres  est  la  mime  pour  tous  les  termes ,  et 
^gale  dra,  on  substitue  Px d  Qx  a  etc.  le  resultat 
sera  divisible  parx"*,  En  elFet  un  terme  quelconquede 
cette  foncdon  etant  de  la  forme  jiafy^^f  etc.  deviendra 

par  la  substitution  indiqu6e  APfQ^  jpjn-p4^eu.  - 

mais  par  rkypothese  on  a  dans  tous  les-  termes 
+  etc....  =Fii,  dbnc  jf"  sera facteur  com- 
mun.  II  suit  deU  que  si  hi  fonction  proposee  ^tait 
^gal^e  k  zero »  ou  bien  qu'eUe  fQt  une  fraction  ayant 
pournum^rateuretpour  denominateurdeux  polynomes 
homogenes  du  m^me  degre ,  la  quantit^  x  disparaitrait 
enti^rement  du  resultat. 

D'apr^s  ce  qui  precede^  il  sulEt  de  faire  j^=xx.» 
pourseparerIesyariabTesdan8rkpationiXfdx+A^d^c==:o; 
en  effet,  les  fonctiQns  M  et  iVprennent  la  forme  Zx",. 
ZjX*,  Z  et  Z,  ne  renfermant  que  la  nouvelle  va- 
riable  z,  et  comme  Ay=z  zAx  +xdz ,  il  vient,  en  di- 
visant  par  x"*,Zdjc+Zi(adar+xdz)=o,  risultat  qu'oa 
peut  mettre  sous  la  forme 

6x  Z|dz   

.  X  '^Z+zZ,  —  ^' 
et  dont  on  tire 
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j*appliquerai  d'abord  cette  transfprmatiQn  .a  lleqiui' 
tion 

quideyient 

(  — ay  )dx+:ydy =0 ; 
en  passant  tous  les  tei^mes  dans  \m  mexnbre ,  j'aurAi 

,peut  simpli&er  en  obseryant  que 

 gd«  1  ^zdz—  n6z  ,  1      ndz  ^ 

ear  il  yieiit  alora 

L*integrale  qui  reste  &  obtenir  d^pendra  des  loga- 
rithmes  si  -  >  1 ,  des  arcs  de  cercle  si  -     1 ,  et  sem 

alg^brique  si^  =  1.  Je  ne  rapporterai  qu.e  Ifi  risuUat 

reladf  a  ce  demier  cas  :   ^^^r — ?  deyient  alors ; 

^  1  —  njt  4- 

fi^^^T^'  10-«+«-)=I(.-*);. 
et  on  a  parconsequent  Ix +1  (i— «)  -J — ^  —  C,  ou 
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l(x--y)4-^— —e,  Bn  rfemettant  ponf  i  si  Va- 
lcur  ji=^2f. 

X 

X 

Le  terme  r--^  {steut  £tre  tshas^  en  itii  IBgatidime  ; 

eh  obft^lTaht  tjn^,  pb±  U  d£fiiiition  des  lo^aniliidei 
Aep^riens.une  quantitequeIconqti%,  ei^  le  Id^^fam^ 
du  nombre  e**;  et  d*apr^s  cette  remarijiiej  oh  ecrira 
Tequation  precedente  sous  la  forme 

dont  on  dediiit  ailoees^yemeiit 

V(x --y)  e^-y  =lc,    ot  (ar— ^)  «'"J^  =  c. 

H  est  i  ptopos  de  tialire  attention  a  cette  tnani^fe 
paiser  des  logarzduiiee  auz  ipa^is  j  pteceqit^^ti  Tem- 
ploie  flouyent. 

Soit  encorte  i  iirt^^ef  t^^tiifeon 

xdy — ydx = dx  v/x* 

En  faisant  j^  =  a;zy  et  diyisant  psur  o?  toiis  ses  termes 
riiffiis  danto  m  senl  meHdorey  otr  trouTera 

,  dxV — icd»  =  o^ 

e6  <^  A^i^iiif^raf 

dx  ds 

.1  — ii-=o. 

OnobtieBdra  en8uite,par  Viutegration  de  chaque  terme 
en  particulier. 


Z4 
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«tremettantpoarz^sayaleur-^^  II  yiendra 

en  multipliant  les  deux  tfermes  du  premier  membre 

par  y — y^a^+y  :  faisant  disparaitre  le  radical;^  on 
^ura  enfin  afe=<*-|-acy, 

fiSS.  L'£quation 

(a  +  7nx+ry)dx  +  (b^px+qy)dy:^o 

peut  facilement  §tre  rendue  homog^e.  £n  substi'- 
tuant  t+A,  a.  la  place  de  et  u+fi  a  celle  de^, 
on  a  dx  =  dr,  dj^=dtt,  et 

(a+m«+ni3-f  7nl+nu)d/+(6-f-p«-(-^i8-(-pH.^u)da=o ; 

on  fait  disparaitre  les  termes  conttans ,  en  posant  les 
equations  o+77ut+nj8=o ,  b+pdL+qfi=o ,  an  mojen 
desquelles  on  determine  les  quantit^  «  et  iS ,  et  il 
reste  alors  r&jpation  differentielle 

(mt  +  Tiu)  d/  +  (/7t  +  ^u^dtt = o,^ 

homogene  par  rapport  aux  nouyelles  yariables  u  et  t. 

La  tranSformation  precedente  est  la  meme  qne 
celle  dont  on  se  sert  pour  changer  Tongine  des  co« 
ordonn^es  fliur  un  plan  iTrig.  116);  elle  ne  donne 
aucun  resultat  quand  Tru/ — nps=o ,  cas  auquel  les  ya- 
leurs  de  «  et  de    deyieooent  infinies ;  mais  alon  00 

H  ^  =  -^,  et  parconsequent 

px+qyzp^^X^+ny)'^ 
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requation  proposee  se  changeant  en 

adx+bdy  +  {mx+ny)  ^dr+^dy^  =  o, 

il  suflit  de  faira  mx  +  ny~z,  pour  y  separer  les  va- 
riables. 

£n  substituant  cette  valeur,  ainsi  qne  celle  de  dy, 
qui  en  r^sulte,  et  degageant  dr,  on  trouve 

•    d*  +  i^m+pz)dz  

amn  —  Dm*  +  (jnn  —  pm)z 

rint^grale  de  cette  ^quation  renfermerades  logaritbmes, 
«xcepte  dans  le  cas  de  mn — p7n  =  o,  ou  ellevsera 

siQamn — bm^) 

transformation  emplojee  dans  qe  dernier  ca^  a 
cbang^  r^quation  propos^e  en  ime  autre  qui  ne  con- 
tient  plus  qu'une  des  yariables ;  et  il  est  facile  de  yoir 
que^  quelle  que  soit  T^quation  sur  laquelle  on  ait  produit 
cet  effet,  on  pourra  lui  donner  la  forme  dr-f-Zdz=o^ 
Z  ^tant  une  fonction  de  z  seul,  et  qu'on  en  ti- 
rera  x+fZdz=C. 

287.  La  s^paration  des  yariables  s*opere  d^uhe  ma- 
ni^re  tre&-simple  sur  T^quation  dy+Pydx^Qdx, 
dans  laquelle  P  et  <^  designent  des  fonctions  quel- 
conques  de  x.  £n  y  substituant  Xz  et  ^dX-^  Xdz,  au 
lie  u  de  ^  et  de  d^ ,  eile  deyient 

«JX  +  Xdz  -fPXadr  =  Qdr. 

L*a  quantit^  X  ^tant  consider^e  comme  une .  fonction 
Indetermin^e  de       il  est  pennis  d*en  disposer  pour 


Digitized  by  Google 


S9%'  TRAITE  ELEMENTAtRC 

partager  riquation  pr^^dente  en  deux  antreB  ^  lei 
Tariables  puissent  se  separer ;  il  est  facile  de  voir  que 
cette  condition  sera  remplie  a  on  fait  Xdz"^~PXzdx=zo , 
ce  quidonne  zdX=Qdx.  £n  diyisant  la  premi^re  de 
ces6qnatiou3  par  X,  eQe  se  reduit  a  dft-f-i^abpr^o ; 
dz 

on  en  tire  — -f.Pdx  =  o,  \z+fPdx=o,  et  eti 

passant  auxnombres  z  =  e'^^''*:  on  niglige  ici  la 
constante  arbitraire,  parce.qu*Q  suilira  d'en  ajouter 
iine  k  la  fin  de  Topiration.  Prenant  ensuite  la  valeur 
de  dX  dans  la  seconde  equation ,  apr^s  j  avoir  sub- 
•titu6  celle  de  z  quelon  vient  de  trouver,  on  aura 

dJir=e/^^^,   X^zfef^^^Qdx  +  C, 
et  parcons^qnent 

y  =  t-fP^  ifefP^Qdx  +  C). 

L*6quation  dy  +  Pyix  =  Qdr  est  remarquable 
parcequejla  variable^et  sa  diff^rentielle  ne  s  j  trou- 
vent  qu*au  premier  degre ;  et  on  Fappelle ,  a  cause  de 
cette  circonstance,  ^quation  lineaire  du  premier  ordre, 
denominatioQ  que  fai  cru  devoir  changer  dans  celit 
di^quation  du  premierdegri  et  du  premier  erdre 

a58  Les  premiers  Analystes  qui  se  sont  occupe»  du 
Galcul  integral  y  classaient  les  equations  differentielles 
par  le  nombre  de  leurs  termes.  Dans  celles  qui  n*en 


(*)  Lc  mot  linia\re  est  impropre ;  il  cst  relatif  ^  l^a  G^m^me, 
ct  en  rapp]iqiMMi«  aux  ^qu»iions  ,  on  a  eu  en  'vac  k  ligne  droite, 
dans  Pcquation  de  laquelle  Pordonn^  et  rabscisie  ne  se  trouvent 
^'aa  premicrdfcgrd :  oo  ne  aaoraic  donc  regarder  coimiLe  lindairet 
de»  equationa  telloftque  df -h^/djr:=  Qdc^  qui  agpartiimtt  lc 
|Jus  sourcni  ii  dcs  courbea  transccndantea. 
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.ont  que  detix  et  dotit  la  fonne  est  parconsiqaent 
^iz^dz  =  AU*zfdu ,  les  yariable«  sc  s^parent  aur- 
le-cfaamp,  puisqu*on  en  tire  ^z*""/dz  rs^WA^^^du; 
mais  il  n'en  est  pas  de  meme  des  iquadons  a  troii 
termes^  compriaes  dans  la  formule 

yu^z^^dz  -j-  fiufz^du  =  m'zfdu. 

On  peut  Ini  donner  une  forme  plus  simple  en  diyi- 
sant  tous  ^s  termes  par  yu^zf\  elle  deyiendra 

«*^/d8  +  -  u^'a*-/du  =  5  tt^^dtt ; 
siipposant  ensuite 

i5*-/d5=— »r-/dtt=.  ^  ^ 


on  aura 

_ ^  ^         ^14-1  _  X, 

et 

d^+  f -q-^y  y^da:=  fc^x^r  dx : 
en  faisjlnt  pour  abreger 

/+^i       '  g—^+^ 
il  cn  resultera  Tequation  dy+6y"dq?=a3;"dr. 

269 .  Le  cas  le  plua^simple,  ^res  pe)ui  qui  rentre 
dans  Teqnation  du  premier  dpgre ,  est  celui  ou  /1=2.  On 
tombe  alors  sur  Tequation  dy  -|-  6y*dr  =  ax^dx , 
traite^  pour  Ig  pr^mier^  foi^  par  Rtccad ,  G^om&tie 
italien ,  dont  elle  a  consery^  le  nom. 
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Lec  variables  se  separent  immediatement  dsaxt  cett» 
^quation^  quand  in=o;  €lledevi«ntdjr-f.iy*djp=adaf, 
et  donne 

On  trouve,  en  integrant. 


Pour  chercher  4  rendre  la  mSme  equation  homo- 
'  g^ne,  on  fait^=a*;  efle  se  change  eit 

&s*"-'da  4-  iz'*dr  =  ax"*dr ,  ' 

et  prendra  la  forme  demand6e ,  si  k  — 1=  aft  =  ce 
qui  donne  &  =:  — •  i ,  et  suppose  qu  on  ait  m  =  ; 
yient  alors 

&6o.  Je  ne  m*arr^terii  point  k  Tintegration  de  cett0 
demi^re  ^quation  ;  mais  je  passerai  a  une  transfor^ 
mation  plus-g^n^rale,  celle  qui  resulte  de^=  Ax^+oi^t' 
On  trouve  dans  cette  hypoth^e 

dy  =  {jpAx^^  +  qsfl^^z  )  Ar + Jc^dz 
•     ydr^C-rrf^a^^^+a^xH^f -f.x»^ij*)dr, 

et  pafcons^quent 

jc^d  2^  +  (  ^x^-»  +  fii^jf + J      )  cdr 

Cette  equation  se  rMuira  eUe-mSme  a.trois  termefr^ 
si  on  a  les  suiyantes 
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La  prexni^re  et  la  troisiime  8*accordent  a  donner  /7=— i , 

on tire  de  la  seconde  et  de  la  quatrieme ^ =7»  ^s-— 

b 

valeuxs  qui  conduisent      =  ^  ^  ^ , 

or^^  +  ix^^z^dx  x  eix^dx, 
dx 

ovidzf^bz^  —  =  flaf*"*^dr. 

xr 

Par  ce  moyen  r^qixation  propos^e  sera  r^duite  a  Fho- 
mog^n^it^,  si  m=— a;  et  il  montre  de  plus  quon 
pourra  separer  les  yariables  fii  m  =— 4j  puisquon 
aura  dans  ce  cas 

A^^rt^i      \^  dz     ,  dx 

Si  dans  Tiqnation  da  +  fo*  ^  =  axf^dx  ,  on 
fait  «  =  -^7,11  yiendra 

--jy+i^=a/*x^dx,  oudy+ay*a:-H^dx:=:A^ ; 

posant  ensuite  «*+*dr=  — r-=,  on  trouyera 

m-f-u 

a»+3=a^,  d^=;;p^a/*^da^, 

d/H  %y'*dj/  =  -A_a/-5^dr/ 

'       ^m+3-^  m+3 

puis ,  faisaat  pour  abreger  ^ 
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m+3~  '    jn+3~  m  +  3' 

on  tombera  sur  Teqaatioii 

semblable  ala  proposee^  et  parconsequent  suscesptible 
des  mimes  transformations  :  la  separation  des  variables 
y  tX.  3(f  sera  donc  possible  ^  apres  la  substitution  de 

Si  cette  condition  nayait  pas  lien,  oh  f erait  encore 
dans  la  transformee  en 

l^r+z—^  '  ;?+3— *  ~;sqr3— ' 

la  «imititude' de  ces  expredsions  avec  les  pr^Gedentesj 
conduit  n^ces^fement  a  r^quation 

dy  +  jydr" 

encore  semblable  a  la  propos^e ,  et  8U8ceptS)le  de  la 
»6parattoii  'des'variables,  quaiid  w*= — 4-' 

En  poursuivant  de  cette'mani^re  ,  on  parviendrait  a 
une  6quation'86parablie^  si  dan^-Ia^siiite^d^^^osailii" 

"^^^^  ;;?+3'  "'^-  ^  . 

il  s'en  trouvait  un  igal"  a  —  J^.^n  supposant  succcs- 
siyement  que  ce  «oit      /rfj       «ifi,  .etCv  on^obtM^t 
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PQnr  m,le8 nombres  4»  —li  ~  I^i  » ^^^*  cobi^ 
pris  dans  la  fonnule 

4i  ■ 

i  ^tant  un  nombre  entier  positif  qaelconque. 

Ces  cas  ne  renferment  pas  encore  tous  ceuz  que 
Fon  sait  d^duire  des  transformations  pr^cidentes.  Pour 
en  trouver  une  nouyelle  serie,  il  suffit  de  conunencer 

par  faire  dans  la  propos^e  j^=^y  ce  qui  dpnnera 
dy  +  «/•x^dx  =  idx , 

eft  posant 

'  m+i       '  m+i       '      m+i  ' 
il  09  risultera 

Gette  nouvelle  ^quation ,  ^tant  semblable  k  la^  propo- 
see,  est  aussi  siisceptible  des  mimes  opirations;  c^est-* 
a-dire  qu*.en  j  faisant 

et  continnant  comme  on  Ta  indiqui  sur  la  page  pre^ 
c^ente,  on  parviendrait  a  une  transformee  s^parable, 
si  le  nombre  m'  ^tait  quelqu'i|n  de  ceuz  que  com* 

prend  la  formule  — JJZ^J"*  ^  par  consiquent,  siToi^ 
ay^ 

m         .  4^ 
"^m  +1  — i* 

Oa  tire  de  li 

^_  4i 
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et  doDQant  Sl.  i  les  valeurs  i-,  3,  eto.  il  yieBt  la 
fuite  des  nombres 

—  5>        — T*  ^*^- 

II  suit  donc  de  tout  ce  qui  prec^de ,  que  I*equatioQ  de 
Riccati  est  siparable,  quand  Texposant  mrs  —  et 

lors<ju*iI  rentre  dans  la  forme 

On  pourrait  multiplier  davantage  les  exemples; 
mais  toutes  ces  ^qaations  particuli^l>  d*une  forme 
bizarre  le  plus  souvent,  ne  se  rencontrant  jamais  dans 
les  applications ,  n^offrent  aucon  inter^t:  je  passerai 
donc  i  une  autre  mitbode ,  due  a  Euler. 

jRechorche^  du  facteur  propre  a  rendre 
intdgrable  une  ^quation  diffirentielle 
du  premier  ordre. 

a6i .  II  faut  se  rappeler  qu'ane  ^quation  differentielte 
n*est  pas  toujours  le-  produit  imm^diat  de  la  diff*eren-< 
tiation  d'une  fonction  de  deux  variables  ,  mais  qu*elle 
resulte  en  gineral  de  r^Iiminatibn  d*une  constante 
arbitraire^  entre  l'equatian  primitive  dont  elle  tire  son 
origine ,  et  la  diff^rentielle  immedkte  de  cette  kp.9r 
tion-  (43). 

L'eIiminations*eff^ectue  sur-le-champ,  lorsquar^a* ' 
tion  primitive  est  aous  la  forme  u  =  c ,  u  designant  une 
fonction  quelconqtre  de  o:  et  de    ;  car ,  en  differen- 
tiant,  on  a  du  =  o.  Si  1a  fonction  du  n'a  aucun  fac-* 
teur  par  lequel  elle  ait  pu  toe  divisee ,  elle  conser- 

vera 
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Tera  toujours  la  forme  de  differentieUe  compl^e  adeux- 

variables;  et  r^quation        ^  d^dx  ^^^^^  foumit  le 
moyen  de  reconnaitre  cette  forme  :  car  qnand  on  a 
du  =  Mdx+Ndy, 

il  en  resulte 

Iff— ilf  — =iV  ^  —  ^^^^ 
dx        ^dy        *dxdjr      dy  cC^* 

et  parconsequeot 

dM_d^ 
dj'  dx* 

II  faudri^  donc  que  toute  fonction  3fdx  -f-  Ndy , 
lorsqu^elle  sera  une  diiferentielle  complete^  rende  iden-^ 
tique  reqaation  ci-dessus;  et  lorsque  cette  condition 
«era  remplk  ,  il  sera  facile  de  remQDter  i  eon  iate- 

grale,  pmsqualors  on  aurailf  iV:=3^9  et  que 

Ton  en  dMuira  la  valeur  des  difFerentielles  partielles. 
£n  prenant  celle  de  la  differentielle  relative  a  ar,par 

exemple,  il  viendra^dr=r=A/djc  ,  et  parcons^quent 

at  zrzfMdx^i-Y,  Oh  ajoute  dans  ce  cas,  comme  dani 
celui  du  n**  fl47>  une  fonction  arbitraire  de  j^,  puis- 
que  rijit^gration  tiA  eu  Iku  que  par  rapport  a  rnne 
des  yariables ;  mais  ici  cette  fonction  se  determine  , 
parce  que  la  fonctioii  u  doit  salisfaire  a  r^uatioM 


L'equation  u  =/il/da:  -f-  K'donn«     '  J 

du    JfMdM     dV  • 
dy  dy' 
Calc.  integr.  Aa 
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r^pr^sentaot  /MSx  par  v,  on  aura 


d'oik  on  tirera 


dy— '^.  dy' 


et  en  int^ant, 

on  trouTera  donc 

u=JMdx+f(N^^yy:  ^ 

telle  est  rint^grale  de  la  foncdon  propos^e. 

Ce  ridultat  fait  voir  qne  la  fonction  iV—  ^  ne 

doit  renfermer  que  la  seule  yariable  y  ,  sans  quoi^ 
il  ne  serait  pas  vrai,  comme  on  Fa  suppose ,  que  Mdx 
et  A^dj^  fussent  les  difFerentielles  partielles  d*une 
m^me  fbuQtion  u;  et  en  le  developpant  ii  conduit  a- 

r^quation  d^  condition  =  -g— ,  trouy^e  precedem- 
ment  parune  consideration  inverse. 

H  est  evident  que  pour  obtenir  ^—AT^^  jj  f^^^ 

dy 

mbstituerjr+dy,  pour  j',  dans  la  fonction  /Mdx, 
qui  deviendra  aiors 


f(^+^iy+,'tc:^^=f3idx+ 

f^dxdy+^c^fMdx+dyf^dx+etc. 
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piiisque  le  signe  /  nest  rclatif  qni  la  Variable  x; 
tm  auradonc 

dy     ~J  dy 

«nbstituant  cette  valeurdeg^,dan«  r==iJl^N—^^dy, 
il  yiendra 

En  prenant  les  diffi^rentieQes,  d'abord  par  rapport  a^, 
on  trouvera 

ct  diffiirentiant  ensnke  par  rapport kx,oTi  aura  enfin 

(*)  L^^ation  sz^lj^  djt ,  renfermc  le  th^rdme 

doon^  par  Leibnitz  pour'  diff^frentier  sou«  ]e  signe  /.  0  appeUit 
ceprocddc  differentiatio  de  cun^d  in  curvam^  "j^mesipit  dans  la 
question  <jn*H  ae  proposait  de  r^oudre ,  il  passait  d'dne  courbe  ^ 
nne  autre  de  la  m^me  esptee ,  en  faiaant  Tarier  nne  conatantie. 

Le  th^r&me  de  Leibnitz  pent  te  d^uire  immm^iatement  de 

r^^oatioii  =E         » puiaque si  Ton  fait  uzzf  Afdx , oa  aura 

du  d'i*  _dilf 

tt  en  int^rant  par  rappoxt  2»  x,  on  troQTera 

Aa  a 
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a6a.  La  ^tant  ecrite  ?una ; 


dy  ■^  (af+y)'^  dx 
/^djc 

 =^c(tW4=^), 

d'o4  tt  =  arc|  tang2?  j  +  F. 

coji^arafit  ay^c  la  foucdon  propos^e  > .  on  aora 

dF=  o ,  d  oA  r=  coiut. 
et  parconaiipent 

(*)  Je  me  toU  ^rriti  snv  celie  int^graiion ,  parcequVIle  lert  ^« 
iKkM  &  une  diimoBMratioa  tri^^legame  du  princij»  de  ^^^J^**' 
sition  dei  forcet ,  donl^  pwr  Laplacc  dau  iarMccaniqut  cii^' 
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Soit 

En  la  comparant  avec  la  fomule  Mdx  +Ndv=:o 
ona  '     J  » 

.«t  on  trouve 

eei  Tajenrs  «taot  «gal^es  eirtr*ene8  et  rMuite»,  donnert 

^  •'■^j/^r^. 

«t  parconeiqiiin»  {'eqnatien  proposee  peot  «'itit6grto 
inunMiateaMnt.  On  obtient  d'abord 

'  as 

Aa^ 
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donc  /3fdx=ix—^— y^^^y' 


On  trouve  ensuite 


et  enfin  r=i-ljr,  d'oA  fl  r^sulte 
•        ax*  flx* 


La  forme  de  cet  exemple  ^tait  trop  compliquie  pour 
qu*on^  piit  y  reconnaitre  ^  par  la  seule  inspection ,  une 
dilFerentielle  compl^te  ;  et  dans  tous  les  cas  sembiablet 
il  faudfa  commencer  par  s^assurer  A  Tiquation  pRH 
pos^e  satisSut  on  nen  a  la  condition  d*int^grabiliti. 

,  fl63.  Lorsque  Tequation  primitiye  n'e8t  pas  sous  la 
forn^  r=  c ,  ou  que  la  dilT^rentielle  du  =  o  renferme 
des  facteurs  qui  disparaissent,  Tiquation  du  premier 
ordre  qui  en  resulte  nest  plus  immidiatement  inte* 
grable.  Sionavait,  par  exemple^  u=y— cx=o>  on 
trouyerait  du  =  dy  —  cdr  =  Oy  et  eliminant  c ^ il  yien- 
jdrait  xdy  — jrdx  =  o ,  ^uation  qui  ne  satififait  pas  i 
Ja  con^tion  d*int6grabilit6,  puisqu'elle  donne 
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Mais  si  on  degage  la  constante     on  aura*^  =c^  et  en 

JC 

differentiant ,  —  o-  sous  cette  fbrme 

Xr 

M  2.       AT-l       ^  2-  —  ^^ 

x^'    ^^—x'     dy—  x^—Ax' 

on  Yoit  donc qae Imtegrabilit^ de  F^quation  

jpiy-^yAxrno  tient  a  la  restitution  du  facteur      qui  a 

disparu  apr^s  la  differentiation  et  lelimination  de  la 
constante  arbitraire. 

.  £n  g^a^ral ,  toute  iquation  differentielle ,  dans  la- 
quelle  Ax  et  d^  ne  passent  pas  le  premier  degre ,  ne 
peut  resulter  que  de  r^limination  de  la  constante  c , 
dans^une  equation  de  la  fonne  P  -|-cQ=o,  P  et  Q  de- 
signant  des  fonctions  quelconques  de  x  et  de  y,  Oa 
trouye  par  cette  ilimination  QAP  —  PdQ=o,  tandit 

p 

qu*en  differentiant  Tequation  ==— c,  on  aurait  obtena 
o  :  la  premiere  mani^re  d'operer  fait 

donc  disparaitre  le  facteur  -^;  et  avec  lui  8'aa 

vont  aussi  tous  les  facteurs  qui  peuyent  ^tre  communj 
aux  deux  quantit^s  QdP  et  PdQ. 

II  suit  de  ce  qui  pr^cMe ,  que  lorsqne  requation 
Mdx  +  Ndyz=:<y 

Aa  4 
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ne  satisfait  pas  a  la  condkion  d^iotegrabilite  ^  c'est  qoe 
]a  difFertentiation ,  et  r^limination  de  la  constante  arbi- 
traire  contenue  dans  Tequation  primitive ,  ont  fait  dis- 
paraitre  un  facteur  qui ,  6*il  etait  connu  et  reetitue , 
rendrait  le  premier  membre  de  Tequation  proposee 
une  dilFerentielle  complete  a  detix  v^ftbles.  Soit  z  ce 
facteuri  on  aura  donc  zMdx  +  zNdy=2  du ,  u  etant 
une  fonetion  primitive  de  x  et  de      et  parconsequent 

d.zM_d.zN 

dy  ,       dx  ' 

En  developpaat  cette  derniere  equation  ^  on  trouvera 

^d*  .    d3i     ^,dz  ,  dN 
^d^  +  "d7=^d^  +  *dJ' 

dz     y.jA%.fdM  dN\ 

Si  Ton  po^ivait ,  en  genera} ,  tirer  de  cette  equation 
une  valeur  de  z^  riotegration  d«s  ^quations  dtfferen- 
tielles  quelconques  du  premier  ordre  a*eiFectuerait 
par  le  procede  du  n*'  a6i  ;  mais  Tequation  (A)  est 
presque  toujouis  plus  diiHcfle  A  traiter  qne  la  pro- 
posee  ,  puisque  la  fonction  z  qu'elle  renferme  depeod 
de  deux  yariables,  et  a  deux  coefficiens  differentiels , 
et  qu^elle  est  parconsequent  de  Tesp^ce  de  celles  dont 
la  formation  sL  ete  ^ndiifuee  n^  i3i.  Je  ne  saurais 
pour  le  moment  entreprendre  sa  resolution ,  qui , 
comme  on  le  verra  dan»  auite ,  ram^ne  an  point 
dont  on  est  parti ;  mais  je  iwis  faire  connaitre  quelques- 
une^  dsqa  proprietea  du  facteu^  ^ 

a64'  II  est  touj^urs  facile  «de  trpviver  le  facteur 
lorsque  Ton  connait  Tequation  primitive  correspon- 


eu 
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iitJiXt  a  r^qnation  dilTerentielle  propos^ ,  et  qn'on 
peut  la  mettre  sous  la  forme  ur=c,  c  ^tant  la  con*- 
tante  arbitraire.  £n  differentiant  j  oa  trouva 

et  comparant  ayec  zMix  +  zNdy  =  du,  II  iiveX 

irfdx+AHy  ' 

le  quotient  est  isd^pendanf  des  differentielles  dr  et  dy. 
On  obtient  encore  le  facteurz,  en  egalant  entr'ellet 

les  valeurs^de       ticees  det  ^atiow 
di£ 

cequidonne^=^,  et  fait  Toir  parcons^ent  qae 

si  ^et  ^  n*ont  ancua  fiictenr  commuH  >  2  sera  phis 
grand  divisenr  commun  dea  coeffieiena  differentielA- 

^et  — • 
dx  dy* 

Connaissant  une  valeur  de  z  ^  on  m  deduit  une  infinitjt 
d'aBtreS|  cn  obserrant  qne  si  on  multiplie  ka  deux 
membres  de  reqnatien  %MiLx\  +  ftiVdy  =  du ,  par  une 
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fonction  quelconque  de      que  je  deaignerai  par  4p  (u)  ^ 

les  deux  membres  du  r^sultat 

seront  ausn  des  difFerentielles  compUtes;  ainsi  z  itmt 
nn  facteur  propre  a  rendre  int^grable  Tequation. . 
Jlfdx+ A'djsoy  le  produit  z^(u)  jouira  de  la  m^e 
propriit^. 

fi65.  n  7  a  des  cas  oik  le  factenr  z  ne  doit  renfermer 
que  Tune  des  variables  x  ouy,  et  alors  il  est  aia^  d*en 
obtenir  Texpression  au  moyen  de  T^quation  (jf).  Sup- 

posant  en  effet  dans  cette  ^qnation  ^  ^^=3  o;  elle  de-* 
Tiendra 

.-d«  ,    /dM  dN\ 

-^s+^-^r-d^;^^' 

et  on  en  tirera 

ds     i  /dJlf  dN\. 

^nation  qui  aura  lien  n  la  quantit^ 

1  /ditf  iN\ 
N\dy  dx) 

se  reduit  i  une  fonction  de  x.  En  repr^ntant  cette 
fonction  par  X,  et  en  intigrant,  on  trouyera 

k=/Xdx,  ou  z=eP^^,  ' 

Cette  formule  s^applique  a  T^quation 

dy-^-Pydx^Qdx: 

3  vient 
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'et  parconsequent  z=:e^^.  Multipliant  ensuite  T^- 
quation  dy+JPydx — Qdx=cpare^^,  on  trouve 
e/P^dy  +  (Py  — Q)e/P^  dx  =  o;  int^grant  le 

terme  par  rapport  i      on  obtient  

uz=yef^^  +  X,  X  etant  une  fonction  de  x,  dker- 
minee  par  Tequation 

de  laquelle  on  tire 

ct  parconsequent 

oxx,  comme  dans  le     si9j , 

y=e-f^^  (^fefP^  Qdr+  C). 

Je  ne  m*arreterai  point  au  cas  oi!i  le  factecir  z  ne  de- 
vrait  renfermer  que  la  yariable  y ;  on  ygit  aisement 
que  8on  expredsion  serait  alors  z=  ef^^ ,  en  faisant 

j^/diV_dJ^\  , 

et  que  ce  cas  n*aurait  lieu  qu*autant  que  Fserait  abso* 
lument  independant  de  x. 

fl66.  n  existe ,  entre  une  fonction  homog^ne  et  ses 
coefficiens  diiFerentiels^  des  relations  particulieres  qui 
facilitent  beaucoup  Tintegration. 

Si  ^designe  une  fonction  homog^ne  de  x,y,  etc. 
et  qu  on  y  substitue  tx,ty,  etc.  au  lien  dex,y,  etc. 


Digitized  by  Google 


S80  "THkiTt  ^LiMEIfTAlRB 

•dle  prendra  necessairement  la  forme  t*"^ ,  m  itsa\t 
la  somme  des  exposans  des  variables  dans  chaque 
terme  (fl55):  Supposant  ensuite  que  t  devienne  t+g, 
on  aura  (^  +  ^^^^au  Jieu  de  ou  (i  +  ff)"^,  en 
laisant  t=i.  Dana  la  meme  hypothdic  x^y,  etc.  se 
'dianger<mt  req>ectiyement  ea 

«t  mettant  g-x  pour  h ,  fy  pour  'fe  ,  dans  la  formule 
dn  n<>  121 ,  on  parviendra  a  cette  equation 

+d  dP«^^+^  d^g-^+lf ^+^*''- }. 

+  etc. 

En  developpant  1e  second  mfmbre ,  et  comparant  en- 
semble  les  terraes  aiFect^s  de  la  m6me  pnissance  it 
rindetermip^  g,  on 


dj  ^  +  -^y  +  ^**'-  '".^ 

d^i'^  +  ^di^^+^>^='"  («-i^r 

ctc. 

.  «2167.  Au  mojren  de  ces  rehtions^  le  facteur  z  se 
presente  pour  ainsi  dire  de  hii'-meme  dans  les  equa- 
tions  differentielles  .homogines.  Si  Mix-^-Ndy^otst 
tine  equation  de  ce  genre,  et  que  la  somme  des  expo- 
•ans  de  x  et  de  y  dans  M  et  dans  N  soit  egafe  4  /n ,  en 
supposant  qiie  z  soit  agssi  une  fortction  homogene  dti 
degrt  «,  et  faisant  zMAx  +  tNdyi^Au,  il  re^tilte 
du  theorime  dtmontre  num^ro'  pr6cedent,  que 
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pujsqae  le  degre  de  la  fonctioii  u  sera  necessairement 
plus  eleve  de  l*unite  que  celui  des  fonctions  zM  et  zN. 
£n  divisaat  la  premi^re  ^ufition  par  la  seconde ,  3L 
viendra 

Mdjc  +  my_       1  da^ 

tt  comme  le  second  membre  de  ce  r<^sultat  est  une 
dilTerentielle  complete ,  il  faudra  que  le  premicr  membre 

en  soit  pareillement  une ;  tf  oA  il  •nit  qne  ^ 

•era  un  des  facteurs  prdpres  i  rendre  intigrable  r^qna- 
tion  ilfdr -f- iVdy  =  o. 

Des  Squations  du  premier  ordre ,  dans 
lesquelles  les  dijf6rencielles  passenC  te 
premier  degri. 

fl68.  Par  la  g6n6ration  des^  ^ations  differentielles  , 
dont  }'ai  donn6  plusieurs  exemples^  n®  43,  on  voit 
qu'il  peut  s  en  preaentet  dans  lesquelles  les  differen- 
tielles  passent  le  premier  degre.  t.a  formuIe  geoeral»' 
de  ces  equations  est 

dy"4./>dj»->dx+^dj^»-^Lr*..+7ay^^^ 

•i  on  la  divise  par  la  plus  haute  puissance  de  dor,  elle' 
deviendta 

en  la  risolvtot  par  rapport  ai^  coefficient  differea^ 
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et  diaignant  par  p,  j/,  p",  etc.  ses  racines; 

%-p=°'    ^-p^=°'  ^'-p'^^'^^' 

lisultats  qui  pourront  tous  se  traiter  par  les  mitfaodes 
precedentes^  puisque  les  differentielles  ne  8*7  trouvent 
qu'au  premier  degre.  L'integrale  de  chacun  d*eux  sera 
aussi  Tint^grale  de  Tequation  proposee ,  qui  sera  encore 
satisfaite  par  les  valeurs  tir^es  de  Fiquation  formee 
du  produit  de  toutes  ces  int^grales. 
£a  elTet ,  la  propos^e  itant  equivalente  a 

(^-^)(E-/)@-^');=». 

(erayiriEee  par  toutes  les  ^iiations  qui  annuUeront 
un  de  ces  facteurs.  De  plus ,  si  on  consid^re  qu*une 
«quation  primitive  de  la  forme 

n*a  lieu  qne  par  Fan^antissement  successif  de  chacun 
de  ses  facteurs,  on  en  conclura  que  la  diffierentielle 
immediate  de  son  premier  membre ,  savoir : 

dM.NP....+dN.MP....+  etc.  =  o, 

se  r^duit  toujours  i  un  seul  terme;  car  si  on  prend  ^  par 
exemple ,  ilf  =:o ,  il  ne  restera  que  dflf'  NP  ...  =0 ,  ou 
seulement  dlf=  o  :  Tequation  MNP. .  .=0  verifiera 
donc  Tequation  dilFerentielle  a  laquelle  satisferait  Te- 
quation  Mz^o. 

Les  deux  ^emples  suivans ,  quoique  tr^s-simplei  ^ 
^clairciront  toutes  les  dii&cultes  que  pofirrait  renfer- 
mer  T^nonce  ci-dessus. 
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Soit  dy*^a*dr^o;  cette  equation  se  dicom- 
pose  en  dyJ^adx=o,  dy — adx=o,  dont  les  inte- 
grales  sont  jf+ajr=c ,  j^— ajc=</-,  et  il  est  facile  de  voir 
que  chacun  de  ces  resultats  satisfait  a  la  proposee. 
L'equation  (jf-fax — c)  (^y — ca;-- c')=o  ysatisfait 
^ausai,  car  elle  donne 

( jr+ox— c)  (dy— adx)  +  (j^— cc— c')  (djr+adx)=o ; 
d'ou 

_  Uj+o^-  c)— (^--^— cQ]  ad  j  , 
^  2y— (c-pC) 

mettant  successiyement ,  au  lieu  de  y,  ses  yaleurt 
c— or,  c'-(-aa:,  on  trouye 

dy=:  — odo?,  dy=+adr. 

L*int6gra1e  (  ^  +  ox  —  c)!^  ^ — ax + c')  =  o  ren- 
fermant  deux  constantes  arbitraires  et  irreductibles , 
paraitrait  plus  generale  que  celles  des  autres  ^quationt 
du  premier  ordre  qui  ne  comportent  qu'une  constante ; 
mais  il  faut  bien  faire  attention  que  chacun  de  ses- 
factenrs  doit  ^tre  considere  isolement,*  et  qu'on  n*en 
tire  pas  d*autres  lignes  que  ceiles  qui  l-esulteiraient 
d*une  integrale  renfermant  une  seule  constante,  dont 
cette  equation  est  aussi  susceptible.  Cette  demiei^' 
integrale  s*obtient  en  faisant  dy=/ndx  dans  Tequa- 
tion  differentielle  dy* — a*dj::*=o,  qui  se  change  en 
jn»_<^=so,  ce  qui  determine  la  quantite  m,  dont  il 
fandrait  ensuite  substituer  la  yaleur  dans  Tint^grale 
de  dy^^mdx,  qui  est  ^  =  7na:+.c.  11  suit  *de  l^ 
que  Vintegrale  de  la  propos6e  est  le  resultat  de  reli- 
minatioa  de  m,  entre  les  equations 

y  =  mx  +  c,         m* — <^  =  o; 
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et  ai  OD  efF«ctue  cette  opiration^  il  viendrt. 

(^y— 0. 

Cetteiqiiation  primitive  itantdu  second  degre,  donne, 
pour  chaque.yaleur  particuli^re  de  la  con^taote ,  deux 
lignes.  droites,  inclinees  dans  des  sens  dilferens ,  par 
rapport  a  Taxe  des  x ;  c'est  aussi  tout  cc  que  fournit 
Tautre  integrale  {y  +  ax  —  c)  (^y  —  ax  —  c' )  =r  o j 
excepte  que  chaque  facteur  ne  represente  que  les  lignes 
inclin^es  dans  le  merao»  sens ;  mais  comme  en  donnant 
«^par^ment  a  c  et  k  (/  toutes  les  valeurs  possibles , 
ces  quantites  passeront  n^cessairement  par  les  memes 
degres  de  grandeur ,  en  assemblant  les  droites  corrcfs-) 
pondantes  aux  m§mes  valeurs  des  constantes  c  et  c', 
on  retombera  sur  les  solutions  comprises  dans  1 

tigrale  ^•^[Zlf^ --.fl*— o,  born^e  a  la  seule  cens- 

tante  c. 

J'obsenrentt  que  toute  ^qvation  qiii  ne  renferme 
fne  dy^  dx  et  des  quantitis  consljantes ,  peut  toe 
integree  en  y  faisant^  comme  ci^essos,  d^yz^imda;. 

a*.  Je  consid^re  encore  Tequation  dy*— rCjdx*=o; 
o»  en  tire  dy+dJcV/aJC=so,  dy*^M^ax=o,  et 
en  integranty  on  aura 

Ces  ^quationf ,  ainsi  que  leur  prodyit^  pQurront  ^tre 
consider^es  separement  comme  tles  intigrales  de  la 
proposee ;  mais  ce  cas-ci  difF^re  du  prec^dent  >  en  ce 
que  les  radicaux  que  contiennent  les  deux  integrales 
obtennes,  fonnest  entr'elles.  un  lien  qui  perQiet  de  les 

comprendre 
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comprendre  toutes  deux  dans  une  meme  ecpiation ,  et 
avec  une  seule  constante.  £n  effet ,  si  on  fait  dispa- 
raitre  le  radicalj  dans  requation 

on  obtient  (j^  — c)*=:$ax',  Ce  risultat  cst  encore 
Tuitegrale  de  T^quation  propos^e,  k  laquelle  il  con^ 
dtiira  immMiatement  par  Felimination  de  c.  II  appai;r- 
tient  a  une  esp^ce  de  paraboles  ,  dont  chacune  des 
iquations  irrationnelles  ne  repr&ente  qu'une  branche ; 
€t  le  produit  de  ces  ^quations  ne  repondrait  qu'a  des 
groupes  de  branches  appartenantes  i  des  courbes  diffe- 
rentes,  maia  qui  etant  assembl^es  deux  a  deux  pour 
les  m^mes  valeurs  des  constantes,  ne  donneraient  rien 
de  plus  que  Tint^grale  rationnelle. 

f^6g.  Qnoique  ce  qui  pr^c^de  ne  fasse  dependra 
rintegration  des  equations  oii  les  differentidles  passent 
le  premier  degre^  que  de  la  resolution  des  ^quationa 
algebriques^  voici  neanmoins  quelques  cas  dans  lesquela 
cette  int^gration  8*op^re  plusfacilement  avecle  secoura 
d*artifices  analytiques  appropri^s  aux  circonstances  et 
qoi  ^ludent^  au  moins  en  partie,  les  difficult^s  que 
pr^sente  la  r&olution  de  r^quation  differentielle  pro^ 

pos^e,  par  rapport  A^. 

Quand  cette  ^quation  ne  contient  que  Tune  des  deux 
Tariables,       par  exemple,  on  en  tire  immediate- 

ment  ^  =  X ,  d'oi\^  =  pCdx\  mais  s*il  est  plus  fa- 

cile  de  la  r^soudre  par  rapport  a  x  que  par  rapport 

au  coefficient  ^ ,  que  fe  representerai  pour  abreger 

par  p ,  et  qu*on  ait  x  =s  P ,  P  designant  une  fonctioa 
Culc.  inUgr.  B  b 
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quelconque  de  p ,  on  obaeryera  que  requation  ^=p, 

ovLdy=pdx,  donne^=pjc— yid/i;  mettant  pourx 
sa  valeur  P  ,  il  yiendra  y  =  Pp—  fPdp  :  Tintegrale 
demandee  sera  donc  le  resultkt  de  Telimination  de  p , 
«ntre  les  deux  ^quations 

x=P,y  =  Pp^/Pdp. 
8cit,  par  exemple,  acdr  +  adjf  =  i  v/dx*  +  dy» , 
ou  x^ap  =  b  v/Z-j-^ ,  en  ^crivant  p  au  lieu  de 
Cette  demidre  ^quation  donne  imm^atemetit 

x=—ap  +  b^i+p\  P=z—cp+b\/i+p\ 
et  parconsequent 

y  ==  ip/H^  — ;  ^?»*  -  bfdp  /T+^\ 

1270.  Je  traiterai  encore  le  cas  oA  les  deux  variables 
entreat  en  mSme  temps  dans  T^quation  proposee  ;  mai^ 
en  supposant  que  Tune  d*elles,j^,  par  exemple,  n*y 
nionte  qu'au  premier  degre.  On  obtient  alors  egal  a 
une  fonction  de  x  et  de      ensorte  que 

dy=Rdx  +  Sdp, 

et  parconsequent 

pdx=Rdx  +  Sdp  ou  (^R—p)dx  +  Sdp^o. 

Si  Ton  paryenait  a  integrer  cette  demi^re ,  on  aurait 
entre  p^xet une  constante  arbitraire ,  une  relation ,  au 
moyen  de  laquelle  chassant  p  de  r^quation  proposee , 
on  obtiendrait  une  equation  primitive ,  qui ,  renfermant 
tioe  constante  arbitraire ,  serait  Tintigrale  cherchee. 
Yoic]  une  formule  tr^s-^tendue  et  tres-remarquablcj 
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comprise  dans  le  cas  g^n^ral ,  et  dont  Tintegration  s*exe«- 
cute  facilement. 

Si  r^quation  proposee  peut  ^tre  mise  sous  la  forme 
y=px     P,et  que  P  ne  renferme  que  le  coefficient  p , 

oaaurady=pdx  +  ^a:  +  ^-^dp-,  etpuisquedy=pdx, 
il  restera  T&piation     +        d/>=    qui  se  dicom- 

posera  en  deux  f acteurs  x  +      =  o  ^  dp  =  o.  £limi- 

nantp  entre  le  premier  et  T^quation  proposie ,  on  aura 
une  equation  primitive  qui  satisfera  k  Ul  propos^ ,  mais 
qui ,  ne  contenant  point  de  constante  arbitraire ,  ne 
tera  que  particuli^re.  Le  second  facteur  s'int^gre  et 
donne  p  =  c  ,  ou  dy  =  cdx  ety  =  ca;  +  c\  Les  cons- 
tantes  c  et  ne  sont  pas  arbitraires  toutes  deux;  car 
en  faisant  dans  T^quation  propos^e  p=zc  ,  cn  a 
=  cx  -f-  C  >  C  etant  ce  que  devi$nt  P  dans  la  mime 
circonstance ,  et  on  tire  de  la  c'  =  C  :  Vintegrale  de 
la  propos^  est  donc^ = co?  -f^  C  ^  et  s*obtient  en  chan- 
geant  p  en  c. 

Soit  ponr  exemple  r^qu^tion 

ydx  —  xdy  =  n  |/3x*"^"dy*. 

Ellesemet  d^ab^rd  sous  la  forme 


^=px+/»»/i+p»; 
cn  la  diSerentiant  o^  jtf  ouve 


•t  k  canse  que  dy  =  pdx ,  3  restera 

Bba 
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scdp  H — r^l^L,  =  o. 
Cette  iquation  se  dteompose  en  deux  facteurs 
x-4 — -==1  =  0,  et  dp  =  o; 

la  tecond  conduiti  p=c,  el  rintigrale  demandee  eatt 

y  =:cx+  V^i  4-c*. 
Le  premier  facteur  donne 

substituant  dans  Tequation  proposee,  on  a  y*^a^z=^, 
equation  qui  ne  renferme  point  de  constante  arbitraire, 
qui  n*est  point  comprise  dans  Tintegrale 

y  =  cx  +  n\/7+?, 

et  telle  neanmoins  que  les  valeurs  de^  et  dedy ,  qui 
•'en  deduisent,  satisFont  k  Tequation  differentielle  pro- 
posie ,  dont  elie  ofFre  parconsequent  une  solution  par-* 
ticuliire.  Je  reyiendrai  dans  la  suite  snr  ce  genre  da 
•olntions. 

De  tintigration  des  iquatiom  dijferen'- 
tielles  du  second  ordre  et  des  ordrei 
supirieurs. 

371.  La  difficulti  dlntigrer  les  iquations  devienC 
d*autant  ,plns  grande  que  ces  iquations  sont  d*un 
ordre  pius  eleve;  et  Ton  n*^  r^asit  gu^re  que  par 
rapport  i  un  petit  nombre  d^iquatioBs  tris-limitees. 
On  a  deji  va  dans  le  n''  nao «  comment  il  faut  ttaiter  les 
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iquations  de  la  forme  j^rrX,  Xderignant  unefonc- 

tion  de  x',  c*e8t  pourquoi  je  passerai  tout  de  auite  a 
celles  qui  ne  renferment  que  deux  coefficient  diffe-r 
rentiels. 

Dans  le  second  ordre ,  ces  ^quations  ne  contiennent  que 
^  »    lorsqu^on  y  fait  pour  abriger         >  co 

qui  donne  ^  =  ^,  ellesconduisenta  ^=:P^  P 

•tant  une  fonction  de  p.  On  tire  de  U  dx  et 

parconfiequent  x  = J-^l  mettant  pour  dx  sa  va- 
leur  dans  requation  dy  =  pdr ,  on  trouye  aussi 
y  =  y^^^  •  3  »G  s'agit  plus  que  d*iliminer  p  entre 

les  deux  equations  x=C+ «t jrsrC-fi J*"^^  » 

ponr  ayoir  rintegrale  en  x  ety.  Elle  sera  compl^te ,  car 
elle  renfermera  deux  constantes  arbitraire^;  etilsuit  en 
eifet  du  n?  44»  Tint^grale  de  toute  ^quation  du  second 
ordre  n*en  pent  contenir  qu*un  pareil  nombre.  L*elimi- 
nation  d^  p  ne  pourra  se  faire  que  lorsqu^on  aura 
clTectu^  les  int^grations  indiqu^es ;  mais  par  les  qua- 
dratures  on  construira  la  cdurbe  cherchee^ 

s 

Soit  pour  exemple  requation  ^^^jj^^  = 

mettantpdx  pour  dy,  et  dpdr  pourdy,  on  changera 

3 

cette  equation  eii  ^  '    —  =  « ,  et  on  en  tirera 

Bb3 
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L'int^gration  donnera 
ap 


eliminant  p,  il  viendra     — C)*+iy  —  Cy-=z(^. 

L'eqnation  differentielle  propos^e  n*est  antre  cliose 
que  Texpression  gen^rale  du  rayon  de  courbure^egaleea 
iine  constante  0(99) ;  et^  comme  on  deyait  8*y  attendre, 
Tintegrale  est  Tequation  da  cercle  ayant  cette  constante 
pour  rayon, 

«79.  H  est  ilt  propos  de  remarqoer  qde  les  iqua- 
tioBs  x=C+y^  et  y^C+J"-^  satisfoit, 

chacnne  enpaniciilieT,  a  r^qualiondifflirentielle^=/', 

et  qu*en  supposant  les  seconds  membres  integris ,  elles 
ne  seraient  qne  du  premier  ordre  :  il  y  a  donc  dans  oe 
cas  deux  ^quations  de  cet  ordre  qui  satirfont  i  Tequa- 
tion  propos6e  dn  eecond,  et  qui  en  sont  parconsiquent 
les  intigrjdes^  tandisqu^une  ^qnation  dupremier  ordre 
ii*a  qu*une  seule  int^grale.  II  est  facile  d*apperceyoir  la 
raison  de  cette  difference.  • 

Soit  U=o  y  une  6qnation  primitive  entre  x,y  et  deux 
constantes  C  et  C  :  si  on  differentie  deux  fois  de  suite 
cette  ^quation,  on  pourra  eliminer  entre  l/^=o, 
d?7=o,  d^t/=o ,  les  deux  constantes,  et  arriver  ainsi  k 
une  ^quation  du  secondordre  qui  en  soit  independante; 
mais  la  oombuiaisdndes  ^quations  U'z=zO  etdU=o, 
conduiraadeux  equationsdifferentes  du  premier  ordre  : 
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runcresulterade  relimination  de  C ,  et  Tantre  de  celle 
de  C.  Je  les  designe  par  ^=o,  V'=o  \  il  est  6>idcnt 
que  Ton  parviendra  a  Tequation  du  second  ordre  ,  en 
eliminant  Centre  /^=o  et  d/^bro,  ou  bien  C  entre  ^'=o 
ct  AVz=.o :  chacune  des  iquations  V=Oy  V'=q  ,  est 
doDc  Tintegrale  de  celledu  second  ordre.  On  lesappelle 
integrales  premi^es  y  pour  les  distinguer  de  Tequation 
primitiye  U^o ,  qui  est  Yintegrdle  seconde. 

II  est  facile  de  Toir  que  Ton  deduira  Tequation  r/=o, 
des  deux  ^uations  V=:o  et  V=o,  cn  eliminant  entr'elles 

le  coelEcient  diifercntiel  ^  =  o ,  ct  que  parconsequent 

on  aurarint^ale  seconde»  ourequation  primitiTc  d*une 

^quation  du  «econd  ordre ,  lorsqiie  Ton  connaitR  set 

deux  int^gr^es  premieresi  etquon  poun:^  en  chas- 

dy 
ser  -3^. 

Ces  remarques  8*6tendent  ^ux  equations  d^  tous  les 
ordres.  PourletroUi^fne>parexemple,  riquation  primi- . 
tiyc  doit  contenir  trois  constantes  arbitraires  (44);et 
Ton  parvient  a  Tequation  diifercntielle  de  cet  ordre  ^ 
en  eliniinant  ces  constantes  cntre  les  ^quations 

17  =  0,   dr/=o,   d*i;=o,  ePU=o; 

mais  si  on  ne  chasse  que  deux  constantes ,  on  aura  trois 
equations  difFerentielles  du  second  ordre,  puisqu*oh 
pourra  con^ryet  chacune  destroisconstantes  a  son  tour. 
Les  equations  qu'on  obtient  ainsi ,  sont  des  intigrales 
premiires  deVequation  diiTerentielle  du  troisi^m^ordre , 
qui  resultera  necessairement  de  Telimination  de  lacons- 
tante  qu^elles  renferment.  Les  int^grale^  iecondes  sont 
ici  les  ^quations  du  premier  ordre  que  donn^  Telimination 
de  chacune  des  coustantes,  entre  les  6quations  U  =  o 

.  Bb  4 
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dU=o,  et  Fequation  primitiye  Z7=o  est  Yintegrale 
troisieme.  Sans  pousser  plus  loin  ces  considerations  ^  on 
doit  en  conclure  qu*une  iquaXion  differentielle  de 
tordre  n  a  un  nombre  n  d'integrales  premiires ,  et 
comme  ces  integrales  sont  de  lordre  nr^i ,  elles  ne 
renferment  que  les  n — i  coefficiens 

dx*    6x^* dx^-^' 

Bi  donc  on  peut  Ics  ^liminer ,  on  aura  Tintigrale  r% 
ou  Tequation  primitiye  qui  r^pond  k  T^quation  diffe- 
rentielle  propos^. 

273.  On  ramine  en  g^n^ral  k  Tint^gration  des  fonc- 
tions  d*une  seule  yariable^  les  ^qnations  d'un  ordre  quel- 
conqne^  dans  lesquelles  i;n  coefficient  diff^rentiel  est 
cxprimi  par  oelui  de  Tordre  immMiatementinf^rieur. 

d^V 

En  effet,  si  Ton  ayait^  par  exemple^  -t^  em  fonc- 
tion  de        on  ferait       =  q ,  d'oii  il  risulterait 
=  partonsiquentrequation  proposie  serait 

transformee  en     =       Q  repr^sentant  une  fonc- 

tion  donn^  de  q.  .  On  conclnrait  de  cette  demiere 
equation 

puis  de  ^  =  ^,  on  tirerait  successiyement 
,=/-to/^=/^(/^+c)  +  C; 
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rintegrale  deniandee  serait  donc  le  resultat  de  Teli- 
mination  de  q  entre  les  deux  equations 

et  il  j  aurait  trois  constantes  arbitraires  dans  le  r^ 
aultat.  On  etendrait  facilelnent  ce  proced^  a  un  ordre 
quelconque. 

fl74-  Je  m'occuperai  dans  cet  article  de  reqnadon 
2^  =s  F,  F  d^signant  une  fonction  quelconqne  iey. 

Si  on  fait  dy  ^pdx,  on  peut  en  tirer  dx=^,  cequi 

donne^=^  =  ^fe  •  «^Jistituant  dans  la  proposee, 

il  en  r^sulte  pdp  =  Fdy ;  et  en  integrant,  on  trouve 
p*=  a/rdy4-  C,  d'ou  il  suit 

p^^^^yC+QfYdy  et  a=/%=lL==+C'. 

H  est  bon  d'observer  que  Vintegration  ci^Iessus  pent 
«*eiFectuer  en  multipliant  la  proposee  par  dy ;  car  il 

vientalors^.^=rdy,  et  conmie  .  on  a 

= ^^"^^ + °"  aJ=^^^+^7i^- 

Si  on  applique  ce  procede  a  Tequation 
d^  |/^  =  dx». 


•n  aura 


d!y_    i_  dy 

\/ay*    dxdx  \/ay\ 
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en  integrant.  Changeant  C  en  — = ,  on  tirera  de  li 

faisant  enstute  c<f>V^y  =  s>  il  Yiendra 
ct  cnfin 

= f  J  -  2  - + c' = f  ( v<5;-c)  V7+Vy + c  . 

a^S.  La  mcthode  sniTie  dana  le  precedent  ra- 
mene  en  g^n^ral  arintegration  desfQnctions  d*une  seule 
variable,  les  equations  d*an  ordre  quelconque»  daDS 
lesquelles  un  coefiicient  di(F6rentieI  est  donn^  par  ce- 
lui  deTordre  inferieur  de  dcux  unites.  Si  Fon  ayait, 

par  exemple,  ^  en  fonction  de  on  reprisen- 
terait         par     d*oi  il  auiyrait 

d^  Aq         dV  d'</ 

et  la  propos^e  aerait  transformee  eu 

Q  designant  une  fonction  donnee  de  En  multipliant 
idors  les  deux  membres  par  d^ ,  il  viendrait 
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cl'o6  on  tirerait,  commc  dans  le  n*  prteedent, 
mab  de      —  q  ,  on  conclut  succcssivement 

Vintigrale  serait  parcons6quent  le  resultat  dc  lelimi- 
■ation  de  q ,  entre  les  deux  ^quations 


^  V/?/^d(7+C\*/  V/3/Qd</+C^  / 

contenant  quatre  constantes  arbitraires.  On  traiterait 
de  meme  les  ^quations  analogues^  dans  les  ordres  plus 
eleves. 

376.  On  a  vu  dans  le  Calcul  differentiel  (ii5), 
que  pass^  le  premier  ordre ,  la  forme  des  equations  dif- 
ferentielles  changeait^  suivant  qu'on  prenait  x  ou  ^  1 
ou  m§me  une  fonction  de  ces  quantit6s ,  pour  v^ffioble 
independante ,  et  que  cela  revenait  k  regarder  suc- 
cessivement  comme  constante  dx  ,  ou  d^ ,  ou  une 
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fonction  donnee  de  ces  differentielles  et  de  leurs  varia' 
bles;  il  est  donc  necessaire ,  lorsqu^onse  proposed'in* 
tegrerime  equation  qui  passe  le  premier  ordre  ^  de  sayoir 
dans  laquelle  de  ces  hypoth^ses  elle  a  et^  calculee.  Let 
exemples  precedens  repondaient  tous  a  la  supposition 
de  y  ^gal  4  une  fonction  de  a?|  et  parconsequent  de 
dx  constant;  mais  il  sera  facile  de  reconnaitre  parmi  les 
equations  relatiyes  a  d*antres  h^rpotheses,  celles  qui 
peuvent  s  y  rapporter. 

H  est  d'abord  evident ,  qu*en  designant  par  Q  une 
dx 

fonction  quelconque  de  3-  ,  toute  equation  de  la 
d*jc 

forme  g^  =  (),  et  dans  laquelle  dy  est  regardi 

conune  constant  ^  se  traitera  de  mdmeque  celle  du  n*^  227 1 , 

*.  .      dx         d*x    da  ^  1 
enfaisantj-=9,  etg-j-=  ji'.  On  peut  encore  la  ra- 

y  d* 

mener  immMiatement  k  la  forme^^sP,  enpassant, 
par  le  procede  du  n^  1 16,  a  la  supposition  de  dx  cons- 
tant ,  ce  qui  se  f era ,  par  la  substitution  de  —  ^  /- ,  k  la 

1  j 
piace  de  . 

^  dy^  . 

Si  Tequation  propos^e  e&t  iti  prise  dans  rhypoth^ 
de  v/dr*-f-dy*  constant ,  et  qu'elle  ne  renfermi^t  quc 
dr,  dy,  d^,  ou  dy,  dx,  d*x,  elle  rentrerait  encore 
dans  le  cas  du  n**  371 ,  apris  qu'on  Faurait  transfor- 
m^e  en  une  autre  dans  laquelle  dr  fut  constant. 

^77.  Je  passe  maintenant  aux  ^quations  qui  con- 

tiennentles  deux  coeSiciejas  dilTerentiels  > 
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Tamble  ind^pendantea?.  H  est  ^yidentque  ces^quations 
*e  ram^nent  sar-Ie-champ  an  premier  ordre ,  par  la  sub-  ' 
ttitution  de  pdx  et  de  dpdr ,  au  lieu  de  d^  etde  d^.  Si 
on  peut  int^grer  la  transform^e  y  et  que  Ton  parvienne  4 
en  tirer  Texpression  de  p  en  x  ^  on  obtiendra  y  par 
Tequation  y  =/ pdr ;  et  si  cette  transform^e  donnaitai 
en      on  ferait  usage  de  la  formule 

jr=px— /jcdpCaSg). 

Je  ne  m*arr^terai  point  k  d^tailler  les  differens  cas 
int^grables  que  pr^sentent  les  ^quadons  propos^es;  ils 
se  d^couyriront  ais^ment  par  Tapplication  des  diyers 
procM^s  enseignes  pr^edemment  ponr  integrer  les 
^quationi  du  premier  ordre. 

Si  les  iquations  propos^es  itaient  entre  ^ ,       et  y , 

on  les  raminerait  au  caspricMent^  en  prenant  dy  cons- 
tant ,  au  lieu  de  dx,  ou  bien  en  chassantdx^aumoyen 

de  saTaleur       tir^e  de  T^quation  dy  =pdr ;  etom 
P 

aurait  ainsi 

*JL_de_edp. 
dx*     dx  dy 

la  transformte  ne  renferroerait  alors  que  p,  dp  et  Ay. 
Si  cUe  pouyait  8*int^grer,  et  qu'elle  donnilt  p  en 

on  trouyeraitx  par  Iaformulex=^^,  et  par  la  for^ 
.  mule  ^^*^ +^ lorsqu^on  auraitjf  en  p. 
Soit,  par  exemple,  T^ation  diffirentiella 

(dx^+d/)'  

d«d>  
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X  disigaant  une  fonction  donnie   de  x  teul ;  cetlt 

iquation  se  tranflforme  en 


3 


ou 

dx   dp 

"x —  r 

Ea  intigrant  il  yient 


dx  ^ 


/*dx 

je  repr&ente/  Cpar       et  il  en  reault* 

VLx  n*est  pan  dffidle  de  rem«rquer  qne  les  proeMcs 
de  cet  article  et  du  pr^cident,  ramineraient  a  Tordre 
infirieur  ^  toute  ^uation  d*un  ordre  quelconque ,  ou 
il  n*entrerait  qu*une  des  variableB  et  lea  coeflEMdeni 
diffiirentiels  de  rnne  ou  de  Tautre. 

378.  II  existe  encore  dans  le  second  ordre  ^  d^autres 
formes  d*6quations  dont  on  pent  obtenir  les  egnatioiw 
primitives ,  ou  au  moins  la  reduction  au  pcemier  oxdre; 
mais  elles  sont  trop  particuli^res  pour  trouver  place 
ici.  Ce  qn'il  7  a  de  plns  remarquable  dans  cet  ordre 
et  dans  les  suivans ,  ce  sont  les  propri^t^s  des  iquations 
du  premier  degr6 ,  6quations  form^es  d*apr^s  celle  da 
if  flS^ ,  et  dont  le  caract^re  est  de  ne  contenir  la  fonc- 
tion  cherchie  et  ses  differentielles  qu*au  premier  degr^. 
laa  forme  de  ces  ^quations  est  dans  le  second  ordre 

d^  +  Pd^dx  +  (>ydx»  =  ftdi*. 
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dans  le  troisieme 

d?y  4-  Pdyd^  +  Qdydx*  +  Rydx^  =5dr»,  * 
et  en  g6n^al 

d-^  +  Pd'— 'j^dr  +  Qd^-^dx*. . .  .+Uydx^=iFdx^ 

les  lettres  P,  Qy  U  et  F ,  designant  desfonc- 

tions  donnees  de  x. 

L*equation  du  premier  degri  et  dti  second  ordre 

d^  +  Pd^dr  +  Qydaf  =  Bdx*  , 

■te  ram^ne  a  Tequation 

d»2;  +  Pdsda?  +  Qzdx*  =  o , 

par  la  m^me  transformation  qui  a  servi  dans  le  n^  aS^ 
a  faire  dependre 

dy  +-  Pydx  -^"Qdx,  jfe  d«  +  Pzdx=o. 

En  effet ,  la  supposition  de    =  Xs  donae 

e^  =  Xdz+isdX, 

dy=  Xd*z+  2dXiz  +  zA^X, 

•t  change  T^quation  proposie  en 

X-(d^"+ Pdzdx  +  <?ad>) 
+  adXda  +  PzdXds  +zd*X=  iU^. 

Si  on  fait 

d««  +  Pdttlr  +  (>a4c*  =0 , 

et  qa'on  pa^nne  a  tiirer  de  cette  ^quaftion  la  vakur 
Ae  z  en  X,  og^  auM  poar  ditenniner  k  foaction  X, 
Teqaation 
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adXdz  +  PzdXdx  +  zd^X=t  Rdr*, 

qui ,  par  r^pport  aux  variabks  x  et  X,  rentre  dans 
cellesdu  2277  ;  et  faisant  dX^zX^dx,  elle  se  chan- 
gera  an 

2X'dz  +  PzjTda:  +  zdX[  =  Bdx, 

Cette  equation  n*etant  que  du  premier  degre  et  dn 
premier  ordre  par  rapport  a  X^,  conduit  (aS^)  a 

r^sultat  qui  devient 

en  obserrant  que 

on  aura  ensuite 

X=ifX!dx+C,      jf=«/jrdx  +  C'«. 

2279.  II  faut  bien  remarqyer  qu*il  n*e8t  pas  nf^cessaire 
d*avoir  Tintegrale  complete  de  T^quation 

.  d*z  +  Pd»dj;+Qzdar»=5  0, 

mais  seulement  une  valeur  patticuli^re  de  z ,  qai  y  sa- 
tisfasse ;  car  les  constantes  arbitraires  sont  comprises 
implicitement  dans  Texpression  dey. 

Lft 


Digitized  by  Google 


DE    dALC^L    IN  T  E'ri  A     £.  J^ot 
Le  calcul  pr6cedent  fait  voir  enifcore  que  de  cette* 
Valeur  de  z  on  deduirait  aussi  Tintegfale  compUte  de 
r^uation  en  z ;  car  si  Ton  fait  R=o^  TequatioB  en  y 
deviendra  semblable  a  ceile-ci ,  on  aura 

«t.  ^  y  =  «/X'dx+C* 

fera  rint^grale  complete  de  requatfon 

d^  +  Pdj^ir  +  Qydje  =  o , 
4i  4tant  alors  une  valeur  paiticulicre' dfe  jf.  * 
1280.  L*equdtion 

se  ramene  au  premrer  ordre ,  en  £iL\$ani  z=e  t  de- 
fignant  xme  nouvelle  variable  ;  car  00  a  par  ce  moyea 

dt^c^^^tdx,     d-z^/^^^Cfdx^  +  d/dx) ; 

]a  fonction  e/^^  devient  facteur  commun  de  r^quation 
proposee  qui  se  reduit  i 

t*dr* -H  Adx  4- Fldx*  +        = o , 

ott  i  ■      d/  +Cr*'4i^        Q)  dx  =  o  (*). 

Lorsque  les  coefEciens  P  et  Q  scmt  codstand,  je  les' 
designe  par  >^  et     :  reqilafioii  \ 


(*)  U  ett  bon  de  remarqner  qde  ki  transformation  eS!ac;ui^,  ci^ 
detfOf  ramtocn^  en  ^(fral ,  au.  premier  ordrp  toate  cquntion  da 
tccond,  bomogine  par  rapport  aux  qdadtit^^^s,  Ss,  d*s,.CMti- 
dit^e*  conmie  dCi  wilJtfef  di§6ocm:  .  . 

Ca/c.  int^gr.  Cq 
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deyient 

^  +  i^  +  At  +  B)dx=o, 
«t  se  tronye  siparie  en  lui  donnant  la  forma 

 hdx=o; 

mais  comme  on  n*a  besoin  que  d'y  satisfaire ,  on  ap- 
per^oit  facilement  que  si  Ton  fait  t=sim,m  etant  uo« 
constante ,  on  aura  d^=  et 

m*  +  Jm  +  B  =  o. 

Citte  demiere  iquation  donne  en  g^niral  deux  yaleun 
pour  m  \  $i  on  les  repre»ente  par  m'  et  m",  on  aura  ausn 

pour  c^*^  deux  valeurs,  savoir : 

on  aura  donc  en  mime  temps  deux  yaleurs  particuliirei 
de  % ,  sayoir  - 

«  =  6^*  et  »  =  c"^'- 

On  pourrait  avec  Tune  de  ces  yaleurstrouyer  ^  comma 
il  a  ete  indique  plus  haut,  la  yaleur  complete  de 
maisdana^Ies  equationsduBecond  ordre,  de  laforme  de 
celles-ci ,  on  obtient  sur-le-champ  la  valeur  completa 
de  la  fonction ,  lorsqu^on  en  a  deux  valeurs  particu* 
li^res  a'et  z\  en  prenant 

C  et  C  d^gnant  deux  constantes  arbitraires ;  car  si 
Ton  snbstitue  cette  valeur  et  ses  differentielles ,  et  qu'on 
rassemble  les  termes  multiplies  par  la  m6me  constante^ 
on  tronvera 

C  (dV  +  Pdz'dx  +  Qz^ebd") 
-+ C  (d  V  +  Pda^doF  +  ) , 
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rtwlmqni.Wantit,  indipendanunent  d«  ooiwante, 

Cetcr  pm8qaele8q„antitisquin.ultiplientce8cons- 
^tes  .evanoiu«ent  en  meme  temp.  Jae  le  premiet 
niembre  de  r^quation  proposee. 

a8i.  Qnand  le>  yalem  de  w  «,nt  i«i,6in.ira,,  ^ 
parconaequent  de  la  fonno  ,  «t 

«r^^l^-^rscos/fx-v^siniar; 

•=e*'C(C+C)cosfa+(tf..C)|/=r.i.^,3.  . 
•t  &isant 

(c~c')|/zrr«^. 

on  a  i       ^  r      A.a^«.^  .. 

•ubien  :  . 

Cc  s 
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d§m9fflt:iBa[>mplkte ;  il  &iidrBit  dane  ce  cas  6e  aerrir  de 
la  Y^ux  pvdculi^e  zT=ze^'*  poar  obtenir  rintegrale 
covn^te ,  smYant  le  proced6  du  279  ;  niais  on  j 
parvient  plns  facilement  par  des  oODsiderations  ana* 
logues  a  celles  du  n^  56 ,  en  snpposant  que  m'  diiCere 
i^m^  d'iue  ^  qtiantite  trds-pettte. 

Soit  en  gineral     = -f  A ;  il  en  resulte 

direloppaotje**  suiTant  les  pniMiVice»  4e   ,  on  a 
»  C  +  C.  -H  Cfec-t.  C      +  etc.) 

•n  poiant 

i 

Cette  dtrni^re  exp^ion^qvi  satisfakila  proposie 
pour  toutes  les  yaleuri  de  k ,  convient  encore,  il^^o, 

98a.  ^bitmaintenant  'I^^iaition  j^tA  g^flende^ 

dy  +  AAyix  +  Byij^  =;  /Idr». 
On  a  pour  V^quation 

d*apri8  les  formules  du  n*  278^ 
y=zpC'ix+.Cz  \.  . 
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eette  expmiion  ,  .reqfeniiant  lieux  cDmtantels  arbi^ 
traires ,  est  complete ,  ensorte  qu*il  ne  8*agit  plus  quo 
d'y  Bubstituer  tine  valeur  ^articuK^e  de  V^^Aoa 
proposee ,  depend  de 

et  comme  lea  coefiiciens  A  ^iB  «ont  xonrtlAis,  bk 
iatisfait  a  cette  demiere  ^n  supposiant  ^-^d^  ^ 

•n  aura  doHc,  a  cause  de  P^ui^  . 
yz=2  C^a-^ +e«*/e-(^+^>dx(/e^r^^"^'jlda:  +  C) 

£n  integrant  par  parties,  on  trouvera  qae 
/•-("^^'da/6(^>/idx 

ai  on  aubstitue  cette  valein:  4lan«  rex^^aioa  die 
qu*apr^s  lesriductioiiioniB^e  ii.Alap]a€«— (iiT+m) 
il  yiendra 

m—n 

TO-— I»  * 


(*)  La  formiik  k  intl^rer  ioi  r^vieht  k 

Cc  3 
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ou,  chaiigeaiit  la  forme  des  constantea  arbitndret; 

H  est  facQe  de  voir  que  la  qnantite  n  est  la  seconde 
racine  de  T^quation  +  Am  +  Bz=:Of  poisqae  ^  par 
rhji^potb^e  m^Mis^-^ji. 

Lorsque  ced  raciiies  sont  imaginaires »  on  transfonne 
Texpression  de  y  par  le  moyen  des  sinus  et  des  cosinns, 
comme  dans  le  n*  a8i  ;  ou  bien  en  supposant  dans 
Texpression  gin^rale  de   ^  ' 

«=e**cos/8x,  ou  «rsc^^sinjar, 

yaleurs  particulidres  qui  r^sultent  de  la  seconde  expres- 
lion  compl^t^  de  2,  dans  Je  n^  cite,  lorsqn*on  Faitc3cO| 
ou  c'  3c=o ,  et  en  integrant  par  parties ,  on  trouye 

^  e^^sixifixfe^^Rix cosfix^ cos&c/g^^/tdj^injSg} 

+  . 

Dans le  cas  oii  Yon  amzsn,  Texpression  trouT^e  plus 
luut  pbur  deyient  incompl^te ,  comme  dans  le  n*  deji 
eite,  et  la  seconde  l{>artie  de  cette  expression  se  pr^ 
sente  alors  sons  la  forme  | ;  mais  on  6lude  cette  diffi- 
cuh^  en  observant  que  A  devient  ^gal  k  —  M^et  qae 
dans  cette  hypoth^se  T^quaticm 

y^Cf^'+  e-^/e^^^^^^dxC/e^^+^^^^fldx  +  O 
se  reduit  k 

y^Ce^+i^fdxC/^Rdx+C-i: 
en  intigrank  ou  troavt 


« 
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ou 

y^e^iCx+C^+i^Xxfe-^Rix-^fir^Rxax)^^ 

On  rencontre  freqnemment ,  dans  lea  applicationt 
de  TAnalyse  i  la  .Physique  cileste^  Tiqaation 

ponr  laqnelle 

m=a|/^ir>  on  «=0  et  /8==«; 
son  intigrale  sera  donc 

y=pco$ax  +  gsiuax 

^  sin  axfRjx  cos  ax—co»ax fRAx  sin  ttc^ 

La  fonction  A  a  ordinairement  la  forme 

^-f-J?co8/3x-f-  Ccos^^x  +  etc.  ' 

'Ai  By  C,  etc.  itant  des  coefHciens  constans  y0,y,  etc.  de- 
tignant  des  nomfires  entiers ;  et  les  integrations  indiqn^ 
t*effectuent  par  le  procMi  du  n^  196. 

aS5.  L'int£gration  de  riqnation 

d^+  Pdjidx+Qzdj^sso, 

pent  rarement  5*effectuer ^  lorsqne  les  coefliciens  P  et 
aont  yariables ;  on  j  reussit ,  par  exemple ,  lorsque 

A  B 
a  +  bxr  ^'^{a+bxY 

On  a  (fiSo) 

Cc  4 
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faisant 

(a  +  ix  )  dm  +  (  m«  +  (    — i  )  m  + )  dr 
On  satisfait  eucore  ^  cette  equation  en  prenant 
dm  =  o  et  m*-|-(-^— 6)m  +  -P=o, 
d*oij  on  tice  deux  valenrs  de  i*^  eavc^ : 


m'  m 


mais  pui^^e 

*  =  /'^'  =  (o+ftx)  * , 

on  aura 

«84*  L'equation  genirde 

d«y  -f  Pd«-'  ydx  +  Qd«-*j^d   +  Uydx'  =rdr», 

jouit  de  proprietes  analogues  a  celles  que  je  vient 
d*exposer  sur  Tequatioa  ctn  preinier.  degre  et  dn  se- 
<jqnjl  ordre. 

1  "^.  porsqpe  le  terme  Fd^  y  manqof  ^  en  qit*^e  ee^ 

de  la  forme 

d-2  +  Pd-^-^sdx  +.Qd'*^zdaf  . .  +  Uzdx*  = 
i}  suIBt  de  conn^tre  on  non^r^  n  ^e  y^^V?  ^fVOk* 
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cxilr^ea  d&z,  pqnr  ol>t;«|ur  sur-le->cjbaixip  l*<«^i«Mioa 
f^nG^f\e  de  .ceft^  fc^c^oa,  entorte  qpe  si  oa  .^^i^nf 
par  a,,  z»,  Z3,  aj„,  qes  yaleurs,  qn  aur^ 

Ci,  C^,  .... .  jC„,  /ktiUit  de^  conataQites  ar^bjitiau?^»* 

Cette  proposition  est  facile  k  prouver ;  car  il  est  ^yi- 
dent  que  chacune  des  equationg 

C.(d-z,+Pd»-%dx+Qd— z.Ar*. . .  +  l7«,clr«)=o 
C^{d%^Pd'^'^  i  .+Vz^cbf)z=o 

C(d-z«+/'d»-'2,da:+^d«-*2;i^, .  .+|/«,4p^>=!©  , 

^tant  identiqiie ,  par  lliypolb^se,  leur  somxne  don>iera 
une  ^quation  identique  qui  sera  ^recis^e^l^  (f^e ^*Q^ 
obtieDdrait  en  mettant  danslaproposie,  alaplace  des 
et  de  ses  differeritieilM  >  les  valeurs  qui  tesultent  de 
Texpression  gep^j^le  dp 

fion 

+ Pd»-'jfdj7  +  (>d«-^ydr» . . .  +  l^dx»=  ;PUc" 
de  celle  de  Tequation 

d«a  +  Pd»-'4d:p  +  . . .  +  i7?4?p"  =  o. 

Cela  se  prouye  facilement,  en  suppos^t  me  jl^ 
)eur  de^  soit  de  la  meme  forme  que  celle  de  z  ,  mais 
que  les  quantites*  C^ ,  4^^,  63 . .  9u  iien  4'4tve  «oqs- 
^t^s  Gpnime  c^r4e||U0|  aa^fat  des  fonctions  de  x. 
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troisi^me  ordre  sevlement :  il  yienty=3C,2,+^«^+C3^» 
expression  dans  laquelle  il  faut  d^terminer  Ci,  et  €$, 
de  maniere  qu*elle  satisfasse  a 

+*Pd^da;  +  Qdyij^  +  Vyda?  =  Fdi^. 

Si  on  forme  snccessiyement  les  yaleurs  de  dy ,  d^ 
et  d^y,  en  traitant  C^,  Ca,  Cz,  comme  des  yanables; 
on  trouyera  d^abord 

djr==C,ds.-fCsdz.H-C3dzs+2i|dC.+ZadCa+zsdCs ; 

mais  comme  on'a  trois  qnantites  i  determiner,  et 
que  la  quesdon  proposee  n*offre  qu*une  condition ,  on 
en  peut  choisir  deux  autres  k  yolont^ ,  et  faire  en 
cons^uence 

StdCi  +  z»dC«  +  zjdCs = o  ^ 

ce  qni  donnera 

dy  =  C.dz»  +  Cadz.  +  Csdzj. 

£n  differentiant  cette  yaleur »  il  yiendra 

d^=C,d*z,+C,d*Zt+Ced*Z3+<Ja.dC.+d2»dCs+dB3dCj; 

posant  encore 

dzidCi  +  dztdC»  +  dz^dCs  = 

il  restera 

d^=  C,d%  +  C.*Z.+  C3d*Z5, 

d*oii  on  tirera 

d^  =  C.d«z,  +  C^^z.  +  Csd^zji 

+d%dC,  +d«z.dC,+  *Z3JCi: 
Par  la  subfititfitim  det  ydenrs  de  y,dy,  d^  et  d^y^ 
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r^quation  proposee  deyiendra 

+C^{d^zs+Pdh^+qdz^+Uz^a?) 
-fd%dC.+  d%dCt+d»xsdC,  ) 

•tte  reduira  k 

d%dC,  +  d%dC,  4-  d^asdCj  =  Fds? , 

pnisqae  les  fonctions  z^,  z^  et  23^  aatiafont  ir^qoa^ 
tion 

d?z  +  PdHAx  +  QdxAj^  +  UxAj?  =0 : 

fl  exUtera  donc  entre  les  diff^entielles  dCi ,  dC»  «t 
dCs,  les  trois  iqiiations 

«idC,+  aadC,+  «3dCs=o 
ds,dC,+  d&adC,4-  dz^C^- 
d«z,dC,-fd»z,dC^+d'*3dC3: 

dont  on  tirera  les  valeurs  de  chacune  de  ces  diffe- 
rentielles^  exprimees  en  x  et  en  dx  y  lorsque  celles 
cle  2, ,  23>  etc.  seront  coniines.  On  endMuirapar 
Felimination  des  resultats  de  la  forme 

dC,  =  X,dx,     dCa  =  :tadx,     dC3  =  X3da:, 
doik 

C,=/X,dx+c„  C^/X.da:+c.,  Cj^/Xadx+cj;  ' 
et  parconsequent 

j»,(/X,dx+c.>+*.(/X,da:-|-cO+«3(/^3d^+C3)  , 
tera  Tintegrale  compUte  de  requation  proposee. 
Si  Von  ne  connaissait  que  deux  yaleurs  particuliires 


s=o  ) 

3=0  }, 
^^Fdj^  } 
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de  la  proposee  ne  pourrait  sinttigtfx  qu^arec  le  «e* 
cours  d*une  eguation  du  secoud  ordre,  £n  effeti  oa 
aurait  alors 

m  faisant 

j5,dC,  +  Zt/iC^  =  o ; 

mais  puiaqa*Q«i  ne  poturtah  dispos^r  ^ua^^ilne  ftnile  det 
quantites  C,  et  C^ ,  il  faudrait  employer  le  diyelop-» 
pament  icomplet  de  chy  ^  qui  serait 

d^=  C,d*2,  +  C^d%  +  d5,dCi  +.didCi^ 

ce  qui  do^i^rait 

d^=C,d3s,+ C;d'2.+2d%dCrHd«S5adCs 

+d5,d*A+fk,d»C.. 

Substituant  dansfa  |Ht)po8ie ,  et  reduisant  de  la  m^e 
maniere  que  ^H-dessus,  on  obtiendrait 

dz,d»C»+a6.d*C»+2d«s.dC,  +ad»ZadC^  l— 

'  +/'dz,dC,dx+Pdz»dC.da  J  ~^  • 

6quation  de  laqudle  on  ohaflsera  dC*  etd*Ct ,  en  tirant 
leurs  yaleurs  de  requation2,dC,+£AdCft  =  o,  et  de  sa 
dilFfirentielle;  la  resnltante  ne  contedant  que  d^C, « 
dC, ,  et  des  fonctions  de  x,  se  ramenera  aii  premier 
ordre  (377).. 

EnGn,  Iorsqu*on  n'anra  qu*une  seule  valeur  de 
on  tombera  sur  une  iquation  auxiliaire  du  troisitoe 
ordre^  redoctible  au  seqond ;  c*e8t  ce  dont  il  ett  facib 
de  se  conyaincre,  en  mettant  dans  la  proposee, 

C,a, ,    e,dz,+2i,dCi ,    C,d*2;,+ad2;,dC,  +2i,d*C4  ^ 
C,d^,+3d^,dC,+3d&,d*Ca+**d'C, . 


Digitized  by  Google 


BE^CALCOL    IJSTiotLkL.  ^lS 
mx  liea  de 

y,  dy,  d«y  et  dy  : 

r^quatioirprodiiite  par  ces  substitutions  pourra  $e  ri- 
duire  d 

»id'C,+3dzid*C.   -f3d«z,dC,  x 

+Pz,d»C»da;+2Pdz,dC,dx  [  =f^djc*. 
+^z,dC,dx*'  ) 

Si  1*011  suppose  V—o^  r^quation  en^  devient  ia 
meme  que  celle  qui  doitdonner  et  paroon«equentles 
calculs  prec6den8'font  yoir  comment  avec  deux,  ou 
«eulement  une  valeur  particuli^re  decettefonction^  pn* 
peut  parvenir  a  son  expresaion  generale. 

La  methode  appliqu^e  ci-dessus  a  Tequation  du 
premier  degini'  et<»du  tcoiai^me  ordra,  conFenant  atax 
equations  du  meme  degre  dans  tous  lcs  ordres,  oip 
conclut  de  ce  qui  prec^de  ,  que  si  /k>/t  a  un  nombre  a 
de  valeurs  partwuli^es-de'^ ,  onierrd^duirtt-imm^diate^ 
ment  rexpression  generale  de  cette  fonction;  et  ton 
parviendta  a  la  mithe  ifxpression ,  dans  le  cas  oil  Von 
ne  cMtnaitrait  ' qne^ii'^!  n)aleurs  particuKh^es ,  en  int^- 
gmnt  utVB^  ^qtiation  du  premier  d^gt^  et  ^  dti  premier 
ordre  t  cette.  propDsitiou  ast  duefa .  La^ang»>  ^akuA  qne> 
li  demonsfration  que  j6..vieBS  d^en  donnet. 

n85.  L*kp]ation 

d"«  +  M^^zdi^^^d^-^zdJb^  . +  J)«djc«  z=  o 

ne  p^t  s*integrer  dans  tom  Ie6  cas.;  n;iai9ony^1iifitttai 
faisaM  z=e^,  lofsque  les  coelHciens  P,  Q,. .  .U,  «ont 
consUns  ,  p«reeqiie  dmts  <»tttt-hypothdsfe  ellc  de^ent 
divisible  par  e^dx*,  apres  la  subadtution.  des^  valeups 
de'  z,  dz,  d"z,  d"z,  qui  sont.  . 
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on  tronye  alors 

m'+Pm*-^  +  Qm*-*  .+  U=zo. 

Si  'on  d^gne  par  pti ,  m»^  les  i»  racines dt 

cette  ^quation^  on  aura 

m^x  m^  m^ 

et  parcons^quent 

Telle  est  Texpression  generale  de  z  lorsque  los  ra-* 
cines  mi ,  m»  ^ . . . .  sont  toutes  inegales  et  r^elles. 

Si ,  parmi  ces.  racines ,  il  8'en  troure  d*imaginaires  , 
comme  elles  vont  toujours  par  paires^  de  la  forme 

on  pourra  faire  disparaitre  les  V^-^,  en  cbangeantles 
exponentielles  en  sinus  et  en  cosiiius^  par  les  formnles 
du  n*  164;  et  si  m^  et  m^  sont  deux  racines  iuMginairies 

de  la  m§me  paire,  les  termes  Cie^*^  +  Ca.e'^  ^ 
qu'elles  foumissent  a  la  yatenr  compUte  de  S|  de^ 
viendront  (981) 

=^C(C,+C,)  cos  l3a?+  (C|— C.)  sin  fix} 
= ei**  (ci  cos  jSx -f- c.  sin  jSx)  =pe*' sin  (jir -f- ^  ). 

'  Si  quelques-unes  des  racines  m^ ,  m^,  etc.  d&yienneat 
igales  entr'elles,  la  valeur  compl^te  de  z  perd  de  sa  ge- 
niriHtk^  parce^'aIors  plusieun  diM  constaates  Ci, 
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Cs,  etc.  se  reduisent  a  nne  seule,  ainsi  qa*onl*a 
Ttt  pour  le  deuxiime  ordre  (fl8i).  Soit  d*abord mx—mt, : 

lesdeux  termes  Cj^^^  +  Cj^^  n'en  donneront  qu*un, 

•avoir^  (Ci+d^c'''**;  Texpression  de  z  ne  rcnfermera 
plus  qu*un  nombre  n— i  de  constantes  arbitraires ;  mais 
•i  on  suppose  m^-ssjn^-^k,  on  trouvera 

,e      +C»c      s=:c      (C,-f-Cae  ) 

ce  qui ,  en  changeant  C^+C^  en  c, ,  et  CJi  en  c* ,  de* 
Tiendra 

c      f  c,  +C.X  +  Cm—+  etc.  1 , 

et  c"^'*(c,+c.x),  en  faisant  A=o. 

SabftitBantcatte  quantit^ala  placedeC,e'"'^+C^'"*^, 
la  valeur  de  z  reprendra  la  g^niraliti  qu'elle  doit  avoii 
pour  ^tre  rint^grald  complete  de  r^nation  propoa^ ; 
aora  donc 

z = c^**  (  Ci + c*x)  -f"  C^^+  etc. 

Pour  arriver  au  eas  oi^  m,  =  ms=m3y  on  fera  dans 
k  risttltat  prteMent  ms = m,  +  A^,  et  il  deyiendra 

«=c"**^(c,+CaX+C3e*  ^)  +  etc. 
En  d^eloppant  c*'*,  on  tronyera 

-'"'"'Q.+Cj+^c.+C^ftO^+C^^+Cal^+etc.^+etc. 

diangeant  les  constantes 

tf*  +  Ct,  Cii+  C,fc'  et  C% — ,  en  c^,  c.  et  c^; 
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il  en  r^Iten 
z=e^'^  ^c, +c^+ CsPif  +  C3  ~  +  etc  .^. + etc* 

«t  «'^«^•^(ct  +  c»j:  -f  <^3Ai*)'+  etc.  loraqne  :=  o: 
On  trouyera  de  la  m^me  maniere  que  A 

flt|       IRt  ^^'TZS'^^  ^4  f 

Texpresaion  generale  de  z  sera 

z^e"^^^  {ci  +  c^+c^  +c^3i?)  +  etc. 

€t  ainai  de  suite. 

a86.  Si  Toii  a  un  nombre  md*^quatioii8  differentielles 
du  premier  degr^^  renSermadt  uh  nombre  m  -|- 1  de  va- 
riables ,  une  seule  de  ces  variables  aera  independaote ,  et 
les  m  autres  en  serbnt  des  fonctions.  Quand'  ces  der- 
ni^res  et  leurs  oodffieiens  dilf<ir^nti€)s'ne  s^el^vtr6ntpai 
ao-dteUi  de  la-  premi^re  puiKsamce ,  dutt  les  eijtkatiooi 
proposi^s^  qufseront  alors  dc^premier  degre ,  on  potlita; 
par  la  methode  indiquee  au  n''  119^  pafvenir  4  ant 
^quation  differentielle  du  gremier  degre  entre  Tune  da 
fonctions*!  dSferminef  et  ^a^variabfe  que  rorf  regarde 
comme  independante ;  mais  oil  peut  quelquefnis  eyiter 
les  .calculsde  relimtbation  ^  en  int^gpant  conjointemeaf 
les  ^quations  proposees. 

D^AIembert  est  le  pretaie)-  qtfi  se  soit  occupi  de 
Tint^gration  immediatb  de  pltisifeilir^' equations  diff^ren^ 
tiellfo ;  et  la  nfethode  qu*il  imagina  dans  cettFoccasion 
cst  trop  ingenieuse  ^ouir  p^ass^i^sbus^^sil^be.' 

Soient,  i*.  les  equations 

du  +  {Ati  +  Bx  )  d/=  m, 
dJt+C^tt+^x^dtzsT^d/i' 


» 
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oik  Von  regarde  les  Tariables  u  et  x  comme  des  fono- 
tions  de  la  variable  mdependaiite  t\  si  on  multiplie  la 
seconde  par  an  facteur  0,  fonction  de  t,  et  qa'oxi 
Tajonte  ensaite  k  la  premi^re^  il  viendra 

r^sultat  qui  rentrerait  dans  Tequation  du  premier  degr6 
et  du  premier  ordre^  a  deox  yariables  seulement^  si 
Fon  ayait 

piusqa'en  faiiant 

on  tronyerait 

dz  +  (^A  +  jfVy  zAt  =  iT+  T^fl)  dt. 

Pour  que  la  condition  exig^e  soit  rempUe,  il  faut 
en  gineral  que 

^B  +  B^i  ^B+m^^^ 


A+Af^''  ^'A+A'i' 

chassant  S  de  la  seconde  iquation ,  on  en  diduira  un» 
relation  entre  les  coelliciens  A,      A^,  V, 

Lorsque  ces  coeiBciens  seront  eonstans,  ell& 
satisfaite  immidiatement^  en  sapposant  A  constant;  et 
ce  facteur  sera  determine  par  la  premi^e  iquation , 
qui  ne  monte  qu*au  second  degre.  Si  on  desijgne  par  9^ 
et  les  yaleurs  de  S,  qul  seront'  aussi'  celfes  de 
B  +  B^i 

j^^jjfl'»  par  a,  et  0.,  cellcs  dtA+A^B;  enfin^ 
par  Ti  et  T»,  celles  de^^i^^i      trouyera  (aS^) 

jl+  Ji-Q 

ces  deux  equations  primitiYes  l 

Calc.  integr.  Dd  * 
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u  +  B,x  =  e-^'*  (^"''T^id^  +  >^i) , 

?i  +  9.X  =        U^^^TAt  +  >.) , 

desquelles  on  tirera  les  expressionB  generales  de  u  t% 
de       et  od  yx  et      so;it  des  constantesarbitraires. 

Les  ^quations  propos6es  ne  paraissent  pas  d^abord 
aussi  g^n^rales  qu'elles  pourraient  r^tre,  parce  que 
toutes  les  dilFerentielles  n*entrent  pas  a-la-fpis  dans 
chacune ;  mais  si  Ton  ayait  les  ^quations  suivantes : 

MAu  +  N6x  +  (Pu  +  ^x)  df  =  Mt, 
M'Au+  N'ix+  (yu+  qx)id  =  Rdt, 

on  les  ram^nerait  facilement  auxpren^^res ,  en  eliminant 
^lternativement  dx  et  du :  on  pourraitaussiy  appliquer 
immediatement  le  procede ;  mais  le  calcul  est  plus 
simple  dans  la  premi^re  forme  >  laquelle  d'ailleurs  se 
rencontre  le  plus  frequemment  dans  les  applications. 
J*observerai  enfin  qu*on  aurait  pu  se  procurer  une 
indetermin^e  de  plus^  en  multipliant  lapremiere  des 
equations  propos6es  par  un  facteur  aussi  bien  que  la 
seconde ;  mais  cela  est  inutile  pour  Ije  cas  oi!i  les  coeifi* 
ciens  du  premier  membre  sont  constans ,  l^  seul  don^ 
il  soit  k  propos  de  s'occuper  ici. 

d^.  Soient  les  ^quations 

dtt  +  {Ju  +  Bx  +  Cy^At  =  Tit, 
Ax  +  (^u+  B'x+  Cy)At  =  T^d^ 
dy  +  (^''u+  Brx+  Cy)At  =  T'it, 

dans  lesquelles  les  coefficiens  du  premier  membre  d^ 
signent  des  constantes;  on  multipliera  la  deuxi^me 
6  y  la  troisi^me  par  6';  on  les  ajoutera  ensuite  aveq 
)a  premiere  ;  ce  qui  donnera  un  r&ultat,  qu'on  ipettr^ 
^is^meut  sous  la  forme 
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dii+edx+a'dy4- 

Pour  qu*il  puisse  se  changer  en  une  ^uatiou  du  pre- 
mier  degre  et  du  premier  ordre  a  deux  variabies ,  il 
faudra  qne 

IT+M+A^'  ^  —  A  +  A^B  +  A-r 

Ces  derbieres  equations ,  qui  determinent  6  et  fi',  con- 
duisent  par  ]*e1imination  ^  a  uue  equation  iinale  en  S 
ou  en  oit  Tinconnue,  apres  les  reductions  conve^ 
nables,  ne  monte  qu*au  troisi^me  degre. 

Considerant,  en  particulier,  chacune  des  racines  de 
cette  derniire,  on  obtiendra  trois  ^quations  primi-^ 
tives  de  I^  forme 

u  +  6,x  +  B\y  =  e-"'*  (/e^**  T'dt  +  >,) 

u  +  fl.x  +  V^y  =  e-"*'  ife^*'  T,dt  +  y,) 

u+B^  +  Vsy~  e-"''  ifef"^'  ndt  +  ys) 

387.  D'AIembert  applique  aux  ^quations  du  pre- 
mier  degre  d'un  ordre  quelconque,  ce  proc^de,  qu'on 
itend  aans  peine  k  un  nombre  quelconque  d*equation8 
du  prehiier  degre  et  du  premier  ordre ;  et  pour  cela 
il  ramSne  les  premi^res  aux  secondes.  Ajant,  par 
•xemple,  denx  ^quations  de  la  forme 

d*u+  {Adu  +  B  dx) dt  +  (Cu  +  Dx)  dt^=  Tdt\ 
+  iA'du  +  B^dx)  dt  +  {Cu  +  l/x)  dt'  =  Tdt\ 

fait  du=pdt^  dx  =  qdt\  etil  a  parcons^quent  entre 

Dd9 


Digitized  by  Google 


4^0  TRAITE  ^LEMENTAIRE 

les  cinq  variabUs  q  ,t^ue%x,lea  qnatre  equation» 
du  premier  ordre 

dp  +  (Jp  +  Bq  +  Cu  +  Dx)dt  =  Tdt, 
dq  +  {A^p  +      +  Ctt  +  I/x)  dt  =  Tdt , 
du — pAt  =  o , 
dx—qdt  =  o, 

qu*il  traite  alors  par  la  m^thode  du  prec6dent. 

Cet  artifice  d^analyse  s*appliqae  egalementaux  equa- 
tions  du  premier  degre  de  tous  les  ordres  y  quel  que  soit 
leur  nombre. 

M^thodes  pour  risoudre  par  approocimation 
les  ^quatiqns  differentielles  du  premicr 
et  du  second  ordre. 

a88.  Apr^s  avoir  epuise  les  mojens  conniis  ponr  in-> 
tegrer  tme  equation  diiFerentielle,  il  faut  chercher  k  la 
r^soudre  par  approximation ,  c^est-^-dire,  i  en  tirer  la 
valeur  de  ^  en  x ,  au  moyen  d*une  s6rie.  L*idee  qni  se 
prisente  la  premiere  pour  cela ,  est  de  prendre  poury 
une  s^rie  a  coeiliciens  indetermines  ^  ordonn^e  suivant 
les  puissances  de  x  \  mais  il  faut  le  plus  souvent  des 
artilices  particuliers  pour  determiner  les  exposans» 
Iorsqu*iIs  ne  suivent  pas  la  progression  des  nombre» 
entiers.  Quand  la  forme  de  cette  serie  est  connue^ 
on  parvient  k  trouver  ses  coefGciens,  en  la  substituant 
ainsi  que  sa  differentielle  j  au  lieu  de  jr  et  de  dy,. 
dans  Tequation  propos^e. 

Si  on  avait^  par  exemple,  Tequation 

dy  +ydx  =:  mx"dx 

on  supposerait 
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y=zAx''+  Bx^'^'  +  Cx"^  +  etc. 

mettant  cette  valeur ,  ainsi  que  celle  de  dy,  qui  en  ri-^ 
sulte^dans  dy +ydt=:77ix*dx ,  cn  observant  d'a8sembler 
les  termes  de  maniere  qu'on  puisse  former  un  nombre 
suilisant  d*^quations  pour  determiner  les  exposans  etles 
coemciens,  sanstomber  dansdes  contradictions,  onaurait 

m 

^quation  qui  deviendraitidentique  enfai8ant/t=dt — i  > 
aucc=«+i,et  A=^,B=  ~^  ,,C=.. 


et  on  trouverait 


(n+i)(ii+fl) 
+'(n+i)(n+fl)(/»+3)~'*'^J 


Ccttevaleurde^  cstincomplete,  puisqu*elle  ne  ren- 
ferme  point  de  constante  arbitraire,  et  il  en  serade  meme 
pour  tous  les  cas  ou  la  constante  ne  peut  etre  isolee  de 
la-variable  x^  dans  le  developpement  de  Vintegrale; 
voici  comment  on  pourrait  en  obtenir  une  qui  eQt 
toute  la  gen^ralit^  que  comporte  une  integrale : 

1189.  Soit  f(x,    c)=o  rint6graled*une^quation  difFfi- 
rentielle  quelcodque ;  pour  en  determiner  la  constante 
il  faudrait  connaitre  la  valeur  Aey  qui  r^pond  a  une 
certaine  valeur  de  x;  sayoir,  par  exemple ,  quej^&^ 

Dd3 
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quand  x=a:  au  raoyen  de  cette  condition  on  an- 
raitf(a,  b,  c)=o,d*ou  ontireraitlavaleiirdecen  aet 
II  est  evident  qu'on  reniplira  le  meme  but  en  preparant 
Texpression  de^,  deduite  derequationdifTerentielle,  de 
maniere  qu*en  y  faisajit  ar=:  a ,  il  en  resuhey-^zb ;  or  , 
c'estce  quipeut  s^elfectueren  posant  x=a-^t ,  y=b+u, 
et  prenant  pour  representer  u ,  une  scrie  dont  tous  les 
termes  s*evanouissent  quand  r=o. 

L'equation  dy ydxTz^nix^^djc  devient  par  cette 
transformation  di^  +  (6  -j-  u)  d/ = m  (a-|- 1)",  et  faisant 

u  =^i*  +  +  a*+^  +  etc. 

on'  trouvera 

«^«*-'+(fl6+i)Z?£*+(*+2)a*+'+etc.^ 

+  &     +         ^t*+  Bf^-^^+etcX  —  o; 

— ma" — m- a"-' ^ — m "^"    ^  -a"~'r*+etc.\ 

il  faudra  supposer  dans  cette  equation  1=0,  ou 
ct  =  1 ,  et  il  viendra 

^  =  ma" — b,  B  =  ! —  , 

mn  (71  —  1 )  a"~"  —  mna""*  +  ma"  —  6 
C  =  ^  ,  ,  etc. 

290.  La  serie  de  Taylor  s*applique  immediatementa 
la  meme  recherche.  En  regardant  b  comme  une  fono- 
tion  de  a,  cette  quantite  deviendra 

,  ,  di  i     d»6        .  d^i  , 

*+d^r+d?T:^+d;^rx3+  ^'^- 

lorsque  a  se  changera  ena  +  t\  et  oa  atira  parcon- 
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«equent 

Mais  puisque  a  et  b  sont  deux  valeurs  correspondantesL 
de  jc  ^t  de    ,  il  doit  y  avoir  entr'elles  et  le  coefii- 

cient        la  m^me  relation  qu'entre         ®*  ^  • 

trouvera  doncla  valeur  de^,  en  mettant  a  et.iala 

place  de  x  et  deji ,  dans  Tequation  proposee ;  et  les  dif- 

ferentielles  successives  de  ce  resultat  donneront  les  va-r 

,       ,  d*i  d'b  ,    ,  , 

leursdeg^,         etc.  par  un  caJcul  absolument  sem- 

blable  a  celui  du  4^« 

Cette  sfeie  sera  en  general  convergente,  lorsque  t  sera 
ti*es-petit ;  et  pour  s*elever  a  des  valeura  de  x  plus  con- 
siderables  que  a+i ,  il  faudra  faire  a-|-f=a, ,  b-i-u."  b^ , 
substituer  ces  quantites  dans  Fequation  difFerentielle 

proposee ,   afin  d'en  conclure  les  coefiiciens  ^  , 

,  etc.  au  moyen  desquels  on  formera  une  nou- 

velle  valeur  de  y,  correspondante  a  a,  +  ^  et  exprl- 
mee  par  une  s^rie  semblable  a  la  precedente.  On  fera 
usage  de  cette  derniere ,  tant  qu'e!le  sera  convergente  , 
et  on  en  formera  ensuite  une  autre ,  comme  il  vient 
d*etre  dit. 

Ce  procede  ^esse  d'etre  applicable  quand  quel- 
qu'un  des  coefiiciens  diff^erentiels  devient  infini ;  mais 
cela  n'arrive  que  parceque  la  fonction  est  reellement 
infinie  quand  x=a,  ou  parcequ*alars  la  serie  qui  ex-» 
prime  cette  fonction  doit  renfermer  des  puissances  frao- 

Dd4 
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tionnaires  de  x.  Le  premier .  cas  aurait  lieu ,  par  ^ 

dx 

exemple ,  pour  Tequation  dy  =      ^ ,  dont  1  mtegrale 

est  y  =  c\  (x — a)  ;  il  faut  alors  prendre  la  premiere 
valeur  de  x,  differente  de  a.  Dans  le  second  cas,  il 
faut  determiner  les  exposans  de  la  serie  qui  doit  repre- 
senter  y ,  et  lorsquon  les  connait ,  on  peut  encore  se 
servir  de  la  serie  de  Taylor.  Si;  par  exemple,  la  serie 

M  m 

procedait  suivant  les  puissances  de  a:",  on  ferait  x"=2 ; 
on  transFormerait  en  consequence  Viquation  difFeren- 
tielle  proposee,  et  on  developperait  apr^s  ,  suivant  Ids 
puissances  de  z;  aureste^  on  a  di)  remarquer  que  le 
premier  moyen  (  aS^  )  est  exempt  de  cet  incon* 
yenient. 

39 1 .  Ce  sont  encore  les  m^mesprocM^s  qu*on  applique 
aux  equations  du  second  ordre  et  des  ordres  sup^ 
rieurs.  Le  plus  general  est  celni  dans  lequel  on  prend 
pour  une  serie  dont  les  exposans  sont  indetermines 
aussi  bien  que  les  coefEciens;  l*exemple  suivant  don^ 
nera  une  idee  de  la  maniere  dont  on  obtient  la  yaleur 
desuns  etdes  autres. 

Soit  r^quation 

d^  -f-  axydx^  =  o ; 

ii  on  suppose 

^  =  ^x*  +  Bx*'^^  +  Cx*"**^^  +.etc.  ^ 

et  que  la  suite  des  exposans  soit  croissante^  ou  que 
J  soit  positif ,  on  pourra,  en  supposant  x  tres-petit, 
concevoir  que  ^  se  reduise  ason  premier  terme,  par- 
ceque  les  suivans  sont  trop  petits  pour  to-e  compa- 
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rables  a  ce  premier.  Daos  cette  hypoth^se ,  on|pourra 
se  boraer  a  prendre 

y = ^jc* ,     d*^' = tt  (* — 1 )  Ax*^^^dx*f 
et  l'equation  proposee  deviendra 

II  ne  sera  pas  possible  de  determiner  «&  pour  que 
les  deux  exposans  «e— s  et  «e+n  deviennent  egaux  , 
excepte  dansle  cas  particulier  oi\  71= — 2;  maisTex- 
posant  de  o?  etant  plus  considerable  dans  le  second 
terme  que  dans  le  pfemier,  on  peut  negliger  Tun  de 
ces  termes  vis-a-vis  de  Tautre,  et  ]*equation  se  trou- 
vera  verifiee ,  par  approximation,  de  deux  manieres, 
savoir,  en  prenant       o,  et  flt=i ,  parceque  Tune  et 

rautrehypotbese  fait ^vanouir  le  terme  «e(* — 
qui  est  le  plus  grand  de  requation  :  A  reste  donc  in- 
determin^ ,  et  Ton  a  deux  series ,  Tune  commen^ant 
par  A  y  Tautre  par  Ax* 

En  prenant  successivement 

y=A  +  Bx^+  Cx^^  +  etc. 

y:=zAx  +  Bx''^^^  +  Cx"^^  +  etc. 

et  snbstituant  ces  valeurs,  ainsi  que  les  valeurs  corres- 
pondantes  de  d^,  on  reconnaitra,  en  ordonnant  les 
termes;  que  f  doit  €tre  egal  a  a;  et  determinant dans 
chaque  cas  les  coefliciens  A,  B,  Cy  etc.  onparviendra 
a  ces  deux  series  : 
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(n  t  O  («+3)  ^(«H<-i)(n+a)(anH-3)(an+4) 
(n+i)(n+a)(an4-3)(an+4)(3n+5)(3n+b)"^*'^*'- 
^     (n+3)  (n+3)"*"(n+a)(n+3)  (an+4)(3n+5) 

(/i+fl)(n+3)(an+4)(3/i+5)(3«+6)(3/i+7)  ^  ' 

Les  developpemens  rapportes  plus  haut  ne  sont  quc 
particuliera ,  puisqu*ils  ne  Contiennent  que  la  constante 
arbitraire  mais  en  ecrivant  dans  le  dernier  Ai  a  la 
place  de  ^  ^  et  prenant  ensuite  leur  somme ,  on  aura , 
a.  cause  de  la  forme  particuliere  de  Texemple  propose , 
(279)  une  expression  generale  de 

Tout  ce  qui  a  ete  dit  dans  le  n'  290,  sur  les  equa- 
tions  du  premier  ordre ,  peut  s'appliquer  a  celles  du 
second ,  avec  cette  seule  dilFerence  que  le  second  terme 
des  series  rapportees  dans  cet  article  doit  etre  regarde 
comme  arbitraire,  puisque  Vequation  proposee  ne  donne 

que  le  coeflicient       et  ceux  qui  le  suivent.  Pour  de- 

terminer  entierement  Texpression  de  y ,  il  faut  donc 
connaitre  ce  que  deviennent  cette  fonction  et  son  pre- 
mier  coeilicient  difTerentiel ,  lorsque  x  rejoit  une  va- 
leur  particuliere  a,  ou  bien  encore  avoir  deux  valeurs 
particuUeres  de  y,  correspondantes  a  deux  valeure 
donnees  de  x;  mais  ce  dernier  proced^  n'est  appli- 
cable  en  g^neral  qu'a  Tintegrale  seconde ,  exprimee 
par  un  nombre  fini  de  termes. 

292.  Les  procedes  approximatlfs  foumis  par  la  serie 
deTaylor ,  et  qui  s'6tendent  a  tous  les  ordres  ,  font  voir 
qiie  les  ^quations  difTerentielles  a  deux  variables  sont 
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toujours  possibles  ,  cest-a-dire  qu'on  peut  toujours 
assigner  des  valeurs  soit  rigoureuses  ^  soit  approchees  ^ 
de  la  fonction  qu^elles  determinent  :  la  m§me  chose 
se  prouve  aussi  par  des  considerations  geometriques. 
£n  eiTet  ^  quand  il  s'agit  d*une  equation  du  premier 

dy 

ordre ,  on  en  tite  la  valeur  du  coeiEcient  ^  qui  exprime 

la  tangente  trigonometrique  de  Tangle  que  fait  avec  la 
Lgne  des  abscisses ,  la  tangente  de  la  courbe  relative 
a  cetle  equation  prenant  donc  le  point  M^fig,  5o ,  cor- 
respondant  aux  coordonnees  AP-^a^  PM=  b ,  on  me- 
nera  la  ligne  MT^  faisant  avec  MQ^  parallele  a  AB  ^ 

1'aogle  M'MQ ,  igal  a  celui  dont  la  tangente  est  ^  ; 

cette  droite  touchera  la  courbe  cherch^e ,  au  point  Af. 
En  regardantla  courbe  et  sa  tangente,  comme  confon- 
dues  ensemble,  dans  les  environs  du  point  de  contact ,  la 
droite  TM  determinera ,  pour  un  point  P^ ,  infiniment 
proche  de  P^Vordonnee  P'M'  avec  laquelle  on  calcule- 
ra,  par  Vequatioil dilFerentielle  proposee , la  tangente  de 
Tangle  M"M'QioTmt  aupointM ',par  latangente  T'M^ 
consecutive  a  TM.  La  continuation  de  ce  procede  donne- , 
ra  tin  polygone  qui ,  a  mespre  qu'on  en  multipliera  les 
cotes ,  differera  d'autant  moins  de  la  courbe  a  laquelle  f 
appartient  Tequation  proposee.  II  resulte  aussi  de  cette 
construction ,  qu'une  equation  difFerentielle  du  premier 
ordre  represente  uneinGnitede  courbes ,  puisqu'onpeut 
prendre  le  premier  point  M  oii  on  voudra. 

Dans  les  equations  du  second  ordre ,  qui  ne  donnent 

4jue  le  coefiicient       ,  on  substitue  les  paraboles  os- 

culatrices  aux  tangentes.  Ayant  pris  arbitrairement  un 
premierpoint  dont  Fabscisse  etTordonnee  soientx=aj 
y^^b,  on  formera  requation 


Digitized  by  Google 


4fl5  TRAITE  ELEMENTAIRE 

qui  appartient  k  une  parabole  passant  par  ce  poiQt. 
£n  la  difFerentiant  deux  fois  de  suite ,  on  en  tire 

^  =  A,    ^  = 
dx-        *    djc*  * 

le  coelEcient  j4  deraeure  arbitraire ;  mais  B  est  deter- 
mine  en  mettant  dans  Tequation  proposee ,  a,b  et  , 

.  au  lieu  de  x,  y  ^       on  construit  donc  en  premier 

•53.1ieu,  une  parabole  MN ,  fig.  53  ,  qui  passe  par  le 
point  M ,  et  dont  la  tangente  k  ce  point  fasse  avec 
Tabscisse  un  angle  dont  la  tangente  trigonom^trique 
•oit  donn^e.  On  calcule  la  valeur  de  Tordonnee  P^M' 

dy 

de  cette  courbe  et  celle  ^e  ^ ,  correspondantes  a  un 

point  JP',  pris  tresj-pres  du  point  P ,  sur  Taxe  des  abs- 
cisses ;  puismettant  ces valeurs  dans  Tequation  diiTeren-- 

tielle  propos6e,  on  en  deduit  une  nouveile  valeur  de 

En  representant  celle-ci  par  B^,  et  faisant  b^  et  Ai  celles 

de  P^M'  et  de      ,  on  forme  T^quation 

y  —  bi  =  J,  (x  — a,)+^i  (JC  — a.)* 

de  la  seconde  parabole  osculatrice  avec  laqnelle  on  en 
determinerait  une  troisii^me ,  et  ainsi  de  suite. 

On  modifierait  ais^ment  ce  proced^,  pour  y  rempla- 
cer  la  parabole  osculatrice  par  le  cercle  osculateur , 
ou  pour  Tetendre  a  tous  les  ordres. 
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Des  solutions  particuli^res  des  iquations 
diff&rentielles  du  premier  ordre. 

29?.  Dans  le  270  il  s^est  present^  pour  une  ^qua- 
tion  diiFerentielle  y  une  solution  particuliire  qui  ne 
rivait  pas  de  Fintegrale  complete ,  et  Ton  n*est  parvenu 
dani  le  n^  ^88^  qu'A  une  valeurdejr  sans  constante 
arbitraire  ;  ces  deux  circonstances  font  naitre  les  ques- 
tions  suivantes  :  d'ou  viennent  les .  solutions  particu- 
liires?  ,et  comment  distinguersi  une  ^quation  primitive 
qui  satisfait  d  une  ^quation  difflirentielle  propos^e , 
dirive  ou  non  de  son  int^grcJe7  c'est  ce  dont  je  vaii 
m*occuper« 

La  relation  qui  existe  entre  une  ^quation  diffe- 
rentielle  et  son  int^grale  est  telle  qne  cette  der- 
ni^re  ^quivaut  a  un  nombre  infini  d*6quations  primi- 
tives  ,  qu*on  obtiendrait  en  donnant  successivement 
a  la  constante  arbitraire  toutes  les  valeurs  possibles , 
et  dont  chacune  satisferait  k  F^quation  differentielle 
(  43  )•  On  d^signe  ces  diverses  ^quations  primitives 
fous  le  nom  Sint^grales  particuliires ,  puisqne  ce 
8ont  des  cas  particuUers  de  Tint^grale  compl^te.  Leg 
sobitions  particuliires ,  dont  le  nombre  est  toujours 
limiti ,  sont  des  iquations  primitives  essentiellement 
differentes  des  integrales  particuli^res.  Ces  solutions 
eonj:  de  deux  sortes ;  les  unes  ne  sont  autre  chose  que 
des  facteurs  de  F^quation  differentielle  proposee ,  dans 
lesquels  dx  et  dy  n*entrent  point ,  qui  parconsequent 
^tant  ^gales  &  z^ro  donnent  des  equations  primitives» 
et  itablissent  entre  o;  et  ^  des  relations  qui  rendent  la 
propos^e  identique.  £n  cherchant  les  diviseurs  com- 
muns  des  fonctions  M  et  N,  om  trouvera  les  solutions 
de  cette  espice ,  dont  est  susceptible  Tequatiom 

JUdx  +  Ndy  =  o. 

r 
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La  seconde  espece  de  solutions  particulieres  dont 
Tequation  ydx  —  xdy  ==  n^dx^  +  dy  (270) a  fourni 
un  exeraple ,  est  liee  intimement  a  Tequation  difFeren- 
tielle  dont  elle  derive  ,  quoiqu'elle  ne  puisse  rentrer 
dans  aucun  des  cas  de  -  Tint^grale  complete  ,  quelque 
valeur  que  Ton  donne  a  la  constante  arbitraire ,  ainsi 
'qu  il  est  facile  de  le  voir  ,  en  comparant  les  equations 
y=zcx  +  n\/ i+c*  et  x^+y  =  n\ 

Voici  la  theorie  que  Lagrange,  en  1774»  donna  de. 
ces  dernieres  solutions ,  regardees  avant  lui  comme 
formant  un  paradoxe  dans  le  Calcul  integral  (*). 

^94-  Les  solutions  particulieres ,  sans  £tre  comprises 

cxplicitement  dans  Tintegrale  coraplete ,  peuvent  nean- 

moins  s*en  dcduire  ,  en  cessant  de  regarder  la  cons- 

tante  arbitr^re  corarae  invariable.  En  efFet ,  soit  U=o, 

une  equation  priraitive  renfermant  les  variables  x,y^ 

et  une  constante  c ;  Tequation  dilTerentielle  correspon- 

dante ,  que  je  designerai  par  ^=  o  ,  sera  le  resultat 

de  relimiBation  de  cette  constante  ,  entre  les  equa- 

dC/  ,     ,  dC/  ,  , 
tions  U=Oy       Qx  +       Qy=o  (43) ;  mais  si  on 

suppose  que  c  soit  une  f6nction  quelconque  de  x,  on 
donnera  a  1'equation  U  =  o  une  extension  telle  qu*elle 
pourra  representer  une  equation  quelconque  a  deux 

{*)  II  les  appcla  intcgral^  pnrticulu^rcs ,  el  donna  le  nom 
de  soluttons  jKti  ticuIicrcs^aux  (lifTi-rons  cas  de  rintegrnle  coniploie. 
JLapIace,  qui  sVst  occupc  avcc  sticccs  clu  mcme  sujct  avant  La- 
grange,  cmploie  ccs  dcnominations  dans  un  sons  inverse,  et  je 
Tai  suivi.  Jl  ni^a  scniblc  qiie  Ics  cqualions  prirnitivcs ,  qui  resolve nt 
les  ckjuations  difFcreniiclles  snns  ctrc  comprises  dans  leur  intcgral« 
compl^te,  ne  s'ohtenant  poini  par  Ics  proccdcs  de  rintegration  ,  ne 
dcvaent  pas  portcr  un  nom  qui  rappcllc  ccs  proccdei« 
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variables  ,  et  parconsequent  aussi  toutes  les  solutions 
particulieres'de  r^quation  /^=o.  Celapos^,  enmettant 

1  equation        dr  -f-       dy  =  o  ,  sous  la  lorme  » 

=  pdx ,  on  observera  que  puisque  Fequation  o 
resulte  de  i'elimination  de  c  entre  1/=  o  etdy=pdx, 
elle  doit  demeurer  la  meme  quelque  valeur  qu*on  donne 
a  c,  et  qu*on  pounait  parconsequent  supposer  c  va- 
riable  ,  pourvu  que  la  loi  de  sa  variation  fut  telle  qu'on 
eiit  toujours  d^=pdx;  or,  quoiqu^en  regardant  c 
comme  variable  aussi  bien  que  x ,  il  vienne  en  general 
dy=pdx4-  ^dc,  p  et  q  etant  des  fonctions  de  x  et 
de  c ,  on  aura  neanmoins  d^  =pdjc  seulement ,  si  ^  =0 : 
determinant  donc  c  par  cette  derniere  equation  ,  et 
substituant  dans  Z7  =  o  la  valeur  qu*on  trouvera  ,  le 
resultat  satisf era  encore  aTequation  difFerentielle  j^^o. 

Dans  ce  qui  precede ,  ^  a  ete  regarde  comme  une 
fonction  de  x  et  de  c :  en  considerant  a  son  tour  x 
conime  une  fonction  de    et  de  c ,  on  mettra  Tequa- 

tion      djc -f-       dy  =  o,  sous  la  forme  dx  =  mdy ; 

et  raisonnant  comme  ci-dessus,  on  trouvera  que,  si  la 
Taleurde  dx,  priseenfaisantvarier  c,  estda=mdy-f-ndc, 
reqiiation  resultante  de  relimination  de  c,  enti'e  7i  =  o 
ct  V—Oy  satisfera  aussi  a  Tequation  dilFerentielle  J'^z=.o. 

Les  eqiiations  primitives  que  donnent  Tun  et  Tautre 
des  procedes  que  je  viens  d*exposer,  sont  necessaire- 
xuent,  ou  des  solutions  particulieres  de  Vequation  /  =0 , 
si  elle  est  susceptible  d'enavoir,  ou  des  cas  particulier» 
de  son  integrale  complete. 

On  peut  comprendre  ces  deux  proccdes  dans  un 
•eul «  en  faisant  evanouir  les  denominatcurs  dans  Te- 
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quation       dx  +      dy  +      dc  =  o ,  diff^rentielle 

de  t/  =  o ,  prise  par  rapport  a  x ,  a  et  a  c.  Elle  ' 
aura  alors  la  forme 

Mdx  +  Ndy  +  Pdc=:  o; 

on  en  tirera 

.4y=-5v^^-]v^^>  ^''=-M^y-M^'* 

et  si  les  fonctions  entieres  M  ^  N  sont  algebriques,  ou 
quoique  transcendantes ,  ne  peuvent  pas  devenir  inBnies 
par  quelque  valeur  de  c ,  le  coeincient  de  dc  ne  dispar- 
raitra  que  par  la  supposition  deP  =  o,  qui  donnera 
ainsi  toutes  les  solutions  {>articulieres  de  V—o. 

Lorsque  T^quation  P  =  o  ne  renferme  que  c  et  des 
constantes,  elle  donne  c  constant  et  ne  conduit  par- 
consequent  qu*a  une  integrale  particuliere.  Quand  c 
ne  se  trouye  qu'au  premier  degre  dans  XJ  y  il  n*entre 
point  dans  Py  qfii  ne  contient  alors  que  les  variables  o?  etj^: 
mais  dans  ce  cas ,  T^quation  P  =  o  satisfait  elle-m^me 
i^=o;  car  L'  =  oetant  delaforme  Q  +  cjP  =  o, 
/^=  o  devient  PdQ  —  QdP  =  o.  Pour  s*assurer  alort 
si  P= o  est  une  solution  particuUere ,  ou  seulement  nne 
integrale  particuli^re ,  on  eliminera  une  des  variables  jc 
ou  y  ,  entre  XJ  —  o  et  P  =  o ;  la  resultante  donnera  c 
variable  dans  le  premier  cas,  et  c  constant  dans  le  se- 
cond.  Si  on  trouvait  c  =  ^ ,  il  en  faudrait  conclure  que 
Tequation  P  =  o ,  est  un  facteur  de  t/  =  o ,  indepen- 
dant  de  la  constante  c ,  et  parconsequent  ^tranger  a 
Tequation  differentielle  V—o. 

1295.  J'appliquerai  maintenant  cette  theorie  a  Tequa- 
tion  ydx — xdy  =  it  ^ ds^+dy^ ,  ayant  pour  integrale 

complete 
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complete y  —  cx=:7i^^i-J-c*( 270 ) en  faisant  va- 
rier  c  en  hieme  temps  que  a:  et^,  et  reduisant  tous 
les  termes  au  meme  denominateur ,  on  aura 

cAxX/iJ^e—Ay  v/i+c»+  (x  v/7+c^+  nc)  dc  =0 ; 
egalant  a  zero  le  coei&cient  jie  dc,  il  vient 


xy/i        +  nc  =  o, 
d'ou  on  tire  c  =  —         . Cette valeurchanger^qua- 

tion  —  cx=n  \/ 1  -J-c*  en  ar*  -f-  y*  =  n*  et  donne  la 
Boludon  particuliere  obtenue  dans  le  n°  cite. 

Toutes  les  equations  de  la  forme^  =  px-j-  JP  (370), 
dans  laquelle  se  trouye  comprise  la  precedente  ,  ont 
aussi  me  solution  particuliere  analogue.  Leur  inte- 
grale  complete ,  represent^e  par  =  cx  +  C,  C  etant 
compose  en  c,  comme  P  Testen  p^donne 

/       dC  \ 
cdx  —  dy  +     + -^)  dc  =  o ; 

mt  poaant  x  +  -g^  =  o,  on  en  tire  la  valeur  de  c,  d*o4 

depend  la  solution  particuliere.  Cette  solution  particu- 
liere  s*est  montree  Iorsqu'on  a  integre  Tequation 
y  zz^px-^-P-y  car  en  la  differentiaiit  on  est  parvenu 
a  une  equation  composee  des  deux  facteurs 

x  +  -g^  =  o,  et  dp  =  o, 

et  le  resultat  de  relimination  de  p  entre 
Calc.  integr.  Ee 
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dP 

serait  le  m^e  que  celui  de  relimination  de  e ,  entre 

dC 

^  =  cx  +  C,  etx  +  -2^=.o. 

Les  ^uations  y=pjc  +P  ont  eteremarquees  d'abord 
par  Clairaut ,  tant  a  cause  de  la  propriete  qu*elles  ont 
de  s*int^grer  facilement,  apres  une  nouvelle  differen- 
tiation ,  que  par  rapport  a  la  solution  particuliere  que 
cette  differentiation  manifeste  sur-le-champ. 

Soit  encore  Tequation 
dont  Vintegrale  est 

X/^a^+y^^—a^^y  +  c,  ou  a;»  — flcy  —  c»--a*=«, 
en  faisant  disparaitre  le  radical.  On  trouve 
xdx  — cdy  —  (jr  +  c)  dc=  o  , 

d'oil  il  resulte 

y  +  c  =  o, 

ct  parconsequent 

V/x^+y— a*  =  o; 

la  solution  particuliere  est  donc  dans  cet  exemple 

ac*+j^  —  a*  =  o. 

agS.  Une  propriet^  des  solutions  particulieres  qui 
se  presente  facilement  sur  ce  dernier  ekemple ,  et  qiu 
est  gen6rale ,  c  est  que  Yeqiuition  differentielie  peiU 
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itre  pr^paree  de  sorte  que  la  solution  particuli^re  en 
devienne  un  facteur,  £n  eifet,  si  on  pose 


on  aura 

xAx  +ydy  =:adtt, 

et  requation  propos^e  deyiendra 

udu  —  udy  =  o. 

Si  on  pfenait  u  =  x*-f-j^  — a*,  le  radical  resterait 
•n  ^vidence  dans  la  transformee  ^  qui  deviendrait 

du— fldy  j/u  =  o; 

•n  la  difFerentiant  on  arriyerait  k 

d-U-fld^/S-.3Zj*  =  0, 

Vu 

mt  iaisant  disparaStre  le  diviseur;  il  en  r^sulterait 
d*u      — fld^u  — dydu  =  o, 

^quation  qui  serait  encore  vMfiee  par  la  suppositioii 
de  u~o.  Ces  transformations  pouyant  etre  continuees 
autant  qu*on  yent^  il  s'ensuit  qu'il  j  a  des  manidres  de 
pr^parer  toutes  les  difF^rentielles  de  la  proposee^  pour 
qne  la  aolution  particuliere  j  satisfasse  aussi,  ce  qui 
n*aurait  pas  lieu  sans  cela  \  car  si ,  quand  on  fait  yarier 

la  constante  c  et  qu*on  pose  ^  =  o ,  on  a ,  pour  la 

solation  conmie  pour  Tintigrale  complete,  Ay-^ipdx, 
|a  yaleur  de  d*^,  deyient  par  la  toli^tion  particiili^re  j 
«  Ee  a 
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dx  dcdr* 

tandis  qu'elle  est  seulement  g£  pour  Imtegrale  com- 

plete  ce  n*e8t  pas  non  plus  au  meme  facteur  que  ces 
deux  valeurs  satisfont  en  gtiueral  :  on  yoit  menie  que 
l'equation  * 

d*u  V^u  — ad^u  —  dydu  =  o , 

serait  yerifiee  par  la  solution  pardcuUere ,  ind^pen- 
damment  des  differentielles  du  second  ordre. 

I.e  d^veloppement  et  les  demonstrations  des  circons- 
tances  que  je  viens  d*indiquer  me  m^neraient  trop  loin; 
on  les  trouvera  dans  im  Memoire  ou  M.  Poisson  a 
^clairci  avec  succes' plusieurs  difiicultes  qni  restaient 
encore  sur  la  tbeorie  des  solutions  particulieres  des  di- 
ters  genres  d'^quations  dilFerentielles.  (  Foy,  leJoumal 
de  tEcole  Polytechnique^  i5^*  cahier). 

.  ^97.  Pour  reconnaitre  par  ce  qui  prefcide  si  nne  eqna- 
tion  primitive  qui  ne  contient  pas  de  constante  arbi- 
traire  ,  et  qui  satisfait  a  une  equation  differentielie 
do)3nee,  en  est  nne  integrale  particuliere^  oa  seule- 
ment  une  solution  particuliere ,  il  faut  en  avoir  Tinte- 
grale  cam]^^e ;  pette  circonstance  qui  n*a  pas  toujottrs 
lien,  cbnduit  naturelleidbnt  a  la  question  suivante  : 

itant  donnee  une  valeur  y  :=X.,<iui  satisfait  d  une 
^quation  differentielle ,  determiner  si  eile  est  ou  non 
Komprise  dans  Vintegrale  compl^te,  ei  en  deduire,  s'il 
est  possible ,  celle-ci, 

£a  8ii{^K>mnt  quon  tire  de  cette  demi^re  z=if^ , 
la  fonc^io»      sera  aecessairement  cbmposee^vec  la 


Digitized  by  Google 


DE  CALCUL  INT1£GRaL. 
variable  x  et  la  constaute  arbitraire  de  mabiere  k 
se  changer  en  X,  par  une  deterniination  convenable  de  C. 
Siondesigne  par  cette  yaleurde  C,  et  qu  on  observe 
que  I4  supposition  de  C=C  donne  'V=.X ,  ou  que  la 
difference  V — X  s*ifevanouit  quaqd  C—  C  =  o,  on  eti 
conclura  que ,  du  moins  par  son  developpement ,  Tex- 
pression  de  /^—  X  doit  pouvoir  etre  mise  sous  la  forme 

r—  X  =  F'iC—C  f^  V"  iC—C)^+  etc. 

les  expoians  /x,  etc.  etant  tous  positifs,  et  les  quan- 
tites  V%  V  etc.  independantes  de  C—C,  Onpeutpren- 

dre  (^C—Cf==zh;  la  quantite  h  demeurera  arbi- 
traire  aussi  bien  que  la  quantite  C;  et  changeant  aussi 

-  en      11  viendra 

V—X  =  V'h  +  Vh^  +  etc. , 

dotk 

r=zX+F'h-^^Vh^+ttc., 

cxpression  qu*on  pourra  regarder  xomme  le  developr- 
pement  de  la  valeur  complete  de  y. 

Cela  pose ,  si  on  represente  par  d^  =  pdai ,  Tequa- 
tion  differentielle  proposee ,  resolue  par  rapport  a  dy , 
cctte  nouvelle  equation^  k  laquelle  satisfait  par  hypo^ 
these  requation  :=  X,  devra  etre  verifiee  indepen- 
damment  de  h ,  par  la  valeur  complete  de  y,  En  de- 
si^nant  d*abord  celle-ci  par  X  +  fc,  il  faudra  pour 
la  substituer  dans  dy  =:  pdx ,  chercher  ce  qoeilevient  p , 
lorsqu  on  y  change  y  en  X+  k,  Soit 

P  +  i>'A'»+P"A»  +  etc. 

le  developpement  de  cette  valeur  de  p ,  les  exposaus 

Ee^3 
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771^71,  etc.  que  je  suppose  ranges  dans  Fordrede  leiir 
grandeur ,  seront  nicessairement  positifa ;  car  p  ne  de^ 
vient  pas  infini  quand  k  .0,  puisque  Tequation^  =  X, 
qui  ne  donne  pas  dy  infini ,  rend  identique  requatioii 
dy  =  pdx,  ensorte  que  dX=Pdx, 

Lorsqu*on  fait y=X  +k,  on  a  pour risultat 

dX+ dA  =  (P  + +       +  etc.)dx, 

que  Tequation  dX=Pda;  reduit  a 

dfe  =  (       +  P^^A»  +  etc . )  dx ; 

et  remettant  pour  k  le  developpement 

^A  +  ^^A^^+etc. 

a  vient 

!P'/r«dx(r'+F'A'*-'+ctc.)'") 
+P'A»dx(^'+F'A''-»+etc.)«(  (-0 
+etc.  ^ 

£quatIon  d'apr^s  laquelle  il  fantdeterminer  etc. 
independamment  de  A.  £n  ne  prenant  d*abord  que  !• 
#        terme  oii  cette  quantite  a  le  plus  petit  exposant^  00 
forme  T^quation 

qui  ne  peut  avoir  lieu ,  quelle  que  soit  h ,  que  quand 
m  =  1 ;  dans  ce  cas  A  disparait  et  il  vient 

f  Qnand  m>>i,  on  ne  peut  plus  compafer  le  pre^ 
mier  terme  P^F^^^h^dx  du  second  membre  au 
terme  hdy  du  premier ; '  mais  on  fait  disparaitre  ce- 
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lui-ci  en  posant  d^  =  o,  ce  qui  donne  f^'=  conj^ , 
ou  plus  simplement^  i;  puis  on  suppose  /[A  =  m , 
et  on  AdF^^P^dx,  doi  il  resulte  F^^zzzfP^dx: 
et  en  poursuiyaut  de  cette  mani^re  on  trouye  les  autret 
termes  de  la  s^rie. 

Quand  m  <[  i ,  il  n*est  plus  possible  de  satisfaire 
a  l  equation  {A)  en  aucune  maniere,  puisqu'on  lie 
laurait  comparer  le  terme  P^h^dx  ni  au  terme  hdf^, 
ni  k  aucun  de  ceux  qui  le  suiyent ,  et  dont  les  ex^ 
posans  surpassent  tous  Tunit^;  Fequation  j^  =  X,  ne 
pouyant  alors  admettre  une  constante  arbitraire  n*est 
pas  une  int^grale  particuliire,  mais  une  solution  par- 
ticuli^re. 

398.  Ceci  foumit  un  prdc^d^  pour  dicouyrir  imme- 
diatement  les  solutions  particulieres  des  ^quations  dif- 
ferentielles  du  premier  ordre  ,  sans  connaitre  leur  in— 
tegrale  complete.  £n  effet,  le  deyeloppement  de 
quand  on  y  change  y  en  y-^-k,  serait  en  g^neral  ^ 
par  le  theor§me  de  Taylor, 

et  Iorsqu*il  prend  la  forme 

m  etant  ^  1 ,  le  coefiicient  diffi^rentiel  ^  deyient  in- 

fini  ( 55 ) ;  il  faut  donc  qoe  la  differentiation  par 
laquelle  on  passe  de  p  a  pe  coeilicient  am^ne  un  diyi- 
•eur  qui  s*eyanouisse.  II  rtsulte  de  la  que  si  on  rer 

fie4 


Digitized  by  Google 


44o  TRAITE  i£leMENTAIRE 

presente      par  — ,  toute  solution  particuliere  donDera 

L~o ,  et  sera  parconsequent  un  facteur  de  L  :  et 
vice  versd ;  tout  facteur  de  L  qui  ne  le  sera  pas  en 
xneme  temps  de  K,  '  et  qui  etant  egale  a  zero ,  veri- 
fiera  la  difFerentielle  proposee,  en  sera  une  solution 
particuliere. 

On  evitela  resolution,  par  rapport  a  dy,  de  reqnation 
differentielle  proposee,  en  remarquant  que  si  Z=o 
designe  cette  equation ,  Z  etant  fonction  de  x,  et 
V,  Iorsqu'oii  ecrit  pdx  au  lieu  de  d^,  on  a 

d^*»^+  d7^-y+d^^^=^' 
dZ 




dp 


.etque  si  ona  pripar^  TequationZde  maniere  qn'ellene 
contienne  nifractions  ni  radicaux^  il  suillra  pour  rendre 

^  infiniy  'd'egaler  a  zero  ub  factenr  de  , 

On  n'obtiendrait  ainsi  que  les  solutions  particulieres 
dans  lesquelles  entre  y  atnsi  qne  x ,  mais  on  panien- 
drait  a  celles  qui  ne  renferment  que  x^  et  qui  sont 
de  la  forme  x  =s  const. ,  en  regardant  dans  la  propo- 
iee  X  comme  fonction  de  y. 

299.  Je  vais  chercher  par  cctte  methode ,  d'abord  le» 
eolutions  particuli^res  de  T^quation 

xdx  +ydy^  dy  l/x*+y* — a* 
du     295.  Cette  ^quation  devicnt ,  aprci  revanouisse- 
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ment  du  radical , 


afdx^  -f-  2xydxdy  -f-  (a*  —  x^^d^*  =  o  , 


ou 


et  la  dilFerentiation  donne 
dZ 

^  =  aay  +  2p(a»-jr»): 

la  solution  particuliere  cherchee  doit  donc  etre  telle , 
qu'a  Taide  de  )a  valeur  que  sa  difFerentielle  fournit 
pour  p ,  elle  veriCe  ey  menie  temps  les  deux  equations 

x*  +  aryp+(a»  — a:»)p»  =  o,  . 

H  suit  de  \k  que^  sans  le  secours  de  sa  dififerentielle , 
elle  verifiera  Vequation  resultante  de  relinwation  de  p 
entre  lea  deux  precedentes.  Cela  pose,  requation 

3cy+{a^^a^)p=:o 

multipliee  par  p  et  retranchee  de  la  proposee  ,  *con- 
duit  a 

X 

x*-f-xyp=o,    dou   />  =  —  -; 

et  substituant  cette  valeur ,  de  p  dans  la  premiere , 
on  trouve  i'equation 

—  a*=:0, 

qu'on  sait  ^tre  une  solution  particuliire  de  la  proposee. 

L'equation  plus  generale  j^=pj: -|- ^tant  traitie 
de  la  meme  maniere ,  conduit  a      =  x  +  -jj^',  c  est 
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donc  a  reqnation 

»■  dp 

que  doivent  satisfaire  les  solutions  particnlieres;  et  ellei 
resulteront  de  relimination  de  p  entre  celle-ci  ?t le- 
quatibn  dilFerentielle  proposee. 

Enfin  pour  donner  un  exemple  des  solutions  parti- 
culieres  de  la  forme  y  =  const ,  je  prendrai  requation 


de  laquelle  on  tire  imm^diatement 

Cette  expression  ne  peut  deyenir  infinie ,  que  quand 
Texposant  m  —  i  est  n6gatif ,  et  qu*on  a  en  m^me 
temps  yziza,  yaleur  qui  ne  satisfait  a  la  propo^ 
see  que  lorsque  m  est  positiye ;  il  faut  donc  d'apr^8 
cela  que  Texposant  m  soit  une  ^action  positiye.  Dans 
ce  cas  ^  =  a  est  une  solution  particuliere ,  tandis  que 
l'ibtegrale  complete  est 

iaZ  i  —  bx  =  const 

1  771 

3oo.  En  g^neral,  parmi  les  fonctionsalgebriques,  il  nj 
aque  les  radicaux  qui  acqui^rent  un  denominateurpar 
la  dilferentiation,  et  qui  puissent  parcons^quent  donner 

^==  i ,  lorsque  p  a  une  valeur  finie ;  c^est  donc  dans 

les  radicaux  qu*il  faut  cfaercher  les  solutions  partlcu- 
lieres ,  en  igalant  a  zero  les  fonctions  qu*ils  aiFectent , 
et  en  s*assurant  que  les  equations  resultantes  satisfont 
a  la  propos^e.  Par  ce  procede,  Tequation 
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ydx+xdy:=dy  \/jf+y*—i^ 

donne  immediatement     +    —  a*r=  o ;  et  T^qoation 

^dr — xdy  =r= /i  ^/dr*  +  dy* , 
de  laqaelle  on  tire 

dr        — X'  «•  —  X'* 

conduit  a  x*  +  —  =^  o  ,  comme  on  Ta  deja  trouvo 
de  plusieurs  manieres. 

Resolution  de  quelques  problemes  giomSr 
triques ,  dipendans  des  equations  diff6^ 
rentielles. 

Zoi .  La  mise  en  ^uation  des  probl^mes  geometri- 
ques,  dependans  des  equations  difFerentielles ,  ne  repo- 
sant  que  sur  les  propriet^s  des  tangentes ,  des  normales, 
des  rayons  de.courbure ,  ne  preseute  pas  plus  de  diffi- 
cult^s  que  les  autres  traductions  analytiques^  lorsqu'on 
connait  les  expressions  des  lignes  qu'il  faut  considirer; 
anssi  n'en  donnerai-je  que  quelques  exemples. 

J'observerai  d'abord  que  Tintegration  des  ^quations 
difTerentielles  du  premier  ordre  s*appelle  aussi  Methode 
inverse  des  tangentes^  parceque  toute  ^quation  dilFeren- 

tielle  de  cet  ordre ,  donnant  Texpression  de  ^  en  x  et  en 

y^  fait  connaitre  la  relation  qui  existe  entre  les  coordon^ 
n^s  et  la  soutangente ,  ou  la  tangente^  ou  la  normale,  etc. 
dans  la  courbe  qa'elle  repr^sente.  £n  eiFet,  si  on  tire  de 

r^uation  propos^e  ^  z=:p^  la  soutangente  aura  pour  ex« 


Digitized  by 


'444  TRAITE    ELEMEIf  T  AIITE 

presuon-^,  la  tangente-^^j^"^^  >etc.  (65).  Ondecon- 

\Tit  le  Calcul  difFerentiel  pour  mener  des  tangentes  aux 
courbes ,  c*est-a-dire ,  pour  resoudre  le  Probleme  di-' 
rect  des  tangentes  :  on  s*occupa  ensuite  du  Calcul  iiite- 
gral,  pour  parvenir  aux  equations  primitives  des  courbes 
par  les  proprietes  de  leurs  tangentes ;  mais  les  progres 
et  les  nombreuses  applications  de  ce  Calcul ,  ont  fait 
abandonner  la  denomination  de  Methode  inverse  des 
tangentes ,  qui  ne  conyenait  qu*a  un  seul  de  ses  usages. 

Dans  les  premiers  temps  on  chercha  a  determlner  par 
les  aires  ou  meme  par  les  arcs  de  quelqiies  courbes 
connues  ,  l*ordonnee  de  la  courba  demandee ;  depuis 
on  a  laisse  ces  constructions  de  cot^ ,  parceque  ,  quel- 
qu'elegantes  qu'elles  fussent  dans  la  theorie ,  elles  etaient 
toujours  moins  commodes  et  surtout  moins  exactes,dans 
la  pratique ,  que  les  formules  approximatives  qui  ont 
pris  leur  place.  , 

Une  equation  dilFerentielle  ne  peut  se  construire  en 

gteeral  que  Iorsqu'on  en  a  separe  les  variables ,  parce- 

qu'alors  Texpression  de  Fune  d'ellei  ne  depend  plus 

que  de  la  quadrature  d'une  courbe  dont  Tequation  pri« 

mitive  est  connue. 
» 

3o2.  Je  prends  pour  exemple  la  construction  des 
courbes  dans  lesquelles  la  soutangente  est  egale  a  une 
fonction  donnee  de  Tabscisse  x ;  Fequation  difPerentielle 

de  cette  courbe  sera-^^^X,  Xdesignant  lafonction 

donnee.  Les  variables  se  s^parent  sur-Ie-chamj^ ,  dans 
cette  equation ,  qui  n'a  que  deux  termes ;  et  J  vient 

^=^.MuItipIiant  alors  les  deux  membres  par  une 
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.  ,  mdy     THQX     ^  j .  . 

quantite  constante  m,  on  a  — ""x"  *  desjgnant 

par  Ly  le  logarithme  de  pris  dans  le  syit^me  dont 
le  module  est  m ,  Tintegration  donne 


  PmAx        1  Pm^dx 

^    J     X       mj  X 


En  construisant  d'abord  la  courbe  DN,  fig^  5 1 ,  telle  que 

m* 

Tordonn^e  correspondante  aFabscisse  AP^  soit  PN=—, 


crivant  ensuite  la  logarithmique  ER,  dont  les  ordonnees 
•oient  perpendiculaires  a  Taxe  AC ,  et  elevant  par  le 
point  Qlapei^endiculaire/iQjOn  auraL./iQ=s^Q(ioi) 


donn^e  PM  de  la  courbe  cherchee  (*). 

II  faut  bien  remarquer  que  cette  construction  n*exige 
pasque  Ton  aitTexpression  analytique  de  la  fonction  X; 
on  pourrait  prendrea  sa  plaoe  l'ordonnee  dune courbe 
quelconque  rapport^e  a  Taxe  AB  ^  et  elTectuer  sur  cette 
ordonnee  et  sur  la  ligne  arbitraire  m  les  operations  gra- 
phiques  indiquees  par  les  formules  ci-dessus.  On  voit 
aussi  que  la  ligne  m  n*a  et^  introduite  que  pour  rendre 


(*)  3e  ne  mc  sais  pas  arr^te  k  de'tai]Jer  les  differcns  moyens 
de  decrirc  la  logarithmique,  qui  ne  sont  tous  qu^approzimhiifs  y 
parccqu**!!  cst  plus  simple  de  la  consiruirc  par  points,au  rooyen 
des  tables  de  logarithmes.  On  ponrrait  employer  aussi  Ics  cspace* 
asymptotiques  de  riiyperbole  (2'j5}. 


sera  donc  egale  a  Tor^ 
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ces  formules  homogenes,  et«peat  ^tre  supposie  ^gal# 

k  YunitL 

3o5.  Je  vais  encore  rapporter  la  solution  d'un  pro- 
bleme  celebre  dans  les  premiers  temps  oik  Ton  s*est 
occupe  du  Calcul  integral ,  du  probieme  des  trajec^ 
toires.  II  a  pour  objet  de  determiner  la  courbe  qui 
coupe  toutes  celles  d'une  esp^ce  donnee  j  sous  un  angle 
donne,  On  entend  ici  par  courbes  d*une  espece  donnee, 
les  diverses  courbes  particulieres  quon  obtient  en 
assignant  successivement  a  Tune  des  constantes  d*une 
^quation  primitive  toutes  les  vaknrs  possibUs.  Si ,  par 
exemple,  on  fait  varier  le  parametre  d*une  parabole , 
il  en  resultera  une  suite  de  paraboles  rapportees  au  menie 
axe ,  ayant  meme  sommet ,  et  dont  les  extremes  seront 
d'une  part  Tax^ ,  et  de  Tautre  la  ligne  qui  lui  est  per- 
pendiculaire  et  qui  passe  par  le  sommet :  la  courbe  qui 
coupera  toutes  celles-ci  sous  un  angle  donn^  en  sera  U 
trajectoire  (*). 

;.5a.  Soient  D^JV,,  DN,  D^N^  etc.  Jig.  62  ,  les  conrbet 
coupees  et  MZ  la  courbe  coupante ,  ou  la  trajectoire 
cherchee ;  si  par  Tun  quelconque  M  de  ses  points  on  Ini 
m^ne  une  tangente  Mt ,  et  qu*on  tire  aussi  celle  de  ]a 
courbe  coup^e  qui  passe  par  ce  point ,  Tangle  TMt , 
d'apr^s  r^nonc^  de  la  queation ,  doit  ^tre  egal  a  Tangle 
donne.  Je  designe  par  j/,^,  les  coordonn^es  descourbes 
coupees ,  par  x,  jr,  celles  de  la  courbe  coupante ,  et  par  a 
la  tangente  trigonometrique  de  Tangle  constant  TMt, 
qm  est  egal  a  la  difTerence  des  angles  MTP,  MiP , 


{*)  On  doiine  anssl  cn  Mccanlqne  le  nom  dt  trajectoire  ^  k  h 
combe  decrite  par  nn  corps  aoUicite  par  des  forces  queTconqoes ; 
inais  il  ne  saarait  ^tre  question  de  cette  espto  de  trajecioire  dan* 
ouvra^e  consacrtt  uniquement  h  TAnalyse  et  ^  la  G^metrie^ 
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dont  les  tangentes  i^espectwes  ont  pour  e^cpresuon 

et^(64);  la  relation 


tang  TMt  =  tang  (MP  ^MTP) , 


conduit  ensuite  k  a  =  -= — -r-^  (  Trig.  a6). 

Je  supposerai  ici  que  Yon  connaisse  Tequation  pri- 
mitive  des  courbes  coup^es  ;  on  en  tirera  par  la  dif- 
ferentiation  Ay'  =pdaf ,  et  Tequation  ci-dessus  de^ 
yiendra 

-O+z^S^+P-^^^  

II  faudra  ecrire  partout  x  et  ,  au  lieu  de  a:^  et  de  y , 
parcequau point  iftf  la courbe  coupie  et  la  courbe cou- 
pante  ont  les  memes  coordonn^es.  Cela  fait^  si  on 
elimine  entre  Tequation  (A)  et  requation  primitive  de« 
cburbes  coup^es ,  la  constante  dont  lesdifFerentes  valeurs 
particularisent  chacune  de  ces  courbes  y  on  aura  un  re- 
«ultat  qui  embrassera  toutes  leurs  intersections  succes- 
•ives  avec  la  trajectoire ,  et  en  sera  parcons^quent  Te- 
quation. 

Solt  pour  exemple  les  paraboles  ayaht  m^me  axe 
ct  meme  sommet ,  et  dont  Tequation  est  y*=flcx'" ;  il 

viendra  p  =  ""^37"'  On  pourra  chasser  immediate-» 

ment  de  cette  expression ,  au  moyen  de  T^uation  pro- 
pos^e  y  le  parametre  <i  qui  particularise  chaque  parabole 
d'un  meme  degr^ ;  substituant  le  r^sultat  dans  Tequar; 
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tion  ( -^) ,  apres  avoir  change  a/  ety'  en  x  et  eny^  ct 
divisant  ensuite  par  x^*^"""* ,  on  trouyera 

a{nxdx  +  rnydy)  +  mydx  —  nxdy  =  o. 

Cette  equation  etant  homogene ,  peut  se  traiter  par  le 
procede  du  n®  »55.  Lorsqu'on  a  7n=n=i ,  elle  deyient 
integrable  en  la  divisant  par  j  puisque 

donc        al  ^jc^^y*  -f  arc  ^tartg  =  ^  p 

al  ^^^J^  —  ai-Q  ^tang  ^"^^  > 

changant  la  constante  arbitraire.  Si  on  fait 

l/^+J^^u,  arc(tang=:|)=l, 

on  retombera  sur  Tequation  des  spirales  logarithmiques 
qui  ont  la  propriete  de  couper  leur  rayon  vecteur  sous 
un  angle  constant  ( 1 14) ;  et  en  elFet ,  dans  le  cas  actuel 
les  courbes  coupees  ne  sont  autre  chose  que  toutes  les 
lignes  droites  menees  par  Torigine  des  coordonniea,  et 
dont  requation  est  y  zszao/, 

Si  on  voulait  que  Tangle  TMt  fut  droit,  il  faudrait 
aupposer  a  infini ,  et  parconsequent  ne  tenir  compte  que 
des  terraes  qu'il  multiplie ;  Tcquation  ci-dessus  se  re- 
duiraitanxdx+7nydy=o,  dont  Tintegrale  nx^+my^^=c, 
montre  que  la  courbe  qui  coupe  a  angles  droits 
toutes  les  paraboles  proposees  est  une  ellipse  decrite  sur 

le 


ou 
en 
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le  m^me  axe  que  ces  courbes,  ayant  pour  centre  leur 
sommet  commun.  Les  trajectoires  y  pour  lesquellea 
i'angle  TMt  est  droit^  s'appellent  trajectoires  ortho^ 

goncdes;  leur  iquation  g^nerale  est  i  +  P  ^  =  o  ;  et 

s'obtient  en  faisant  a  infini  dans  F^qnation  {A). 

3o4«  Le  probleme  suiyant  va  montrer  comment  les 
considerations  geom^triques  conduisent  k  la  th^orie  des 
solutions  particuli^res^  que  j*ai  expos^e  dans  le  n''  5294. 
Trouver  une  courbe  telle  que  toutes  les  perpendiculaires 
abaiss^es  d'un  point  donn^ ,  sur  les  tangentes  de  cette 
courbe,  soient  egales.  Pour  paryenir  a  Tequation  diffe- 
rentieile^  il  fant  se  rappeler  qu'en  nonunant  x  et^  les 
c6ordonn^esd'unecourbe^  eta/  ety  cellesde  satangente^ 

1'^qiiation  de  cette  droite  esty — y = ^  (  a/ — x  )  (S7) ; 

prenant  pour  ori^ne  des"  coordonnees  le  point  connu, 
duquel  doivent  ^tre  abaissees  toutes  les  perpendiculaires  , 

dx 

chacune  d^elles  aura  pour  ^quation  y  ~  —  a! 

(  Trig.  8S ),  et  sa  longueur  sera  exprimee  par V^j/^+y». 
En  mettant  pour  J  et  poury  les  coordonnees  du  point 
oik  elle  rencontre  la  tangente  qui  lui  correspond ,  et 
dont  les  valeurs  s'obtiennent  par  les  deux  ^quations  ci- 
dessus  CTrig.  87),  on  aura^  envertu  de  ces  equations 

,     (jdy— jrdx)dy         /  {xdy—ydx)dx 

*  ~     dx*  +  dy      '  da;*+dy  * 

•  ^  |/4r»+dy 

r^quatioii  differentielle  de  la  courbe  cherchee  sera  donc 
xdy  —  ydr  =  n  ydx^  +  dy. 
Cela  pos^ ,  il  est  facile  de  voir  que  le  cercle ,  dont 
Ca/c.  integr»  Ff 
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le  rayon  =  et  doBt  le  centre  est  VorigiiM  des  eoo»* 
donn^es  >  satisfait  a  la  question.  Ce  cercle  ayant  poor 
^uation  ^  afizczn^  ,  est  pr^cis^ment  la  solutioa 
trouy^e  n""  ajo  \  mai3  toute  ligne  droite ,  situee ,  p«f 
rapport  a  l'origine  des  coordonnees,  de  maniere  que 
ea  plus  coprte  distance  i  ce  point ,  loit  ^gale  k 
rfsout  ^gAlemept  h  probl^me  propos^ «  et  comine  il  y 
a  une  ip&qit^  de  lignes  droitee  qui  peuvent  rempUr 
c^tte  Goiidition»  c'08t  dans  Tequ^tion  qui  les  coipprfnd 
teutes  que  r&idii  rintpgrale  compl^te  de  Tequatiw  dif- 
ferenti«Ue  trouvee  cHl^^fi^^a,  et  qi|i  est  en  effe^ 

y — cx  =  J»  l/i  +  c*  (370)- 

U^e  circpnitance  digne  de  remarqvie  et  qui  9'ap- 
perpoit  sur-le-ch^p ,  c'est  que  toutes  les  lignes  droites 
dont  OVL  yient  de  parler  seropt  nlcessairement  touch^ei 
par  Ip  cerele  ^  repreaente  la  solutioA  particuUere , 
pui$qu'il  a  pour  rayon  la  perpendiculaire  abaissee  ^ur 
chacune  d'elle8. 

La  mSme  relation  a  lieu  entre  les  diyerses  courbes 
que  repriaente  Tintegrale  complete  d'une  ^quation  dif- 
firentiellp  4^  pr^mier  ord^^p ,  et  celle  qui  resulte  d'una 
«olution  particwli^re  de  cette  ^quationi  la  demiere 
touphe  tputes  autre§.  ^iielFet,  requatipn  differen- 
tjelle  ne  determi^e  que  la  direction  de  la  tangente  , 
et  toute  courbe  qui ,  dans  un  pc^int  quelconque ,  aura 
la  m^me  tangente  que  IHme  des  courbes  de^uitesde 
l'integrale  complete,  y  satisfera  n^cessairement :  or 
c'est  ce  qui  arriYe  a  la  co^irbe  qui  to^che  toutef 
celles-ci. 

II  suit  de  la  que  la  d^veloppee  d'une  conrbe  n  eat . 
autre  chose  que  la  solution  particuliere  de  Tequation 
diiFerentielle  qui  represente  toutes  les  normales  de  la 
developpee  (^5)^  et  qu'en  gineral  les  cQttcbcie  dojh» 
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n^tfS  par  les  flolutiom  particulieres  resultent  des  inter- 
aections  succesaiyes  des  courbes '  qui  reptjndent  auz 
direrses  valeurs  que  peut  avoir  la  constante  arbilraire 
dans  Tintegrale  complete.  ( 

La  liaison  et^lie  dans  le  n**  294,  entre  les  infegralei 
conipl^tes  et  les  solutions  particulieres ,  se  deduit  aussi 
des  considerations  g^ometriques ;  car  chaque.  point  du 
cercFe  de  Texemple  precedent ,  peut  etre  regarde  comme 
1  mtersection  de  deux  tan^entes  consecutives  ,  c'e8t- 
a-dire  conuneTintersectionde  deux  droitesfournies  par 
deux  valeurs  consecutives  donn^es  a  .la  constante  c  : 
rabscis.se  et  Tordonnee  de  cette  intersection  dependent 
des  valeurs  de  c,  qui  parconsequent  e<t  a  son  tour  fono- 
tion  de  ces  quantite.s  on  dejr  et  dey.  II  est  evident  que 
pour  fonner  Teqttation  d*ana  ligne  consecutive  a  celie 
que  reprisefile  requattoii 

il  faut  differentier  cel!e-ci  en  faisarrt  varier  c*  et 
comme  on  ne  clnerche  qve  riatersection  de  ces  deux 
lignes ,  pobt  ou  leurs  coordonnees  sont  communes  ,  il 
faut  regarder  x  et  ^  comme  constans  :  rintersection 
cherchee  sera  donc  d^termin^e  par  les  deux  ^qnations 

nc 

«  on  assigne  i  c  ime  vaknr  partieulidre  ;  niais  si  on 
Mimirie  c ,  le  r^snkait  ne  dfoignant  phis  auoune  inter^ 
section  en  partictiKer  ,  embrassera  tous  les  points 
r^suhans  des  rencontree  des  drmtes  foumies  par  toutes 
\m  valeurs  de  c ,  et  combinees  dcQX  a  denx  consecn^ 
txvemeat,  c'est-ardite  le  cerde  qui  est  k  sohitioB  par« 

Ff  » 
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ticuliere ,  et  qui  se  deduit  encore  ici  de  la  yariation 
attribu^e  a  la  constante  arbitraire  de  Tintegrale  com- 
plete.  Les  m^mes  remarques  seveh&ent  surjesd^yelop- 
•pees,  lorsque  Ton  c»nsid^re  ces  courbes  comme  pro- 
duites  par  les  intersections  des  normales  consecutiyes 
de  la  deyeloppante.  « 

De  rintSgration  des  fonctions  de  deux 
ou  d^ un  plus grand  noml^re  de  i>ariahles. 

Recherche  d'unefonction  de plusieurs  variables ,  lorsqu$ 
tous  ses  coefficiens  differentiels  d'un  mime  ordresont 
donnes  explicitement  ou  implicitement. 

3o5.  Les  fonctions  qui  dependent  de  deux  ou  d*an 
plus  grand  nombre  de  yariables  ,  diif^rent  de  cellet 
d'une  seule^  en  ce  qu^elles  ont  pour  ehaque  ordre 
plusieurs  coefficiens  differentiels.  Si  z ,  par  exemple , 
est  une  fonction  de  deux  yariables ,  il  aura ,  pour  le 
premier  ordre ,  deux  coelHciens  difF^rentiels  ,  sayoir : 

^ ,  ^ ;  Tun  pris  enfaisant  yarier  x  «eul ,  ct  Tautre  «a 

faisant  yarier  seul.  Dans  le  second  ordre  le  nombre 
de  coefficiens  difFerentiels  s'el6ye  a  trois ,  et  s'accroit 
ainsi  successiyement  d'ordre  en  ordre  (ia^)-  Pour  re- 
monter  des  coefficiens  diif^rentiels  d*une  fbnction  de 
deux  ou  d*un  plus  grand  nombre  de  variables  ,  a  cette 
fonction  ,  il  se  pr^sente  plusieurs  cas :  i".  on  peut  ayoir 
toussescoefficiens  dilFerentiels  d'un  meme  ordre,  expri- 
mes  par  les  yariables  independantes ;  q^.  la  fonctioa 
elle-mime  peut  entrer  ayec  les  yariables  indepen— 
dantes,  dans  les  expressions  des  coefficiens  difTereD— 
tiels;  3*.  enfin,  on  peut  n'ayoir  qu*une  relation  entre 
ces  coefficiens ,  la  fonction  dont  ils  deriyent  et  les  ya- 
riables  independantes.  Je  m'occuperai  d*abord  dee 
denx  premien  cas  qui  soRt  Us  plus  simples. 
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306.  Lorsque  les  coefiiciens  difFerentiels  du  premier 
ordre  d*une  fonction  a  deux  yariables  sont  connus,  on 
en  deduit  sa  diff^rentielle  premi^re  y  et  vice  versd  : 

ti  g^^i'»  g~  =  9  >  ^  =pdx  -|-  qAy,  Pour 

obtenir  il  faudra  int^grer  la  differentiellepdx+^dy 
par  le  procede  appliqu6  ,  n^  261  ^  a  la  differentielle 
M6x  +  NAy ,  ce  qui  ne  se  pourra  ,  a  moins  que  les 
fonctions  donnees  p  et  </  ne  satisfassent  a  TequatioB 

de  condition  ^  =         Quand  cette  circqnstance 

n'aura  pas  lieu  ,  on  en  conclurd  que  Texpression 
pdx-f-fdy  n'est  la  differentielle  d*aucune  fonction 
de  deux  variables,  et  ne  signifie  rien  du  tout,  tant 
quon  7  regarde  en  meme  temps  les  deux  variables 
X  tty  comme  independantes. 

307.  Je  m'occuperai  encore  des  fonctiona  de  trois 
Tariables. 

Soit  dz = Tidtt  -f-  pdr  +  ^dy ,  c'e8t-i-dire  que 

djB   d»   Az 

51"""'  di  — 'dy~^' 

n,  p  et  <7,  etant  des  fonctions  de  x/j^.  II  existe 
entre  ces  fonctions  des  relations  analogues  a  celles 
qu'on  a  fait  remarquer  plus  haut  pour  la  differentielle 
dz  =  pdx -f- fd^.  £n  effet,  si  on  suppose  successive- 
ment  dy ,  dx  et  du ,  nuls ,  c^est-a-dire ,  si  Ton  regarde 
altematiyement^ ,  x  et  u  comme  constans ,  la  diffe- 
rentielle  proposee  doit  presenter  trois  differentielle« 
compUtes  entre  deux  yariables ,  sayoir : 

dR=iidtt+pdx,  ds^ndu-f-fdj^,  dz^pdx-f-^dy, 

desquelles  il  resnltera  n^cessairement 

Ff3 
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dn  dp       ^^^^(1        dp  d(j 

L'integration  s*effectue  ensuite  en  n'ayant  d*allord 
egard  qu'a  une  seule  des  variables ,  comme  si  les  deuz 
aiutrcs  etaient  constantes.  Soit  /ndu=  U  -f- 
signant  une  fonction  dans  laquelle  u  n*entre  pas.  Si  n 
contient  en  meme  temps  u,  x  tty ,  on  aura  en  diffe- 
rentiant^ 

,    du.  ,  du  .  ^du  .  ^dr.  ,  dr , 

^'=^'du^^+'d^^+'^^y+^^+'^^y^ 

ou 

puisque      du  =  ndu ;  et  ponr  que  cette  Talsur  de  d» 

soit  identique  avec  la  propos^e>  il  faadra  qa'on  ait 
separement  les  ^quations 

dU  ,  AV 
''  =  di+^' 

d^squ^a  odi  tirera 

dr_  du 

dr_  dxi 

dJ-^-dy^ 

dU        dU         ^    ,  ^    r  ^nrx 

c>r  -r-  et  -j-  so^t  ae&  toiictioiu  coaaues :  on  aari 

dx  dy 
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donc  en  integrant ,  par  rapport  snx  denx  Tttriables  x 
atjr,  ladiff^rentielle 

ieu  Mayeh  dtt  proe^d^  ditn<^  sSi ,  frddAA  qd  stippdle 
4tf6  r^atiott  da  ctoiufition 

dp^d*l7_d^^d«t/ 
q?*^drdy  S"^dydai 

flok  ealirfttte.  Gdtte  equ^oii  sa  r^duira  i 

dg     d^  ^  .  dT7  d*r, 

$  =  dx'  *  ^«•^  ^d^=^('"^>^ 

de  pfa^,  il  dontittit  dTob^rrer  qne  ^  ne  dertant  piM 
contenir  u ,  on  doit  avoir 


^=*«' 

ee  qni  «fenne 

du  dosdu' 

d^_  d^t/, 

dtt  dydu' 

ef  pttrooBS^quent 

dn  . 
cE  — di' 

d<7    dn , 

pnuqae 

,  dir 

d»ir 

,  dtr 

drdu       dx  '       dydu  dy 

Ff  4 
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Les  equations 

dn  dp         dn  dg  d^' 

dx     du*       ^     du*       dy  dx* 

se  retrouvant  par  Tint^gration ,  expriment  donc  les 
eeules  conditions  qui  doivent  ^tre  satisfaites  poor  que 
Texpression  dz  =  ndu  ^pdx^qdy  soit  la  differen- 
tielle  d'une  fonction  des  trois  variables       x  et  y. 

Je  ne  poursuivrai  pas  plus  loin  ce  snjet ;  ce  qni 
precede  sufEt  pour  montrer  comment  on  doit  operer 
sur  une  diiFi^rentielle  du  premier  ordre  >  renfermantun 
nombre  quelconque  de  variables  independantes;  et  il 
cst  facile  d'en  dMuire  le  proced^  qui  conviendrait  aux 
diiferentielles  des  ordres  sup^rieurs,  dans  lesquelles 
on  doit  regarder  d^u ,  d^x,  dy,  etc.  comme  de  nou- 
velles  yariables. 

3o8.  Je  passe  au  cas      la  fonction  cherchee  entre 

dans  Texpression  de  ses  coefiicieBS  dilF^rentiels ,  qui , 

de  cette  maniere,  sont  tous  donn^s  implicitement. 

Je  suppose,  premierement,  que  la  fonction  cherchee 

2'ne  depende  que  des  deux  yariables  x  etyl  onaura 

dz    *      dz  * 
encore  g-  =p ,      =  </ ,  p  et  q  contenant  en  meme 

temps  Xfyetz:  et  de  la  on  deduira  r^quation  dif- 
ferentielle  dz  =pdx  +  qdy  ,  a  laquelle  on  rappor- 
tera  Tequatio^  quelconque  , 

Pdx  +  Qdy  -f-  /Idz  =  o, 

en  faisant  —  ^  =p,  —^tcq, 

Pour  que  p  et  q  soient  les  coeiliciens  difFerentiels 
d'une  fonction  de  deux  yariables,  il  faut  toujours  qiie 


Digitif  ed  by  Google 


DE  CALCUL  int£gral;  457 
^^£2  =  ^^^.  J*ai  employi  ici  la  notation  du  ia6, 

ponr  marquer  qu*il  faut  faire  yarier  dans  p  et  dans  </, 
en  meme  temps  que  x  et  ^ ,  la  fonction  z  qui  con- 
tient  implicitement  ces  yariables ;  en  opirant  aiiisi,  et 

mettant  p  et  9  au  lieu  de  ^  et  de  ^  ^  on  trouyera. 

dp       dp     dg  dg 
^+^^=di+^^' 

Ott 

•       P  o 
Si  Von  substitue  —  _ ,  —     i  la  place  de  p  et  de  9  ^ 

il  yiendra^  apr^s  les  reductions^ 

^AR       dP  ,  „dQ    ^dH ,  ^dP  „dQ 

equation  qui  exprime  la  relation  qui  doit  exister  entre 
Q  eth,  pour  que  dans  T^quation  differentielle 

Pdr+Qdy  +  Rdz:=zo, 

z  puisse  6tre  regarde  comme  une  fonction  des  deux 
yariables  x  et ^ »  et  que  Imtegrale  de  cette  ^quation 
soit  parconsequent  exprimee  par  une  seule  ^quatioa 
primitiye  entre  les  trois  yariables  a:  ^  et  s.  II  suitdela 
qu'une  ^quation  diiTerentielle  a  trois  yariables  >  prise 
au  hasard  ,  ne  peut  pas  toujours  ^tre  yerifiee  par 
une  fonction  de  deux  yariables  independantes. 

Pendant  long-temps  on  appelait  equations  absurdes , 
et  on  regardait  commeinsigni&antes,  cellesqui  ne  sa- 
tisfaisaient  pas  a  Tequation  (^) ;  mais  Monge  a  &it  yoir 
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que  toutes  les  eqiiations  differentielles  a  troii  yaxiaUts 
«yaiealt  nne  significationr^Ue;  et  qne  tandis  qae  celles 
dont  Tintegrale  etait  exprimee  par  une  seuU  eqiiatioa 
'  entre  trois  variables  appartenaient  ades  surEacesGOttrbes, 
chacunedes  autres  representaitune  infiait^  de  courbee  a 
double  courbure ,  jouissant  d*une  propriete  conunune. 
Je  ne  m*occHpcrai,  pottr  le  moment,  qne  des  pre- 
midres;  xuais  dans  la  suite  je  reviendrai  sur  les  der* 
ni^res. 

3oi).  Lorsque  Vequation  {B)  devient  identiqne  par 
la  substitution  des  valeurs  de  Q  etRy  il  n*en  re- 
•nlte  pas  foejonrs  qne  Teqaation 

Pdx  +  QAy  +  M«  =  o, 

soit  une  dllFerentielle  exacte ;  mais  du  moins  on  peut 
la  rendre  telle  en  la  nniltipliant  par  m  bdear.  En 
effety  soit     ce  Cacteur^  et 

fcPArr  +  /u  Qdy  +  fiRdz 

tme  dilEireatielle  cotaete ;  on  aara  (So^) 

d.f/R^d.fJiQ     d.fjLR_d.fiP      d.fiQ  _d.uP 
dy         d»  '      dx        dz  *      dx        dy  ' 

Cetf  Aqttafions  ^tant  developp^es  ^ey^endroiit' 

OR  iUminera  /ea,  en  mukipliant  la  premfire  par  P,  h 
ieoGDide  par      Qj  la  troisidme  par      eH  en  qoiitaat 
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les  prochiits;  lenr  eomme  sera  dirisible^par  ft,  et 
doanera  « 

^quation  qai  est  la  m^me  que  (B^ ,  et  lorsqu'elIe  sera 
satisfaite ,  la  d^termination  de  ne  dependra  que  de 
deox  quelconques  des  trois  equations  (C). 

3io.  Lorsqne  les  diiF^irentielles  dr ,  dy  et  ds,  mon- 
tent  au-deli  du  premier  degre  dans  T^quation  propo- 
see ,  elle  ne  peut  s*integrer  par  ce  qui  pr^cMe  ^  que 
quand  elle  satisfait  a  une  nouyelle  condition  que  )• 
vais  faire  connaitre.  Soit  pour  exemple  Tequatioii 

elle  ne  saurait  r^Iter  de  la  diff^rentiation  d*une  ^qua^ 
tkm  primitiye  entre  les  variabks  x,y  et  s ,  i  moii»  qu*eTIe 
ne  puisse  se  ramener  a  la  fcfrme  P^dx+Q^dy+R^dzr^o. 
En  efTet,  cpielie  que  soit  Tint^grale ,  on  pent  tou)Ours  en 
deduire ,  par  la  differentiation ,  dz  =•  pdx  +  gdy,  petq 
d^signant  des  fonctions  quelcoDques  de  9:  et  z ;  il  faut 
doQC  qi»*eii  risolyant  la  propos^e  par  rapport  a  dz ,  les 
diffirentielles  dr  et  dy  sofrtent  toutes  denx  du  radica) ;  . 
or  c*eit  ce  qui  n* arriye  pas  toujours ;  car  on  a 

dz=^{^Tdx—Fdy 

zH^  iT^^Ph^Aa^+QilT-RS^dxdy+^^r^-QR^dy^}: 

et  si  la  qnantite ,  qui  est  sous  le  radical,  n*est  pas  un 
quarr^  partiait^  ou  du  moins  si  Ton  n'a  pas 

( 7!r— /1$  )•  =  ( — ( —  ^/i ) , 
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les  differentielles  dx  et  dy  resteront  engagees  soiis  ce  ra- 
dical.  £n  g^neral ,  quel  que  soit  le  degr6  de  F^quation 
proposee^  par  rapport  a  dz^dx,  dy^  il  faut  qu'etant 
t  ordonn^e  suivant  les  puissances  de  ds  ^  elle  puisse  s* 

d^composer  en  facteurs  de  la  forme 

da  —  pdx  —  qAy  =  o. 

'Intigratlon  des  iquatiom  diffirentiellet 
partielles  du  premier  ordre* 

3ii.  Je  vais  passer  au  troisieme  cas  de  la  recherche 
des  fonctions  de  deux  ou  d*un  plus  grand  nombre  de 
yariables.  Dans  ce  cas  ^  on  n'a  pour  determiner  la  fonc- 
-tion  inconnue  que  quelques-uns  de  ses  coelficiens  dif- 
ferentiels  d'un  certain  ordre,  ou  une  seule  ^quation 
€ntr'^ux.  II  constitue  ce  que  Ton  appelle  /e  Calcul  inte- 
'gral  aux  differences  partielles ,  et  qu'on  devrait  nom- 
mer,  d'apres  les  remarques  du  n"*  la^;  Calcul  intdgral 
des  differeniielles  partielles;  car  les  coefficiens  diffe- 
rentiels ,  consideres  isolement ,  ne  font  connaitre  que 
les  diffi^rentielles  partielles ,  et  non  pas  les  differences 
qui  sont  Tobjet  d'un  calcul  a  part,  qu  on  trouyera  dans 
le  traite  des  series  qui  termine  cet  ouyrage.  Le  coeffi- 

cient  ^j^n^yn  >  multiplie  par  dx^djr*,  devient 

'^^^yk  doc^dy^j  et  exprime  alors  la  differentielle  m*"', 

par  rapport  a  x,  de  la  differentielle  n*^  de  par 
rapport  ky ,  et  vice  versd. 

3ia.  La  plus  simple  des  equations  diff^rentielles  par* 
tielles ,  est  celle  qui  ne  renferme  que  Tun  des  coefEciens 
du  premier  ordre  et  les  variables  independante».  Soit, 
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par  ezemple,^  =  /t3  R  ne  contenant  pomt  z;  en 

mnltipliant  par  do;  ^  on  obtiendra  ^dx  =  Hda? ,  ou 

ds  =  /tdx,  et  en  integrant  par  rapport  k  x  seulement  ^ 
il  yiendra 

js=//idx+C. 

Dans  ce  risultat ,  C  n'indique  pas  une  simple  constante 
arbitraire  ^  mais  une  fonction  absolument  ind^terminee^ 
de  toutes  les  yariables  autres  que  x ,  que  pourrait  con^ 
tenir  la  fonction  z.  Si ,  par  exemple ,  z  dependait  en 
m^me  temps  de  x  et  de  ,  on  aurait  »= /Rdr  ^  Qy), 
en  d^signant  par  ^  une  fonction  arbitraire  compos^e 
d'une  mani^re  qnelconque  de  la  variable^  m^Iee  aveo 
des  constantes.  Qnand  z  sera  une  fonction  de  trois  ya- 
riables  u ,  x  ety ,  on  aura  alors  z= fRdx  +  (p  iu^y) , 
9  (^>^)  repr^sentera  une  fonction  arbitraire  dans 
laquelle  les  yariables  u  et  ^  pourront  6tre  combin^es 
d'une  mani^re  quelconque  ,  soit  entr'elle8^  soit  ayec 
des  constantes.  Ea  gin^ral  pour  im  nombre  quelconque 
de  wiables  independantes  s,     u,  x,y ,  etc.  rinte- 

grale  ^e  ^= R ,  seraz =/Bdx +^    t,  u,y,  ctc. )  ; 

parcequ'il  est  ^yident  que  la  fonction  f  (j,  t,  u,y,  etc), 
quelle  qu'e1Ie  aoit,  ne  yariant  point  quand  x  yarie,  oa 
dz 

a  tou)our8g^=/l. 

Je  yiens  de  supposer  que  z  n'entre  pas  dans  R ;  s'il 
•*y  trouvait  ,  il  faudrait  integrer ,  par  quelques-unes 
des  methodes  precedentes ,  en  ne  regardant  conune 
yariables  que  x  et  z  seulement,  Vequation 

^dx— Zldx  =  o    ou  d»  — /ld«  =  Q; 
dx 
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et  designant  3on  integrale  par  ^=  coiut,  on  aurait 

^=<f)(j,t,  Uyy,  etc.) 

potir  I*6qaaHon  primitive  de  laquelle  depend  la  fonc- 
tion  s.  £n  effet ,  ti  on  differentie  ccttt  equation  en  m 
faiaant  yarier  que  x  et  2,  le  r^sultat  sera  de  la  form* 

jPdz-f-  ^dx  =  o, 

ct  tel  que*— ^=/{,  ce  qui  donne =  R. 

3i3.  L*equation  jPp-f-Qf  =  A,  dans  laquelle 
P,  Q,  R,  contiennent  a-la-foi»  x , ^ et  a,  est  la  plut 
genirale  qa'il  soit  potsible  d'ayoit  entre  les  coefficient 
dn  premier  ordre  p  et  g  y  lorsqulls  ne  passent  pas  le 
pranier  degr^.  En  prenant  la  valenr  de  p  dans  cetta 
^qoation  pour  la  substituer  daas 

on  trouvera 

Pdz  —  Rdx^=  q  {Pdy  ^  Qdx)  , 

le  coefficient  q  restant  tonjours  indeteraiin^.  II  a%  pre- 
sente  ici  deux  cas  :  i^.  la  composition  de  P ,  Q  etR, 
pcut  §tre  telle  quc  la  fonction  Pdz  —  Rdx  ne  renferme 
que  les  variables  s  et  j?  dont  eUe  contient  les  difTeren^ 
tielles,  tandis  que  la  fonction  Pdy  — >  Qdxne  renfersic 
que  Xy  y\  a**.  Tunc  ou  rautre  de  ces  fonctions  ,  ou 
meme  toutee  deux,  peuyent  rcnfenner  les  trois  varia- 
bles  x^y  et  2. 

Dans  le  premier  cas,  il  existe  un  facteur  ftj  qui 
rend  Pdy  —  Qdx  (SfferentieHe  complete  ,  ct  un  fao- 
teur  y!  qui  op^re  la  meme  chose  sur  Pdz  —  Rdx  \  desi- 
gnant  ces  differentiellcs  par  MetNfOn  aura 


Digitized  by  Google 


D«    QllCVt    INTEGK^AL.  463 

J9dy-.Qdx=-^dilf,      />dz— Jldx=-VdiV, 

et  r^ouation  ci-dessus  deviendni  diV=  2^1.  di/.  EUe  ne 
peut  ^tre  intigrable  i.  moms  que       ne  soit  une  foAc- 

tion  quelcpnque  de  M\  posant  donc     ^  =     (AT)  » 

OD  adAb=:  t'(if)  dJf,  et  eu  intigrant,  il  vientA^i^^  (Jlf) , 
retultat  dans  lequel  p  disigne  toujours  une  (bnction 
ajrbitraire. 

Pour  donner  un  exeniple  de  ce  cas,  je  prends  r^ua- 
tion  p je  ^  qy  =  nz',  on  en  tire 

/>  =  x,  Q=:y,  R=M, 
JP^—  Qdx  ^xAy  ^ydx, 
Pds      Rdx  s  xdz  —  nadx  ; 

on  trouye  par  rintigration  des  ^quationsj 

xdy — ydx=Oi  xdz  — /izdx=o, 

qae  les  facteur»  gi  et  ft'  sont  respectiyement ,  • 
€t  que  parconseqttent  ilf        iV=s;  ^ :  il  s'ensuit  donc 

^=^^»^^,  ou  ftasjc^^-^^,  c*est-4-dire,  que  & 

est  une  fonction  homogine  en  o:  et^»  du  degii  ».  Em 
effet ,  r^quation  pjc  +  ^  =  ,  n'est  autre  chose  que 
le  theoreme  des  fonctions  homog^nes  doniie  n^  366 ,  et 
dont  ce  qui  pr«c^de  fournit  encQre  une  demonstration 
pour  le  cas  de  deux  yariabtes. 

5x4'  Quand  les  yariables  x  ,y  et  z,  sont  rofel^es  in- 
dillKictementdansIesfonctions  Pdy — Qdx,  Pdz — Rdx, 


Digitized  by  Google 


464  TRAIT£  ELEMEMTiklRE 

il  ii'est  plus  possible  de  les  rendre  int^grables,  chaciuie 
en  particulier  9  par  le  moyen  des  facteurs^  et  cela^  parce- 
qa*on  ne  sauroit  int^grer  isolement  les  ^quations 

Pdy— 9dx  =  o,  Pdz  —  Rdxz=zo; 
car  il  faut  bien  remarquer  que  z  ne  doitpas  itre  suppose 
constant  dans  la  premiere  ,  ni  o;  dans  la  seconde. 
Lagrange  a  fait  yoir  le  premier  que  n^anmoins  si  Ton 
integrait  conjdintement  ces  equations,  et  qu*on  <n  de- 
duisit  deux  ^quatious  primitived ,  renfermant  chacune 
une  constante  arbitraire ,  de  mani^re  qu'on  e^t  Mz=za , 
N=  b  fM  etN  ^tant  des  fonctions  donnees  en  x  ,^  et  z, 
Tint^grale^e  laproposee  Pp-^-Qq^R,  serait  N=^(^M), 
^  designant  toujours  une  fonction  arbitraire.  Cette  pro- 
position  importante  parait  d^montree  assez  simplement 
de  la  mani^re  suivante. 

.  Puisque  les  equations  M=a,  N=  b ,  lont  supposees 
deduites  des  equations  Pdy — Qdx=o,  Pdz — ^Rdx=o , 
il  faut  que  leurs  differentielles  aient  lieu  en  meme 
temps  que  ces  derni^res^  c^est-a-dire  que  si  i'on  met 
dans  les  ^quations 

_dar  +  ^dj.  +  ^d^  =  o, 

diV      ,  diV,      dN  . 
_dx+-^dj.+^d*  =  o, 

les  valenrs  de  dy  et  de  dz ,  tirics  de  Pdy  —  ^dxso, 
Pdz  —  Rdx=o ,  on  parrieinne  a  dea  r^sultatt  ideati' 
qnement  mils.  Ces-resultats  tont 

dM„.dM^/dM„ 

dr^+d^^+dr^=°' 

diV„  ,  diV^  ,  d^^  _ 

di-^+d7^+-ar«=°' 

on  en  tire 

dJf 
dx 
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dx  <dy  P      dt  P ' 

Ay  P      d5  P  ' 

mais  r^quati«iiiV=^  (^f)  donne  dN=f\3f)dM,  6xii 
en  d^loppant , 

substituadt  dans  cett6  ^quation  les  valeurs  pr^ce- 

■.■        ,  dM  dN 
dentes  «•'^»  -^,  on  tnmver» 

r=?'(^)  <^dx)'+^(Pd.-:Rda:)] , 

Paz-Rd.=-/^,     ^  ^^(Pd^-Qdx), 

Eq  repi^feentnit ,  pocir  abr^ger,  par  la  quantiti  qni 
multiplie  -Pdf  ^  ^dr  et  qui  est  indeterminiee ,  puu- 
qu'elle  contient  ^  (  jftf )  >  requation  ci-dessu3  deyiendra 

Pdi  —  fld»  =  ~  (rfd  (Pdy  —  Qdr  ) ; 
on  en  tirera"(5o8) , 

dz  ^  dif 

 p-'^=gp=— ; 

valenrs  qui  satisfbnt  i  la  proposee^  independamment 
de  0 ,  et  parconsiqit^nt      T(ilf>.      '    -  ' 
Cak.  integr.  G  g 
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Quand  on  fait  ^  (*f)  «  a,  Yint&ff^  iV=^  (ilf ) 
8C  rMiiit  4  N^b^  ce  qi|i  mpntie  que^=fr  estone 
integrale  particuli^r^  de  .la  proposee.  I)  en  serait  de 
m^me  de  i!f=:;a }  c^de-i)fc=  j>  (3f >,onti^re  ill==^,(j!V), 

etant  une  fonction  inyerse  de  ^ ,  arbitraire  parcon- 
a^^nt,  tt  qn  on  j^ijf  i^uppQfer  * 

3i5.  On  facilite  beaucoup  ,  dans  un  grand  Bomhre 
de  cas^  rint^gratipn  des  ^quations  diiF^rentieUes  par« 
tieHp^'0u  pwipi^  orirf ,  i  troif  vari^Ies,  en  les  par- 
tageant  en  deux  autres  par  Vintrodtiction  d*ime  quan- 
tite  indetenninee^  ^insi  f^pHi  y^}^  yoir  <}aps 4>^mple 
suivant : 

Soit  Fequation  f  (;>  ,  A?)  ==r  (?,3^)  ;  si  on  faut 
f  (p,a;)=0,onauraenpi^metemps  F(^,^)=#,  et 
on  d^di^r^df  cef  deux'^quj|t^fi| 

fy  iet  F^  itant  des  fbnctions  iilyerses  de  eeUfi»  qtie  d^ 
•ignent  f  et  F.  L'equation  dz  =pdx -fr  ^V^^P^^ 
d2=drf, (• ,    )  +  d^F^  ( » ,y)\ 
'   m£d^  fi  09  lepr^septe  les  int^alet 

/dxf,(g.,*),/dyF,(«,j^), 

pises:  en .  n-aylmt  igp^  qu-aux  vari^blef  «  et  y ,  par 
Pmk  Q,  ces  dermiref  quqptiftes  it^nt  aiusl  des  fonGr 
tidaa  de  i»  ,  il  yiendra- 

•t  parconsequent 
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Cette  dtniidre  ^quation  oe  pcnt  deTenir  diffkntidle 
complite,  quepar  la  snpposition  ds 

«W*  j  dO 

d'oik  il  sttit 
aiutt  donc 

Iafonct,onarbitraire9(«)8erad^termin6e.  ^ 

Hsnffitaonventdesubstitucrdans  T^quation  / 

d«=;>dr-f.^dy, 

la  valenr  dep  ou  de  9 ,  tir*e  imm^atemerit  de  la  Dro- 

poaee,  etd-intigrer enauite  le  r^sultatpar  partTel  W 
quona,  par exemple,  ;,  =  f(^).  aWt 

on  troDTe  ^  j 

«+*(^)=rrf(^)+^,  /(y^^rf^Cy^+J'. 

De  rjntdgmfion  das  i^fuatiom  dimren^ 
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pour  nne  fonction  de  deux  yariables ,  et  une  ^guation 
difFerentielle  partielle  du  m^me  ordre  peut  exprimer 
en  g^n^ral  une  relation  entreles  variables  independantes, 
la  fonction  cherch^e  ,  et  ses  coefficiens  dilTerentiels  , 
tant  du  second  ordre  que  du  premier. 

L*anaIogie  faityoirque  T^uationg^nfrale  d'un  ordre 
quelconque ,  et  d*un  nombre  quelconque  de  variables  , 
doit  renfermer  lesyariables  independantes^  la  fonction 
clierch^e ,  pt  ses  coefficiens  differentiels  depuis  le  pre- 
mier  ordre  jusqu*aJ*ordre  dont  elle  est  inclusiyement. 
Ayant  de  m'occuper  de  ce  cas  general,  J*en  rapporterai 
quelques-uns  qui  sabaissent  a  des  prdres  inferieurs  a 
^eloi  dont  ils  sont. 

1*.  Toute  equation  a  trois  yariables  qui  sera  de  la 
f orme 

\^>y*  dy«*  dxdy"'  dx^dy-^^^dx-ndj^»/"^' 
quoique  de  Tordre  m^jiyse  ramenesur-Ie-chanipiune 
^quation  de  Tordire  en.fusaait  =  v  ,  parce^ 
qu'elle  se  change  en 

r(        '       di'  d*i/ 

On  y  doit  supposer  alorsjf  constant^  puisque  tonslet 
coefiiciens  diiFerentiels  de  v  <|ui  s'y  trouyent  sontreIati£i 
4  x\  et  elle  peut  parconsequent  se  traiter  comme 
n^itant  qu'entre  les  deux  yariables  x  et  v;  mais  il 
est  eyident  que  pour  donner  a  Texpression  de  v  toute 
la  g^n^ralit^  dont  elle  est  susceptible^  il  sera  neces- 
laire  de  remplacer  les  m  constantes  arbitraires  qu'elle 
dgit  reofemer.^.par  autant  de  foactioni  arbitraires  dela 

r»  / 
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Tariable^  prided*abordpourconstante.  Ajantobtehu 

d-^z 

on  remontera  a  z,  par  le  nxoyen  de  Tecjuation  ^jj=v, 

dans  laquelle  on  doit  maintenant  regarder  x  comme 
constant^  et  qui;  deyenant  par  la  une  ^quation  de  Tordre 
n  entre  deux  yariables  seulementi  pourrase  traiter  ainsi 
que  les  ^quations  d«  cegenre^  en  obseryant  neanmoins 
de  changer  en  fonctions  arbitraires  de  les  n  constantei 
arbitraires  introduites  par  cette  nouyelle  integration. 

a^.  Les  ^quations  de  la  forme 

r/  d«    d*a  d»«\ 

/  dc     d*2  d«zi\ 

^^'•^'^'5?'  d7>  37;  =  °' 

penyent  toujours  ^tre  trait^es  imm^atement^  comme 
8'il  ny  entrait  que  deux  yariables,  sayoir,  x  ets  dans 
la  premi^re  tyetz  dans  la  seconde ;  et  apr^s  Tintegr»- 
tion,  on  substituera  aux  constantes^  dans  rune  des 
fonctions  de^  ^  et  dans  Tautre  des  fonctions  de  x, 

Les  ^quations  du  second  ordrci 

d^Z  r\  ^**  n 

dans  lesquelles  P  et  ^  ne  contiennent  que  x  tty^ 
se  rapportent  a  la  premiire  forme.  En  faisant  ^= v, 
dv 

la  premi^redeyientg^+Pv=Q,  ^quation  du  premier 

degre  et  du  premier  ordre,  par  rapport  aux  yariaUes  v 
tty,  etdont  Tintegrale  est 

v^rJ^^  ifdP^^^^Qiy  +  O  (a57). 
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Si  Fon  met  poar  v  sa  Yalenr  et  qii'oii  cliange  C 
«n  f  (x),  on  a«a 

en  intipant  eette  fns^  por  n^port  i  2  et  ijf  aenU^  ob 
tronreia 

en  traitant  de  meme  la  Beconde  iqnation  ,  on  arriyenut  a 

z^fS^e-^^^lfiF^  Qix+^  (y)]  +4  (x). 

LorsqnVm  ania  P^^^^o ;  le»  r^nltats  ciHissias  se  redni* 
ronta 

dans  UB  c^»  et  daas  raatrc  i 

«^yay/ijax+yayftCy)  ^^'(^) ; 

mais  comme  la  fonction  f  est  arbitraire ,  on  toira 
simplement 

a=/ay/^  +  t(y)  +  4(x). 

Il^observersd  qne  ces  derniers  cas  ne  d^pendent  que  de 
riQt^gralion  des'  fenetions  d'une  seiile  yariable ,  et  oat 
ete  traites  sous  ce  point  de  yue ,  daps  le  n^  a47* 

On  a  dhi  exemples'  de  la  seconde  forme  gen^Ie 
^antile&d^uabe^iatieBS  - 
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lonqft^on  suppcFse  ^iie  P  tt  Q  renfenhent  x,j  et  z.  La 
preinii^e  doit  Itra  traitie  doinme  011«  equatioQ  dit 
«toond  oildre  >  entre  Itn  Tariables  x  et  z les  con»^ 
tantes  atbitraires  dnes  i  ton  int^atiDn  seront  des 
fonctiona  de  j  :  on  operera  de  la  mime  mam^e  sar  Ik 
deuxiime ,  par  rapport  Atx  yariabletjr  et  et  oii  cfaan^ 
gera  les  cosntantes  arbkraires  en  foictlons  x,  Potit 
ne  doxmei-  que  le  cad  le  phig  omple ,  j«  rMolrai  U$ 
iqoatiotti  proposees  i 

et  je  supposerai  qoe  Q  ne  contienne  qne  x  et  y les 
formules  du  n*  aao  donneront  immediatement 

z=fdxfQdjt^Cx+e,  z=:fdy/r;)dy+Cy  +  C, 

d'ou  on  condura 

z  =  fdxfQdx+xf(j)+MY)>^fW^y+y^(^''^+'^^^^' 

317.  Eapasdtht^ttix  ^oationsrdu  secondordre  k  trois 
yariables ,  qui  renferment  tous  les  coei&ciens  differen- 
tiels  de  cet  ordre ,  mais  au  premier  degri  seulentent, 
ponr  simpBfier  les  calculs ,  je'  fisrar  tiMige  des  dino- 
minations  suirantes : 

dz  =pdx  +  {idy 

dp  =rdx  +sdy       dqT=zsdx  +  tdy  (*) 
A*z  =  dpAx  +dgdjy  =  rdx*  +  iisAxdy  +  tdf". 


(*)  tjt  eee^ient  de  dx  danf  d^  ett  lc  mdme  ^ne  c^oi  de  d^  dant 
dp,  ii  cMise  de U  fenditioii ^ ^ *  bqndle  doii  Mtiifiaw  I» 
jUKrenddle  ds. 
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L'equation  diff6rentiel|e  partielle  de  cet  ordre  et 
a  trois  variables  ,  consider^e  dans  k  cas  g&ieral , 
ne  peut  donner  que  Texpression  de  Tun  des  coeffi- 
ciens.  r,s,  t,  en  fonction  des  deux  aiitres  et  des  quan- 
titispfii,  Xy^;  cequi  ne  suflitpas  pour dtormiiier 
Ifis  diiferfntietles  dp  et  d^.  On  peut  aussi,  au  niojea 
de  ces  diff erentielles^  eliminer  de  Tequation  proposee , 
deux  des.trois  coefficiens  s,  t,  etle  resultat  serala 
relation  que  cette  ^quation  suppose  entre  dp.  et  dq ; 
c'est  ce  procede  que  Monge  a  suiYi- 

Je  rappliquerai  a  Tequatio^n 

jlr^Ss+Ttz^r, 

oii  je  supposerai  que  les  quantites  B,  T  et  f^, 
renferment,  d'une  mani^re  quelconque  ,  z  ,  p 

et  q.  £n  y  substituant  les  yaleurs  de  r  et  de  I ,  tireet 

dc^s  equatipns 

dp-=zrdx  -f  sdy ,  dq  =  sdx  -f-  tdy , 

et  qui  sont  . 

^     ~  '^^y         f  1-  dq^sdr 
 dl~'        •  ~dy 

on  trouve 

Rdpdy+  rd</dx— rdxdy=5(Bd/— 5dxd^+rdr»), 

^quation  dont  il  semble  qu'il  faudrait  integrer  sepa- 
rement  les  deux  membres ,  a  cause  dn  coefficient  diffe- 
repti^l  ^ndetermin^  s,  .qui  multiplie  le  second  ;  mai^ 
ici ,  comrhe  dans  le  n®  5i4 ,  il  suffit  de  parvenir  a  deux 
^quatibnl^  primitites  Mz=za,  iV=&,^qui  satisfassent 
en  m6me  tenjps  aux  equations 
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•  Mpdy-fTdqdx  —  P^dxdy=o 

rintigrale  de  la  propos^e  scra  encore  iV=^(Jf).' 

Pour  le  demontrer^  je  transforme  d'abord  les  ^qua- 
tions  precedentes  en  d^iiutres  ou  les  diiFirentielleB  ne 
montent  qu'au  premier  degr6  ,  et  pour  cela  ]e  fais 
dy=mdx.  Laseconde  de  ces  iquationsdeYenantj^apres 
la  substitution, 

Rm*  —  5m  +  T=  o  {A): 

^^termine  la  quantiti  m;  mettant  .ensuite  pour  dy  sa 
valeur  'dans  Rdpdy  +  Tdqdx —  Vixdy  =  o,  on  aura 
pour  chacune  des  valeurs  dont  m  est  susceptible ,  un 
ayst^me  d^equations  de  la  forme 


dy  —  mda:  =  o  i 
\q  —  rmdxz=Lo]^^^' 


RmdpJ^Tdq- 

auquel  il  faudra  joindre  T^quation 

dcczjxtr  +  ^djr, 

qai  esrprime  la  relation'  qu*ont  ayec  la  fonction  2,  les 
coefficiens  p  et  </. 

Cela  pose ,  si  les  ^quations  M^a,  N=  b  satisfont 
aux  ^quations  (1) ,  et  que  dans  les  di{f6rentielles 

AM.     ■  dM.    ,  dil/,    ,  dM,    ,  dM, 
i^^-i    .diV,    ,  diV  -    ,  diV  , 

dx+ -g^  dj.+ ^  dz+ ^dp  +  ^d,  =0, 
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on  mctte ,  au  lieu  de'  ds  sa  valear  tiree  de.  <  ' 

dz  spdx+jfdy,  et  au  lieu  de  dy  et  de  d^,  cellea 
que  doiment  les  ^quations  (i) ,  les  resultantes 

/dM  .  ^      .   ^,dJlf  ,  rddM\, 

^  * +     + > + -r  d^ ) 

.   +V"a^ — TS^)^^''* 

*   /diV     flmdiV\  j 

+  (^— r  d^)^=°' 

devront  ^tre  identiquM  ^  stf  p^Ca^  ^c6ds^(inettt 
dans  les  suivantes : 

dilf  ,     m         ,      ^  diJf  ,  ^mditf^ 

+ -^T  4  (/»+^'»')  dr+ -r  w  °' 

dp       T  dq~°* 

diV  .  _diV  ,  ^    .        diV  ,  rmdiV  .  , 
dJ  +  *  "dy  +  ^''+ ^>  = 

diV  JlmdA^ 

■a^^-T^di-**' 

L'6qiiateli  iV=t(*f)  ^tant  differeilli*e,  donM 


OH 
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V  »rv  f j    .  dlf ,  .  dM,  ^  dilf .   ,  dJlf  .  1 
f  (JI0{^Ar+^dy+^d»+^^+-^A7j; 

«i  l'oa  snlMtitne  daot  eette  d«rAii^i«  les  v«knan  da 

dJtf  d^  diV  diV 
dx  *  d/> '  dx  '  ' 

prisea  dans  les  qnatre  pricMentes,  et  qii'oa  dunge  ds 
en  pdx  +  fdy,  on  obtiendra 

'd2V  .  dAT 


V(Af){(^+,|^)Cdy-«dar, 

+  y       C  Andp  +  T-d^  -  rmdx  )  J , 

Jb«-  ^  revient  i 

Andp  +  Sra^  —  rjndx=<i#  (<fy — fndx)» 
en  faisant 

dAT  ^    diV     ^.^./d9f.  dJITv 

1  /dA'  ^,,;»-sdilf\ 
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Siroji  remetrdx+^dy  etsdx+tdy,  pour  dp  et  dq; 
et  que  Ton  egale  a  z^o  ce  .qui  multiplie  chacune  de9 
diiFerentielles  independantes  do;  et  dy,  on  obtiendra 

puis  en  tirant  de  ces  equations  les  valeurs.  des  coefli^ 
ciens  differentiels  r.et  pour  les  substituer  dans  b 
proposee^  elle  deyiendra ,  apres  les  reductions , 

et,  en  yertu  de  requation  {A)  elle  sera  satisfaite  in» 
dipendanunent  des  quantites  »,  ets, 

3i8.  Le  th^oreme  d^montri  ci-dessiis,  ainsi  qne 
ses  analogues  dans  les  ordres  superieurSi  n'a  pas  la 
meme  gen^ralite  qne  celui  du  n^  3i4f  ^^^^  bien 

remarquer  que  les  iquations  (i)  peuvent  renfermer  a- 
la-fois  les  cinq  yariables  x ,  y ,  z ,  p  tt  q ,  tt  qu*en  y 
joignant  meme  Fequation  d«=pdj? -|- ^dy ,  on  ne 
•aurait  paryenir,  par  relimination ,  qu'a  une  resul- 
tante  contenant  trois  yariables ,  laquelle  parconsequent 
ne  pourrait  dieriyer  d  une  seule  ^quation  primitiYe , 
que  sous  certaines  conditions  (3o8).  On  se  tromperait 
xieanmoins  si  Ton  concluait  de  la  que  quand  les  con^ 
ditions  dont  on  yient  de  parler  ne  sont  pas  remplies , 
r^quation  differentielle  partielle  propos^e  ne  pent  eDe- 
m§me  deriyer  d'une  seule  ^quation  primitiye. 

3ig.  Soit^  pour  exemple^  Tequation 

Ar  +  Bs+Ct=F', 

dans  laquell»;  A  ,  B  tt  C  scmt  constans,  et  ^est  nne 
fonctibn  dex  et  dt  y,  L'equationde  (A)  deyientpoar 
ce  cas  ^m*-^J?/n+  C  =  o;  ses  racines,  que  je  deai- 
gnerai  par  wl  et  m",  etant  constantes,  fournissent  deux 
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lyrtimes  d*^quatioD8  (i)  qui  donnent  par  rint^gration 

y — itix—  a  I 
Am'p  +  Cq  —  rnffrdx  =bi' 

y — rrix=a'  1 
Am"p  +  Cq^  mjFAx^.V  ]  ' 

eto&rinte^ale  /^dxne  d^pendqi2ed\tneseuleyariable, 
parcequ*on  peut  chasser  y  ^  au  moyen  de  sa 

yalenr  prise  dans  la  premi^re  ^quation  d^  chaque  sys- 
teme  :  on  aura  donc  en  mdme  temps  ces  deux  integrales 
premiires  de  la  propos^e^ 

Am'p  +  Cq  —  m'fV&x  =  ^  —  m'x) , 
Am^p  +  Cq  —  my^dx  =  4  (y  —  m^x)  ; 

ct  en  int^grant  Fune  quelconqae  de  ces  equations,  oa 
arriyera  i  rintigrale  seconde. 

Si  on  prend  la  premiere  ,  par  exemple,  elle  donM 
p=^~^q+^fFdx  +  pCy^m'x); 

on  peut,  pour  simpliEer,  mettre  m"  au  Keu  de-^—p^ 

Am 

C 

puisqu*en  yertu  de  r^quation  (^A),  m^m" = ^ ;  «t  «i 
•ubstituant  dans  d&=/7dr-f-</dj^,  on  trouvera 

dr 

d*  —  -j-  fFdx  —  dxf  (.y-^  ^'^)  =  ?  (dy  m"dri ; 
les  ^atioos  i  iotigrer  (3i4)  seront  donc 
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43y— m^djcsso,    ^l*— ^  /fUr— dr^(jf— m'x)=o* 

On  tire  de  rune,  y^^m^xzxia^  ce  qui  change 
rautre  en 

da  —  ^/rdx  —  dx^  [a'  +  (m''  —  m') 07]  =  o , 
dont  rintigrale  est 

,_i^/da:/rdx--r^  f  («^  +  (^" - '^O^f)  =  3 
m  ™^ffi» 

et  deideBt 

a  — ^/dx/^dx  —  f  (jf  — m'x)  =  6, 

lorsqu^on  remet  pour  a'  sa  valeur,  en  observant  que  f 
eetune  fbnctioa  arbitraire,  dont  les  coeificiens  difFeren^ 
tiek  sont  arbitraires  aus^ ,  et  dans  laquelle  on  peut 
compreiidre  telle  quantite  constantequ^on  voudra.  H  faut 
aussi  remarquer  que  pour  obtenir  /dx  /^dx ,  on  doit 
int^grer  une  premi^re  fois  par  rapport  ^  x,  en  substi- 
tu^nt  au  lieu  de  y  sa  vaieur  ,  tiree  de  Fequation 
y  —  mfx^xsa,  comme  il  a  iti  dit  plus  haut ;  mais  lors- 
^'oR  ^era  parvenu  au  r^mhat^  on  remettraaulieude  a 
ea  valeurj— ^m^x,  et  a?ant  d^efTeettter  la  teconde  int4^ 
gration,  on  changera^  en  a^  -|-  m'x,  ainsi  que  Vexige 
r^quationj^ — m"x=a\  trouvie  en  demier  iieu.  £b 
gtoeral ,  quand  on  aura  plusieurs  de  ces  int^grations 
successives  i  effiectuer^  on  ne  pourra  jamais  employer 
a  leur  simpUficatloa  quelet  equations  quidoivent  avoii' 
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lieu  en  meine  te^^ps.  Avep  ces  fttte»|iQD9,  riotegraU 
seconde  de  i^^^tipn  propps^q  t  +  +  (^^  ^  f^* 
sera 

Si  Ton  ayait\//=  i ,  jB=;o,  C=  t-c:»,  ^=o,  ce 
qui  changerait  F^quation  proposee  e^ 

rintygrale  deviendrait 

3ao.  Les  fonctions  arbitraires  qui  entrent  dans  les 
intigrales  des  ^qnations-  diflT^rentielles  partielles,  se 
d^terminent,  exi  s^ppgosaqt  qp^  lafonctjpn  z  prenne  diiis 
formes  particuH^res ,  lorsqu'on  assigne  des  relations 
•Qtre  lee  variables  y  et  a^.  Voici  denx  exemples  d« 
eette  ditemination : 

Si  Ton  a  i=if(p(^,  M  et  f^designant des  fonc- 
tion8donnees^n)c,.j^  ^t  «,  et  qii*o^>emUB  d^terminer 
la  fonction  repr^sent^e  par  la  c^ract^ri^tiqne  f ,  de  nia- 
ni^re  qu*en posant  F(x  ^y,z)  =  o,  on  ait  en  m^me 
temps  /(ic,^,  o,  Jes  caract^yistifpies  Fetf  d6- 
flign^nt  des  fonctlons'  connues,  on  fera  /^=  t,  et  on 
<^mhinfra  l^s  frpi^  ^gviationf 

f^—^M    F(x,^,  «i)=q^  /(x,^,  a)=o, 
ponr  en  tirer  des  yalenrs  de  x,^et  s,  en  t]  sub-- 


(*)  Cette  ^alioii  ntt  ceHe  de»  cordn  Yibruitesi. 
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stituant  ces  valenrs  dans  M  ^  qui  deviendra  une  fonc- 

tion  de      gue  je  designe  par       on  aura 

1=^9(0,.    ou  (P(0=~> 

et  la  fonction  ^  sera  parconsequent  d^terminee,  si 
Fon  remet  danscette  derniere  equation  pour  t  etT,  leur 
yaleur  en  x,y  et  z, 

Soit         i=il/(p(r)  +^4C>^; 

comme  il  7  a  deux  fonctions  a  d^terminer,  il  faut 
qu'il  7  ait  deux  conditions  :  on  doit  supposer  que 

^  (P^^y^     =  o,  donne  /(x,     z)  =  o, 
que   F'(Xy  yy  2)  =  o  donne  fioc^y,  z)  =  o. 

Faisant  toujours  V^-ty  et  tirant  des  trois  equationa 

r=t,   F(ix,y,z)  =  o,  f(x,y,z)  =  o, 

les  valeurs  de  a?, y,  z  en  t,  on  charigera  lea  quan* 
tites  M,  N,  en  fonctions  de  t.  Soient  T  et  0  ces  foiuy 
tions ,  o;i  aura 

oombinant  ensuite  les  equations  ^ 

pour  obtenir  les  valeurs  de  x,yyZen  t,  on  changera 
par  ces  yaleurs  les  quantites  M  eVN  en  fonctious  de  t, 
que  je  d^signerai  par  7^  et  t^,  et  il  yiendra 

1  =  7^^(0 +  fl'4(0...(a). 

An  moyen  des  ^quatiaas  (1)  et  (a).on  determinera  les 

ibnctions 
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fonctions  ^  et  4  cn  (;  puis  on  remettra  a  la  place  de  t 
fa  Taleur  F'  (*)•  ' 

Des  Sguations  diJfSrenCielles  Cotales  qui 
ne  satisfont  pas  aiKC  conditions  din^ 
tigrabiliU. 

391.  J'ai  fait  voir  dans  le  n^  SoS^  qu'une  ^uation 
diCFerentielle  du  prenuer  ordre  i  trois  ^ariables,  de 
la  forme  Pdjp+^dy  +  ^^=Oi  ne  pouyait  §tre  sa- 
tisfaite  par  une  fonction  de  deux  yariables,  qu^autaoi: 
que  Teqnation 

^tait  identique  par  elle-m^me ;  mais  en  ^tablissant  une 
dependance  quelconque  entre  z,  on  changei^a  1'^-^ 
quation  proposee  ^ .  dans  une  autre  qui  ne  contiendra 
plus  que  deux  de  ces  variables^  etdetermineraparconse* 
quentl'unedecelles-ci  en  fonction  de  Tautre. 

Si  Yon  ay^t^  par  exemplc;  Tequatioii 

d«  3cdx»i-ydy 
z — c  — ^)+y(y  —  b)* 

qui  ne  peut  remplir  la  conditibn  inonc^e  ci-dessns ,  tatft 
que  a  et  &  ne  sont  pas  nuls,  et  qu'on  y  fity  =  ^(x)  ^ 
f  designant  une  fonction  quelconque  ^  elle  se  cbange- 
rait  en 


(*)  La  d^termmatfoii  des  fonctiotis  aiiritraSref  reftient  k  faira 
|>as8er  par  descoorbes  donn^Sjles  Burfaces  qui  represeatent  les  eqn»-^ 
tjoas  propos^esj  et  ces  coorbes  peuvent  ^tre  continoes  oa  dis-  , 
laontinacs  ^  ainsi  qoe  le%  fonctions  sUes-m^es. 

Calc.  integr.  *  Hh 
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»— c  «(x— a)      (x)    (x)  — i  3  • 

M  doiiheriat  auta^ft  reladons  diffiirehtes  totre  t  fetx, 
^e  roH  tmffkmit  de  fbHDte  pArtidtali^M  4  la  fbnc- 
tion  f .  Si  Ton  prend ,  par  ezemple^  ^  (x)  on 
aura 

ds  sixdr   adjc 

z — c     x(a: — a)  — i)     ax  —  a — 6" 

'tfoA  oH  tirm  « — c=C(aa?— c— i),  C  litant  nne 
ccMistante  arbitraire ;  et  la  proposie  sera  s^iAite  par 
le  tytt^e  de»  ^qoations 

y  =  x  1 
a  —  c=  C(ax— a— i)/' 

Newton;  flans  8on  Traiti  des  Fhixions  (^,  arait  d^i 
indlque  cette  mani^e  de  r^oudre  les  ^qiiatiDns  diffi^ 
rentielles  qui  contenaient  pku  de  deox  yariables;  mait 
elle  a  rincony  enient  dVidger  une  integration  pour  chaque 
resultat  qu'(^  yeut  obtenir,  et  Honge  a  Temarqui, 
en  1784 ,  qu'on  pouyait ,  par  rintroduction  d'une  fonc- 
tion  arbitraire,  parvenir  i  un  sjrstime  g^niral  d^eqoa- 
tions  qui  en  donn^t  une  infinit^  de  particiilieiB ,  satii- 
faisant  tous  4  la  proposie. 

3da.  Le  procede  que  Ton  doit  suiyre  pour  inte* 
grer  Tequafion 

Pdx  +  Qd^  +  Hd*  =  0, 

par  une  eeule  ^quation  primitiYe ,  lorsque  la  choet  esl 

(*)  JYewtoni  opuieula 9  tom  1,       13  >  ^didoB  de 
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posnble ,  condnit  ansai  i  la  solntion  la  plus  g^ntode 
qae  l'on  puim  obteair  ponr  cette  ^qnation ,  dans  le  caa 
contraire.  En  elFet,  ii  on  Tint^re  d^abord,  en  regar«« 
dent  une  des  yariables  qneUe  renfenne  cotfnne  oone» 
tante,  %,  par  exemple  >  que  Fon  reprisente  par  VzsC^ 
r^ation  primitiye  qui  ripond  k  /'dr  +  Qdy=:o» 
qne  Toa  ddferentie  cette  ^quation  primitive^  en  fai- 
lant  yarier  i-la-fois  x  s  et  et  que  Ton  compara 
le  resultat  k  la  preposee,  on  arriyera  i  Tiqttadoa 

dC    dtr  „ 

/i  tant  le  bctear  qui  rend  Pdix  +  Qdy  une  diifiSren- 
tielle  compl^te.  A  !a  yeiiti,  le  aecpnd  membre  ne  se 
riduira  plus  a  une  f onction  de  z  seill ,  conuBe  oela  arriya 
dans  le  cas  oii  la  oondidon  d*iDt6grabiGt(&  est^remplie, 
et  ne  pourra  donner  C,  comme  Texige  cette  condi— 
tion;  mais  ilest  ^yident  qu*en  «upposant  toujours  que  C 
aoit  une  fonction  dez,  T^uation  propos^e  sera  satis- 
faite  par  Teqnation  pnmitiye  VssQ,  sjiroa  a  eu 
mema  temps 

dC     dtr  „ 


£usantdoncC  =  f  (;&)^lejyslfta«s  des  igpatioim 


^aatiaferaila  {iro|K>s6e,  qaelle  que  soit  la  ibrme  de  la 
jEboction  et  povrsa  as  partiralariser  d'ttne  infiniti 
dm  mamdres  en  prenant  ^  aibitraixwMt. 

£n  Hppliq^t  ced  i  TiqnatiM 
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fai  {Nrise  pour  exemple  dane  le     pr^cedent,  oii 
4ara 

'  et  faisant  .    »  . 

on  trouvera  U—^o^  +y/^:^  obtie^ra  parconBiqaent 
les  ei|uatioDS  .  -  > 

.  De  la  mdthode  des  Variations. 

^ohePche  JeJd  variathn  iFnrufonction  quelconque, 

3a3.  Toutes  les  applications  di!i  Calcnl  difFirentiel , 
pr^sent^es  precMemment ,  pnpposeQt  que  la  dependance 
des  rariables  demeure  constamment  la  m€me  dans  le 
coucs  de  krqutstion mais  ii  y  a  diTers  genres  de  pro* 
blemes  pour  lesquels  il  faut  concevoir  que  cette  depen- 
dance  cbange.  £a  voici  un  exempl^ :  quand  ^  designe 
une  fonction  codtenfmt  x  fyfsX  les  coefficiens  diiFeren- 
tielsdej^,  Tintegrale  fFAx  est  susceptiblc;^  entre  les 
memes-  val^uifs  de  d^onemfinite  d^  v^Ienrs  qui  de- 
f^endept  de  la-  relation  etablie  «ntre  x  et^;  ensorta 
qu*on  peut..4^jmoder  qneile  est,  parmi  tontes  les 
relations  possibles  celle  qui  fait  prendre  a  I  mte- 
grale  fFAx^  entrefca  limitesHonn^es,  Ta  plus  granda 
€)tt  la  pltts-p^tite  valeur.  Lmtegrale  fV^i  lorsqu*oa 
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Aa  particularise  pas  la  ralatioQi  Ae,y.i  'x,/>expruimDl  I» 
mesure  d*un'e  propciite  eommune  A  toutes  les  pourbee:»* 
qa  deroande  alors  pour  qnelle  courbe.cette  propriete 
est  un  ttiaximum  om.uu  n^EfUinum.  II  e9t  yinbk  qu^  ei  fxg.  54* 
CEy  fig^  54i  repr^^ntfi  cette  coorb^ ,  il  ifaudrn.que; 
pour  toute  autre  y9 ,  riqt^grale  fiTdjp^sat  iift^  ^itleiw^ 
plas  petife  dans  le  .preqfier^MO^ ,  et  plu^/gr^uideidant- 
le  second.'  Pour  aajd^£aire  a  cette  conditio^»  J^.pret' 
niiere  'chpse  k  chercber  es^  la  diffjsrence  qu-on  chan- 
gement  quelconque  dans  la  relatlon  de^  ^x,  om  dans^ 
la  nafure  de  la  coiirbe  qui  representq  gette/irelation^» 
produit  sur  rint^grale  fj^dx.  Ce  cliangement  ^*e?cprimf 
cn  faisant  varier  indepe,i^mment  de  xs  <^  Jox^que^ 
Ton  considere  deux  courbes  CE  et  ,  la  JC^en^f^ 
abscisse  AP  r6pond  4  deux  ordonncct  yR^  Pl^y^^ 
leur  diiFerence.ilffc^  doit  et^;e  Jistinguee  des  diif ^^encei^ 
M^R  et  (/^  ^  qui  ont  lieu  entre  deux  ordonnees  .9pnse« 
cutiyes  prises  sur  la  m6me  courbe.  .  ,  . 

Lagrange  ,  dont  les"prfeiii5^e»s  recherches  btt  prbdmt 
le  Calcul  dea  variations^  en,  a  £ait  aussi  4  la  meca- 
nique  une  application  de  la  plus  baute  importance  ,  ' 
dont  on  saisira  faciletti^nt  le  but ,  si  on  obaerve  qu^on 
peut  considerer  les  coordonn^ed  dea  differens.pointii 
d*un  corps  qui  se  meut^  soit  pour  comparer  au  m^me 
instant  deux  points  (le  ce  corps  /  aoit  pdUr  comparer 
deux  positions  cons^cntiyetf  du  .nl^me  point.  Dans  Fun 
de  cea  cas  il  n*y  a  entre  les  coordonp^es de  di^pen- 
dance  que  celle  qiri  resuhe  des  surfaces  qui  terminent 
le  corps  ;  dans  Vautre  ,  'les  coordonnee*  ciiangent 
suiyant  les  conditioQ9  du-mou^^ementetabK^et  avec  une 
variable  nouvelle  qui  est  la  mesure  du  temps  :  voila 
donc  encore  deux  manieres  de  faire  varier  les  mSmeii 
quantitesy  qu'il  eat  &  propDa  detnarquer  par  deraignet 
distincta.  CeUe  de  cea  mamj|^ea  qniauocede  a  V^utre, 

Hh  3 
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oontdtae  }e  Calcul  des  Fariatunu ,  dont  on  ne  pent 
«mbraisar  les  diven  usages  qn'en  le  regudant  conuBe 
cyonf  pottr  but  de  diffefentiet  stnte  un  nouveau  poini 
de  vue  des  qiuuiAtis  qui  ont  iti  £fflhmtiees  stms 
un  uutr»  f  on  AtabtH  eneoite  dane  le  eeoond  mode  de 
diiR&rentiation ,  Iliypodite  eonYenable  k  la  natnre  dee 
^eitione  qa*on  ee  propose  de  irieondre.  ( Yo]rex  k 
MScanique  anafytique^  ^S^)* 

3d4-  C*eet  par  la  caracteristiqne  ^  qne  Lagrang^ 
disigne  la  nduyelle  diffihrentiation ,  et  cet  n«age  a  et4 
«dopti.  Tour  ne  pae  sortir  des  limitee  de  mon  niiet , 
je  me  boraerai  k  d^elopper  les  principee  de  Tappli- 
cation  dn  calcnl  dei  Tariatione  iax  qneetions  geomd- 
Cnqnes. 

Dan«  cee  qnestiont  la  caractiristiqne  d  8*empIoje 
ponr  le  passage  d*nn  point  k  un  autre  enr  la  m^me 
conrbe,  et  la  caractirietiqne  ^estappliqu^  au  cbaiw 
gement  de  courbe :  ainsi  MR  itant  reprisenti  par  dy^ 
Mfi  eera  /y;  et  il  euit  de  I&  que 

En  paseant  dm  point  MF  eui  point  ,  m  trouferait» 
d^aprte  ce  qui  prtcMe^ 

r/.'=:jf  +  dy+>(y+dy) 

=r+4y+*r+Wy; 

mais  le  point  [jf  ^tant  cons^utif  au  point  ft,  enr  la 
courbe  yt ,  on  anrait  ausii, 

i^M'=jf  +  ^  +  d(jr+;3r) 

et  la  comparaieon  de  oee  deux  ezpreeeions  de  k  mtal» 
ligne ,  donne  cette  eqne^nenoe  cemarqnable : 
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La  mSme  chose  peut  ausu  aa  pronver  saiis  la  consi- 
d^ration  des  conrhes,  en  repr^entant  par  ^(a?)  Vitat 
primitif  dey,  et  par  une  aotre  fonotioo  4^(x)  le  rieul- 
tat  de  la  yariation  (*),  Alora  =4(a:) — f(«)sera  uno 
certaine  fonction  de  et  parconskfaent  une  fonction 
dey  cause  de  la  liaison  prinutiye  de  cqs  variab]^; 
^ignant  done  par  «■  cette  demi^re  fonction ,  on  anra 

/)j  =  »(^). 

D*apri8  cette  loi,  et  faisantpour  abre^erjr+dysiy^ 
on  aura  pareillement 

d'oilr  on  cpnclur^ 

(*)  Afin  da  donner  mie  origme  eonanme  wa  fenetione  ^  et  4* 
^nlcr,      •'eropfwae  4>4apftef  et  ^VoliirDir  le  eeicid  4ee  Teriationc, 
re^^eit  le  T«^nr  piinuufe  itf,  oo  ^(^)»  CQmme  d^d^ite  d^uDe 
antie  fonctioOfContenadtyaTec  la  yariable  x,  ^ne  nouvelle  Tariablc 
et  te  changeant  en  ^  ( j:  )  lortque  f  s  o.  {  iVbci.  Comm.  Acad. 

Petfof^.  T.  XTi,  pag.  35 ).  Par  ce  moyenjr+/jrdeTientjr  4-  ^d/, 

et|^  ^tant  prie  duM  Plijpotbte     ra?e»  ifprtole»  tant  ^'on 

ne  particnlariee  i^xfA  la  eompiMitioii  de  ^  en  t,  une  fonction  vr 
bitraire  de  x.  La  Talenr  gen^rale  de  jr  serait  exprim^  par  la  e^ie 

drf     d»r  <» 

La  TariaUe  t  ^tant  rappos^  egalc  ii  z^ro  dans  ^  $ef  coelBcien» 
«liffl-rentiels ;  ei  en  prenant  lei  coefficiens  differentielf  de  cette  i^e  per 
rapport  ii  on  fonnerait  toniet  lei  qnantit^quM  faut  evbetiiuer 
pour  obtcnir  T^t  tari^  de  Til^t^grale//^ ,  Otdonn^  suiTant  lef 
puiuances  de  (.  Cest  sous  cette  forme  que  Lagrange ,  dans  la  non- 
velle  Mition  de  ses  Leqcki  $ur  le  CalculdeM  ponetion^ ,  pr^eente 
cclni  dcs  Tariations ,  ii  l^^gud  dnqnel  il  entre  dans  beaoooup  de 
^'tailn  tr(s-iixt^res^ene. 

Hh4 
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mais  comme 

il  Tie&dca ,  en  prenant  les  variatioiis , 
ct  qoi  donne  encore 

<rdy  =  diry. 

II soit de  li qne  ldy=dldy  =  d^fyiet  contiQiiaat 
ainsi,  on  bbtiendra  ce  theor^me  fondamental 

fdy^d^^iy, 

en  yertu  duquel  on  peut  transporter  la  caract&istique 
apris  la  caract^ristique  d. 

Ponr  donner  plus  de  sym^trie  au  calcnl ,  ttnsi  que 
pour  embrasser  des  circonstances  relatiyes  aux  limites 
des  integrales,  et  dont  onverra  plusloinquelques  exem- 
ples ,  on  fait  yarier  x  aussi  bien  que  ;  mais  le  tUor^me 
ci-dessus  ne  cesse  pasd*ayoir  lieu  pour  cela ,  parceque  la 
loi  de  la  yariation  etant  oonstante,  qaoiqu'arbitraire , 
i^x  est  une  fonction  de  x  ^  de  taquelle  se  tire  ijf^enj 
cbangeant  x  m  af  :  il  en  resulte  tdx=dih:  ^  et  pa- 
reillement/d/^=d/i^,  pour  toute  f onction  depen- 
dante  de  x. 

3^5.  n  einste  nn  ditor^me  analpgue  par  rapport  au 
^gne  /.  £q  effet,  si  on  represente  fU  C/i,  il 
\iendra  . 

dU,=  U,  puis  tdU,  =  lU; 

transposant  la  caract^ristique  t  apres  la  caract^ristique 
d ,  et  passantensuite  aux  integrales  y  on  trouyera  succes* 
siyement 

di^U,=tU,  i^U,=fiU; 
puis  remettant  pour  Ui  sa  yaleur ,  on  ania  enfin 
lfU=flU. 
3a6.  Cela  posi ,  on  yoit  que  pour  obtenir  la  yarift* 
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tion  d*iine  fonction  quelconque  U ,  contenant  Xy  y 
et  leurs  difFerentielles  des  ordres  quelconqnes ,  il  faut 
tupposer  que  x  et  se  changent  respectiyement  en 
x-^i^x,  y+iy ,  et  regarder  t^x  et  ty  comme  det 
fonctions  arbitraires .  rune  de  x ,  Tautre  de  y.  £n  se 
bomant  aux  termes  oii  les  yariations  ne  passent  pas 
le  premier  degre ,  Top^ration  reyiendra  k  dififerentier 
par  le  procede  ordinaire  la  fonction  U,  tant  par  rap- 
port  i  X  et  ky\  que  par  rapport  a  leurs  difFerentielles  \ 
consider^es  comme  des  yariables  distinctes ,  mais  en 
marquant  par  la  caracteristique  /  la  derni^re  difFeren- 
tiation.  II  estyisible  en  effet  que^  dans  cette  hypothese^ 
les  diff^irentielles  de 

X ,     y  y   ,  dr,     dy,  ctc. 

8ont 

J^x,     Jy,    /da:,  «Wy,  etc. 
Si  donc  la  differentielle  ordinaire  de  U  est 

d  U=Mdx+Nd^x+Pd^x+  Qd^x+etc. 
+  mdy  +  nd*y  +  pd^y  +  qd^y  +  etc. 

il  sufGra  d'y  changer  le  demier  d  en      et  il  yiendra 

SU=iMfx+Nidx+PM^x+Q^d^i:+etc. 
+  mS'y  +  nJ'dy+pfd''y+ii  *d^^-f  «tc. 

.  Si  la  fonclion'  U  est  aous  la  forme  FdaS ,  F'  ne 
oontenant  alors  que  ^ 

dy  dp 

on  aura. 

dF^Mdx+Ndy  +  Pdp+Qdq  +  Bdr+etc.  ^  4 
et  la  yariation  sera 

<r^=  Mt^x  +  Niy  +  Plp+Qtq  +  /?/r  +  etc. 
en  obseryant  que  les  quantitis  p^q^r^  etc.  doiyent  y 
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€tre  regard^es  comme  renfermant  deux  variables  ind^ 
pendantei,  xety  (n^pricW.);  que  parcons^quent 
on  peut  prendre  leur  yariation  daas  deux  liTpothises 
diffirentes^  saiFoir :  en  ne  faisant  iraiier  qu*un^  de  cea 
qnanttt^y  ou  enles  fai$ant  Tarier  toutes  les  deux.  J*o«- 
pererai  ici  sous  cje  demier  point  de  yue  ,  parcequt , 
comme  je  Fai  dejd  dit,  il  est  plus  gisiral,  et  que 
d'ailleur8  on  en  tii^  les  risultats  qui  conviennent  au  pre- 
mier^  en  supprimant  les  termes  relatifs  i  celle  des  ya- 
riables  que  ron  veut  traiter  comme  constante.  £n  diffe- 
rentiant  par  l9'caractiristiqu9  J"»  les  firactiona 

\  ia^dp^pMx^dlp^gAfs: 
^  Ar*  dx 

j.  dxJd<y-'diyJdx_d<fy— rd/jr 

dJS  di 
etc.  etc. 

et  i  Taide  de  ces  formules  on  obtient  la  variatlon  i^tm^L 
expression  quelconqne,  renformant  x,  y,  et  leurs  dif- 
ferentielles^  de  qudque  oidre  que  oe  soit. 

5sLj.  Lor8qu*il  t'agit  d*uBe  formule  int^grale  fU^ 
dans  laquelle  U  est,  comme  ci-dessus^  une  fonction  de 
X,  y  et  de  leurs  difTerentielles ,  on  a  SfV:=iPU (3a5), 
et  par  le  n®  pr^ciden^ 

/X  U=fiMfx+Nfdx+PM*x+Qfd?x+etc, ) 
+fimSy  +  nfAy+pfd'y+qfd^y+^tc,) 

Cette  expression  n*e8t  pas  r^duite  k  la  forme  la  plus 
•imple  qu^elle  puisse  aToir :  il  faut  fure  ensorte  qn'il 
«e  resle  sous  le  sigae  /  auona  terxne  coBtenaat  a-4a^ 
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ibii  hs  caractiri^dqueB  d  et  «P  appUquiet  l/iine  snr 
rantre ;  et  c*eft  i  qaoi  on  parvient ,  en  tnupiflposant  4'a- 
I>ordIa  caraet^riatig^/apri^Ia  caractiri^tiqae  et  en 
int^nnt  ennite  p^r  partiei^  comie      voit  ^f^uim»^ 

fMix  r=r/J|ff x 

fPfd^x^fP^tcpssPdtx  -^yaPdJjj  «pa#«  --dPXa:  +yawx 

fQf^x=fQd?tx^Qiftxrr0tqi^tx=sQ^*fx^ 

=Qd*<rx  — dMJx+d^QJj^-ya^Qcfx 

Qn  anm  pareillement 

fntdy:=sfndfy=nfy  ^finty 
fptAy=fpd^ty^pAJty^^y  +fd^pty 

fytd^fq^ty:=zqd*ty^qdi^+d*qty  -^fPq^y 
etc. 

ct  en  •nbftituaiit  j  il  Ti^ndm 

PUzsCN^^+d^Q.^.)tx+^P—dQ+etc.)dtx^ 
'  ^  4-j(^'--<te.)#i±lf.elc. 
+(  »  — dp  4^.— «te.>iy+(p— df  •Htc.)d*y 

+(  9  — etc.)d**y+ etc. 
+/(af— diV+d*^-.d5^+etc.)<rx 
+/(m— dn+d>— d^ +etc.)jy. 

^  Ce  ffanltat  eit  cqmpoi^  de  dfuo&pvrtijBeeeniblables : 
I*nne  produite  par  la  variation  de  j:,  ct  Fautre  par 
cellc  de  ;  et  il  ert  ai«4  de  voir  qu*on  retendrait  k 
nnc  fonctipn  d  un  nombre  quelconque  de  variables , 
en  7  ajoutantpour  chacune ,  dea  termes  pareils  i  ctu^ 
qn'a  foumis  la  yariaWe  x  ou  la  variable  y. 
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SaS.  Lorsque  rexpression  fU  est  hiise  spnsMa  fbrme 
fVAxy  c'e8t-a-dire  qu'a  n*entre  dims  J^que  les  f ariables 
JF,  y  et  les  coefficiens  difTerentiels  dej^,  le  calenl  Hn 
deyeloppement  de  la  variation  pai^a?f  tin  peu  plus  com- 
pliqiie ,  mais  il  m^ne  a  des  consequences  aqsez  remar- 
qud>le8.  II  faut  d*abord  observer  que 

et  que  parconsequent 

tfVix  =  Vt^x  +  /(dxcTr—  AVhcy 

La  quantit^  Axt^V —  dF^tx  se  forme  en  ecriyant 
pour  SV  et  AV,  les  v^eurs  rapportees  dans  le  n®  3aB ; 
et  il  vient  -  •     '  .  • 

AxtV—  AVlx^Nidocty — dyJ^x) +P(dxJ>— dpJ^x) 
-^Q^dxtq—iqSx^  +  etc. 

puis  mettant  pdx  pour  dy  dans  ce  qni  multiplie  N,  et 
la  valeur  de  «Tp  (3s6)  dans  ce  qui  multiplie  P ,  on 
trouvera^  .      ,  -  . 

dr/y  —  dy^^r =dr(/y— p^x) 

dxtp—  dplx,::^JLty^pdlx^dpJ'xt=zdify^ph:\ 

d*oii  H  suit 

Si  Ton  change     en  p  et  p  en      on  obtiendFaNIt 

m^me  i '  -it.  - 

-ct  ainsi  de  suite :  faisant  donc 
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il'«tt'r^Itera 

dxt^q — df/xsd^  »  etc. 

et  parconsequent 

/(do:/^— Wx);p  JNc^dx+fPdM 

£n  int^ant  par  partiea ,  dans  le  second  membre 
de  cette  ^quation ,  chacun  des  terxnes  o&  11  7  a  det 
differentiations  indiqn^eB  snr  la  qnantit6  m,  on  aura 

/Td^=Pm^f^.cidx, 
'^^dx^^^Sx   J*  dx^^ 

etc. 

Ayec  ce»  expres&ions,  on  obtient 
^JTdx  ^rix  +         ^  +  etc.|« 

+{?-««■  }s 

+  etc. 
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On  ^tendrait  sans  pein^  ce  readltat  i  nn  plns  gnnd 
nombre  de  variables  dipendantes  de  x,  m  a)oatantpo«r 
chacone  des  termes  pareils  i  ceuz  qa'on  a  tronTte  ea 
ne  ooqttdirant  qne  y ;  maii  ce  qn'ii  importe  d'obseF- 
yer^  c'e8t  que  si  on  remet  pour  •  aa  yaienr  ty  —  ptx, 
la  partie  affect^  du  dgne  /  peut  ddrs  8*6crire  ainsi : 

€t  Von  Toit  que  dane  ce  cai  le  coefiicient  dm  Jy  Hl: 
celai  de  fx^  ont  une  relakion  qa'<m  n  appeipoit*  poiat 
dans  le  n*  pricMent ;  ensorte  que  si  on  ^galait  i  zer» 
i'un  de  ces  coefficiens ,  Tautre  8'^anoairait  aussi» 

Sng.  Une  remasqne  noa  moins  digne  d'attenti<Hi » 
c'e8t  que  u  dans  le  d^eloppement  de  i^fU^vj)  »  oa 
ayait 

If  —  dAr  +  d»l»  »  d^  +  etc.  =  a 
m  —  d»  +  d^  —       +  etc.  = 

la  yariation  fSU  serait  entiirement d^fivrie  da  aigne  /; 
mais  ce8  ^uations  sont  pricisement  ceUea  qoi  doivent 
avoir  lieu  pour  qbela  fonction  I^soit  integtable  par  tfla- 
m€me  :  cela  se  ^rouve  d  jfnori ,  len  appliquant  a  la 
rechercbe  de  ces  conditions  la  miliiode  meme  des  va- 
riations. 

En  effet,  8oit  U  la  differentielle  d'ane  fonction  Uii 
oa  aura  U=^dUi,  et  parcons^aen^ 
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d*o£i  il  5mt  que  si  U  est  une  difiPirentielle  compUtey 
itU  en  doit  dtre  pareiilement  une  ;  et  parconsi&qnent 
lor8qu*on  a  fait  sortii:  du  signe  f,  dans  rezpression 
de  fSU  y  tou8  les  termes  qui  peuvent  8'int^grer,  il  faut 
que  rensemble  de  ceulc  qui  reetent  8oit  nul  par  lui-m^me^ 
aans  qu*on  ait  be8oin  de  supposer  ancttne  relation 
•ntre      y ,  fx  et  fy. 

Le  d^veloppemient  de  ifV&x^w  foumis^ant  que  la 
aeule  condition 

montra  que  celle  qui  se  rapporte  i  la  yariable 
devient  inutile  quand  la  fonction  U  est  ramen^e  k  la 
forme  Vdx^  V  ne  contenant  que  x,y  et  des  coeffi* 
ciens  diiFerentiels  de^. 

33o.  Ce8  remarques  ne  se  boment  pas  a  Texpression 
dt  fU :  elles  8'6tendent  igalement  i  celles  de  ffU, 
fffU,  etc.  quel  que  soitle  nombre  des  signes  d'int6- 
gration ;  et  en  clierchant  la  variatioii  de  ces  demi^res 
formules,  commeon  a  fait  i  T^gard  de  fU,  on  trouye 
les  ^quations  de  conditiony  qui  doirent  avoir  lieu  pour 
qne  la  quantiti  U  soit  la  diffirentielle  compUte  d'une 
fonction  Ux  d'un  oxdre  immidiatement  inferieur^  d'une 
fonction  U^  d'un  ordre  tnf^rieur  de  deuz  unitls,  etc.  ^ 
et  ainsi  de  suite.  Soit 

lU^Mfx+Ndfx-^Pi^ix  +  QA^ix  +  ete.  i 
+  mJy  +  ndSy  +  pd^^Sy  -f.  qd^Sy  +  atc.  J  ' 

#n  ava^  par  ce  qui  pricede^ 
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etc.)d*/x+ctc. 
+(n—dp+d*q—etc.)Jy+(j}—dg  +etc.)d/y 

+(9— etc.)*Jy+etc. 
+ /(Af— diV+d»P— d^Q  +  etc.) 
+  /(to— dn+d^ip  — d^^  +ctcOJy; 

mais  ffV=6Ui,et  k  came  que  Ui-s^dU^,  'd  viendri 

JU^  =  SfU,  :=z/3U^  =fJfUi 

on  obtiendra  donc  iU^  en  integrant  de  nonTcau  ifU, 
et  en  faisant  sortir  de  dessous  le  premi^r  signe  d*iute- 
gration,  tout  ce  qu*il  sera possible  dmtigrer.  Qn  trou- 
yera  ainn 

Jt/a==y(Ar— dP4^*Q— etc.)Jx+/(P— d()+etc.)dJx 

«tc.)d*Jx+etc. 
+/(»— d/>  +d*9— etc.)Jy+/(p— d^+etc.)d<i^ 

+/(  q  — etc.)d*Jy +etc. 
+/)Xilf  —  diV+d^P— d»Q  +  etc.)Jx 
+ff(^m  —  dn-\'d^p  —  d^q  +  etc.)  Jy; 

et  en  intigrant  par  parties  les  terme8.qui  contieBnenC 
des  diff^^rentielles  de  Jx  ou  de  Jy ,  on  aura 

Jt;.==(P— fld(?+3ail— etc.)Jx+(9-^dfl+etc.)dJa: 

+(/J— etc.)d*Jx+etc. 
+(p— fld^+Sdr— etc.)  Jy +((/— adr+etc.)dJjf  ^ 

+(  r— etc.)d'Jy+etc. 
+/(iV— fldP+5d*Q— 4d»/l+etc.)Jj: 
+/(«  — adj^+3d*7— 4dV +etc.)Jjf 
+/y(Jlf-^Ar+d»P-Ki3Q+d^il— etc.)Jx 
+fAm  — dn  +d>  — d^^  +dV  — ctc.)Jy. 

Telle 
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Telle  est  la  yariation  demandee ,  qui  ne  sera  deliyrett 
des'deux  signes  /  que  quand  les  equatious 

iV— adP  +  3d*Q— 4d5«  +  9tc.  .  =o 
n  —  sidp  +  5d^q  —  4d?r  +  etc.  =  o 

diV+  d^^P  —  d3Q +d*«  — etc.t=o  ' 
m  —  d»  +  d"p  —  d^9  +  d*r  —  etc.  =  o  , 

Beront  identiques;  alors  JC^a,  etant  integre  une  seula 
fois ,  par  rapport  aux  variations ,  donnera  ,  ou  Tin-^ 
tegralo  seconde  de  la  proposee. 

Soit  pour  exemple  U=xd*y  -f-  ^^dxdy  -f  j^d*x; 

•n  a  SU=:  d^yJx  +  adydS^x  +yd*fx 

+  d^xSy  +  adxdjy  +  jcd*/y , 
M=dy,   N=2dy,  P=y, 
m=d*x,    7i  =  2dx,    p  =  x; 

et  les  ^quations  de  condition  ci-dessus  deyiendront 

ad^  —  ady  =  o 
adx  —  adx  =±:  o 
d^  — ad»jr-f-d^  =  o 
d*x  — ad*x+  d*jc  =  o : 

la  fonction  proposee  est  dohc  hnmediatement  int^gra* 
ble.  La  partie  ySx-^Sy ,  dcliyree  du  signe  /,  donjpte  ^ , 
en  Tintegrant  par  rapport  aux  yariations ,  U^—xy. 

I«a  marche  des  calculs  precedens  montre  que  la  pre^: 
xniere  integration  d*une  fonction  diiTereAtielle  de  m  va«« 
riabies,  exige  m  conditions,  quand  ces  variabies  sont . 
considerees  comme  ind^pendantes ,  et  que  pour  ua- 
Bombre  n  d^integrations  successives  ,  il  y  aurait  mn 
eqvations  de  condition.  II  y  en  aurait  seulement  m — i  , 
j>oar  la  premi^reintegration,  et  n(m—  i  )  pour  toutefl 
ensemble ,  si  la  fonction  proposee  etait  sous  la  forme 
y-t^ir»,  /^ne  conten^nt  que  des  coefficiens  difFerentiels, 
'  ^kdc.  integr:  li 
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Des  maximsi^t  des  minima  des  formulet 
integrales  indeiermindes. 

33ft.  Oa  peat  appeUer  inUgrales  indeterminSes , 
les  ezpresaimd 

qu'on  nassigne  auqune  forme  a  la  fonctionj»';  mais 
pour  etre  susceptibles  de  maximum  ou  de  minimum , 
ces  integrales  doivent  ^tre  definies  (aog),  puisqne  ce 
n*est  qu'entre  des  limites  donnees  qu'elles  auroht  une 
yaleur  6xe,  quandj^  seradetermihe  en  x, 

Les  principes  expos^  dans  le  n^  i34>  ^  Tegard  des 
fonctions  dont  laforme  est  donn^,  s*appLiquent  aussi» 
ayec  le  secours  du  caJcul  des  variationsj  aux  int^grales 
indeterminees.  £n  efiet .  d'apres  la  marche  trac^e  dans 
le  n^  lai ,  le  resultat  de  la  substitutioh  de 

x  +  fx,  y  +  fy,    dar+Wx,   dy  +  Jdy,  etc. 

a la  place  des  quantites  x,  y,   dx,   djr,  etc. 

dans  une  fonction  qnelconque  u  de  oes  quantites , 
pourra  8*ordonnet  auirant  les  pubsaaces  des  yariations, 

^dap,      tAy,  ete.; 

et  #tt  contiendra  tous  lestermes  de  ce  deyeloppemeiit, 
dans  lesquels  les  yariatiohs  nre  mohtent  qu*au  pfe- 
mier  degns.  Ces  termes ,  changeant  de  signe  ea  medie 
tesipft  que  lee  yariations,  doirent ,  suiyant  la  diedrift 
rtppel^  ci-^esms ,  «'teiaatir  lors  du  nuuxmnm  et  du 
nuHimum ,  <)nellas  que  soient  les  vsoialiess  ^j?  et 
il  ftutdonc  que  ^  =  o.  Lorsque  u=fU,  vi^ 
tu-^nfi^U  (3fl5);  au  vkaximum  et  au  minimtim  di 
fU,  on  a  donc'/^f/=o ,  en  observiant  que  c*e6t  enfif^ 
les  liuHjtes  assignees  a  /t/,  que  fsU  doit  5'evanovii)'. 
II  risulte  aussi  de  la  m^me  tbeone  qcvs  la  ctmdilion  • 
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>tt~o^  n^entralne  pas  Bicessairement  Ve^stence  du 
maximum  ou  dn  mmirhum,  paFceqn'il  faut  en  ontre 
que  les  termes  ou  les  rafiriations  s^eleveraient  au  second 
degr^  9  conservent  tou}ours  le  m^me  signe ;  la  discn»^ 
^n  de  ees  demidrea  cohditibns  est  trop  compliqu^^ 
et  titop  d^Ucate  pour  tronfer  place  ici. 

33a,  Le  developpement  de  ff^U  est  compose  de 
deux  parti^sbien  distinctes  (327),  puiscpie  Tune  est 
d^Iiylree  du  signe  et  Tautre  y  demeure  soumlse^  on 
^ttt  representer  la  premiire  par 

ai^x  +  ^  +  Aiilx + fiidty  +  etsc. 

et  la  aeccfnde  par  /{x^*  +  4^ }* 

Ces  parties  »  sanraknt  Atr^  comparees  ekitr  elleB , 
^  puisque  la  demi^a  n'est  point  int^grabloytant  qne 
\  «t  ^  conserfent  rind^pendance  qu^eidge  ta  nature  dn 

probtemes  et  dans  cet  j6tat  on  ne  peut  Ja  fasre  ^yar- 
J  aenir  qu'ea  posant  M^parAment  lea  ^qaaftioi^ 

dont  ie  nombre  est  g^^ralement  ^gal  a  celui  des  va,- 
riations  ind^pendantiS;  mais  lor^qu^il  n^  a  que  deux 
TariaUes,  et  que  U  peut  prendre  la  fpri^e  FSx,  le 
devejoppement  de  la  variation  de  /T^dx,  dans  le  n**35i8, 
^ut  VW  qtte  y(^=s— ^  parconseqnent 
p(d^  +  44y  ~  ^  >  confition  d'ailleur8  f^cile  k  veri- 
0er  ^n  particulier  sur  cbaque  exemple.  II  s'ensuitqu0 
les  equations  et  4=P  rentrent  rune  da^a 

Tautre^  et  qu'8  n'y  a,  entre  ^  et  qu'une  seule 
relation  qu'on  aurait  ^galement  obtenue  en  posant 
^o?  —o,  c'est^-dire  en  ne  faisant  point  vjarier  x  ;  mais 
cetfe  hypoth^se  restreipdjcait  beaucoup  ,  comme  on  va 
le  voir,  les  proprietes  ie  la  partie  dilivr^e  du  siffief^ 
dans  la  variation» 
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II  suit  de  ce  qui  pr^cede,  que  les  equatioDS  ind»- 
quees  dans  le  n**  Saq ,  comme  exprimant  les  conditioni 
qui  rendent  integrables  les  foripules  yT7.et//^dJt ,  «t 
qui  sont  alors  identiques ,  quand  elles  cessent  de  Tetre^ 
determinent  la  relation  de  a  a;,  par  laqu^lle  l^s  ib- 
tegfales  proposees  deviennent  un  maximum,  ou  un  mir^ 
mum,  On  reconnaitais^mentque  ces  equations  peuvent 
fl*elever  jusqu*a  Tordre  dont  Texposant  est  douWe  de. 
celui  de  la  plus  baute  diiTerentielle  contenue,  soit 
dans  Uy  soit  dans  V- 

333.  Par  revanouissement  de  la  partie  affectee  du 
•igne  fyi  Vient 

py  =  aS^x  +*  /ScTy  -f-  A,dlx  +  /SidJy  -f-  etc. 

et  faisant^  pour  abreger,/<rZ7:=^,  la  valeur  coinplete  dt 
cette  integtale  s*obtiendra  ea  prenant  la  diff^rence  de 
celles  que  xie^oitla  quantite  ^ ,  cbacune  jdes  deux  li- 
luites  (20^);  ensorte  que  si  repr^sente  cette  valeur 
pour  la  ^ensaere  limite.>iiet  pour  la  deriiierf  \  on 
aura  /^1/=^*'  —  d*oii  il  resultera  encore,  pour 
maxunum  et  le  mmmium  de  rintegrale  fU,  la  con- 
'dition  \ 

niais  il  faut  bien  remarqner  qne  cette  ^quation  ne 
cohtient  plus  que  des  quantites  qui  se  rapportent  aux 
limites  de  Tintegrale  fU\  et  qu^alors  les  variations 
Sy  ,  .^dx,  Sdy ,  etc.  peuvent  §tre  htflles ,  oii  seulement 
liees  entrelles  par  des  relations  donnees,  seldn  que  ces 
limites  seront  fixes  ou  variables.  L'app)ication  geomi- 
trique  de  cesdiverses  circonstances,  les  ^claircira  suIE- 
samnient. 

La  premi^re  a  lieu  lorsque  I^  courb»e  ^  rend 
maximum^  ou  minimum  y  |rintegrale  proposee  ,  doit 
£tre  prise  entre  toutcs  hs  couibes  atsujeties  ^/passer 


• 
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par  deux  points  dont  ks  eoordonn^es  soBt  d^teminees » 
ainsi  qae  tout  ce  qui  B*y  rapporte  »  et  quellntegrale 
doit  commencer  i  l*un  de  ces  points^  et  finir  a  Tautre. 
Si  ety  d^signent  left  cocMrdonHeee  du-premier ,  x"  et  y 
celles  du  second ,  ces  quantitea^  appartenant toutesled 
coucbes  'qu'oji  pourra  eonsiderer  dans  la  question  dont  il 
s  agit,  n«prouyeront  aucune  .vanatioa :  quand  donc  on 
changera.j:  et^  en  o?' eny ,  puis  en  .ai^et  eny,  il 
faudrafaire 

Alors  les  termes  atTectes  de  cea  variatione^diflparaitront 
d*cuz'mimes  de  requation  9"-r^'=:o ,  qui  «era  parcoz^ 
sequent  verifiee  si  elle  cQntient.que  ces  t^xijies ;  et  la 
coujj)e.  deduite  de  reqyation  >  resoudrft-^Jomplete- 
ment  le  probleme ,  po^ryi;  qnon  Tasaujetisse  a  passer 
par  les  deux  poiats  donnes  *,  ce  qui  s^efFectuera  en  ge- 
.n^ral  ,^'par  la  determination  dcs  constantes  arbitraires 
comprises  dans  Tintegrale  de  Vcquation  Qit^e',:qui  sera 
alors  du;second  ordre» 

'^i  rdquatioq  — ^^r=£d  oontenait  de  plus  les  termes 
tiflFectes^  de  /dx^,  J^d/,  /das^,  My*^,  et  qu*outrela  con- 

-dition  precedente  ,  les  tangentcsde  la  courbe  cherchee 
dussent  avoir,  anx  limites  de  rihtegrale,  nne  inclinaison 
donn^ev  <^es  termes  disparaitraient  aussi  d^eux-memes , 
pareeqne  lcs  diiFerentielles^dx  et  d^  n  eprouvant  aucun 
changement  aux  limites ,  les  variations  Sdx\  My',  t^dx"^ 
Jd/:,  setaient  zero ,  et  feraient  evanouir  les  produits  ou 
elles^entrent :  mais  pour  aissujetir  la  courbe  cherchce  a 
cette-condition,  par  rapport  aux  tangentes  de  ses  points 

^extremea,-il  faudrait  que  son  equation  contint  deux 
comtAntes  arbitraires  de  plus  que  dans  le  cas  prece- 

,  d^meot'  examine ,  et'  que  parconsequent  Tequatioit 

^ffereotielle  x  =  o  f^^t  du  quatrieme  ordre.  £n  voiU 

li  3 
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^sez  ^ur  moQtFer  coBHiaeiitiloit  le  terifiM*  ^'j^pciti<Ni 

—  if^t^o,  lorsque  les  «oofd^imiea  des  tin^kee 
leurs  coefSfcieDB  dUfereBtieh  <mt  des  valeors  £xe8  :  j# 
passe  aux  cas  ou  les.  limites  doiyjept  dtre  tegatd^ei 
comme  variables. 

534.  Oa  peut  deniander  qite  ia  coiui>e  dcmie  dm 
mox^nam  ou  du  nUniiwum  de  la  propri6ti  proposie^ 
k)it  prise ,  non  panni  toatet  les  cottibes  ^Ba  passeiit 
par  deux  points  donnes  >  mais  parmi  toutes  ceHes  ^ui 
seraient  men^es  entre  d^ux  ^^ourbes  do^nies  AA'  et 
HG.55.  £B' ,  fig,  55  ,  sans  detertniner  les  points  ou  ces  der- 
iiii^es  sont  coup^es  par  cell^  qii*oif  dierdie.  11  est 
visible  ^qam^  passant  ^ioTi  de  k  oourbe  AB,  k  tme 
autre  A'B^ ,  ies  ektr^mit6s  .A  et  ^  se  mettveht ;  les 
fd>scisses  qni  r^pondezit  au  toiil&iencemeat  et  it  lii  fi<i 
de  t^jiitegrale  ^  apiies  qb^dl^  a  yarfii,  ne  sont  pltt 
celles  ({ui  convenaient  &  son  ^tat  primitif ,  et  !es  oiN- 
donn6e5  qui  s*]r  roppottMt  ont  ^ftng^  stdvHht  la  Icn 
^tabli^  par  les  oonrbes  ^^'^eti^B'.  Dans  tettecircon»- 
tance ,  les  variations  des  ordonn^ed  et  ceRes  de  leurs  abe»- 
•cisses  .doivttit  avoir  les  la&oie^  ^^tioiis  cpie  les.  diffiren- 
tielles  rdatives  anx  ccurbes  jffd!,  Bff^  r^titme.«s|M^>r 
m^es  par  les  ^quations  de  ces  courbes^  ^al  sont  4oilr- 
nees  :  il  est  donc  n^ce^|urf  de  les  ktrodttire  4a98 
quation  9''—^ so;  .et  pkOiir  la  verifier  ensnitei  il 
faudra  egater  si^ar^ent  a  ziro  ^  les  coefliQi«flM  des 
variations  qui  resteront  independantes. 

A  mesure  que  la  fonctiQsi  fU  cootienika  des  diSl- 
rentielleS  .d'im  ordre  plus  dev^  >  le  nondA^e  de  termes 
de  Tequation  — f'  =  o>  augmentant.,  011  pMim 
ajonter  de  nonveiles  condkions  aux  limite» ;  sapposer, 
par  exemple^  qne  la  oourbe  AB  doit  ^tre  prite  parmi 
tontes  celles  qui  touchent  a-^Ia^fois  lee  ^feuBctioiffbes 
4Jt  et  Bff.  P«r  cette  'detfnitee  ^^enditioii»  «on-sM* 
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le^qvewt  les  coordanneae  a;  et  ^  doivent  avair^  mx,  liodtef 
de  rint^grale^les^relations  exprimeeB  pa^  le#  ^quation» 
4e  ces-  courbes ;  mw  il  en  doit  ^tre  de  meBie^  de  Jeairs 
^ere^^ieiles  :  ainsi  les  yaiiatioM  Xdj/,  Mj/,  Mip"^ 
tdy^  ue  sont  plus  indipendantefi ,  et  doivent  ccanoidiHr 
avec  ies  difTerentielles  seconies  rolatives  aux  coi|ti>ef 
propos^es-  On  pourra  ,  par  ces  relations  ,  eliminer 
q^elqiies-unes  des  variations  J^djp',  Wy,  ^dx^J^dy, 
de  requation  i^*— ^'=o;  et  ensuite  on  la  yerifier^  ea 
tgalant  separ^ment  a  zero,  les  coefficiens  d^s  vari^ 
tions  restaptes ,  qui  seront  enti^rement  arbitraires. 

Les  eqiiations  qu'on  se  prociirera  par  ce  moyen  , 
itablJssaht  des  relations  entre  les  coordonnees  des 
points  extrlmes  de  la  courbe  proposee ,  porteront  ne^ 
eessaireinent  sur  les  constantes  introduites  par  Tint^ 
gration  de  Tequation  5^=0,  etservirontilesdeterminer. 

335.  Les  applications  eclairciront  ce  qui  precede; 
mais  OD  doit  dej4"reniarquer  que  ,*puisqu'il  y  a  des  cir- 
«onstances  oii  il  fi(iit  avoir  ^gard  aux  variations  des  li- 
mites  des  int^grales,  si  les  toordonn^es  a/,  y,  y , 
de  ces  Umit^s ,  entraient  dans  Texpresfflon  de  U,  il 
aerait  ateessaire  dc  les  y  faire  varier ,  aussi  bien  qoe  x 
6t  y 9  eird^atigmenter  parcons6quent  t^V des  termes 

jTt^j/  ^Bfty  +^''^^  +B'^y' 

et  comm6  les  variations  jy ,  i^x^ ,  Sy" ,  sont 
d^pendantes  des  coordonnies  indeterminees  x  etj^, 
^lles  piisseraient  bors  du  signe  /,  taiidis  que  le3  fonc- 
tions  uf,  jf  ,  t\c\,jf^xt  ,  etc.  7  resteraient  soumises : 
il  faudrait  xlonc  introduire  dans  la  premi^re  partie  de 
la  vari^tion  tV^  les  termes 

ijffjf  +  iyfB^^+  ijffA^+syfB" 

+Alj/fA\+diyfff^+di^^fAr,+dfyfB\+  etc. 
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<en  ^jant  soin  de  prendre  ces  integrales  entre  les  m^mef 

limites  que  la  proposee. 

•  On  ne  voit  pas  tout  de  suite  ce  que  devieridraient 
les  termes  precedens  ^  si  Tune  des  limites  ^tait  ed 
taieine  temps  rorigine  des  coordoanees.  On  eyite  cettt 
dilficulte ,  en  faisaut  d*abord 

et  en  concevant  que  rungine  des  coordonnees  X  > 
soit  fixe  ,  mais  que  les  quantites     ety'  soient  variables; 
il  vient  alors 

Quant  aux  difForentielles  dx,  dy,  etc. ,  ellea  ne  de- 
penderit  point  des  quantites  jf  ct  j^',  et  ne  p^^ennent 
parconscqueut  aucune  variation ;  rexpresaion  de  J^l/, 
devient  donc  seulement 

+  ;„(jr— jy)H-  nJdr  +  etc. 
II  est  permis  de  iiairc  ensuite  j/  ,  y,  egaux  a  ziro, 
pourvu  qu'on  laisse  subsister  les  variations  ^x',  jy, 
qui  peuvent  etre  consider^es  comme  le  pfew^r  deffk 
de  grandeur  de  ces  quantit^s  ;  alors  X  et  K  redeviea* 
nent  x  et  ,  et  le  cbangement  de  rexpresu<m  de  ffUi 
se  reduit  aux  termes  —  i^x'fM  —  Sy  fm^-  dont  il  faut 
prendre  les  integrales  dans  les  limites  primitives. 

336.  Soit  propose  de  determiner^'  en  x,  pour  qne 
rintegrale  /  |/djc*+dy* ,  prise  entre  deux  limites  don- 
nees^  soit  un  minimum  ^  ce  qui  revient  a  trous/er  la 
plus  courte  ligne  qu'on  puisse  mener  entre  deux  points^ 
sur  un  plan,  On  a 
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en  faisant  j/dx*  -f-  dy*  =  ds ,  et  en  transposant  la 
caracteristique.  J".  Integrant  ensuittf  jkar  .parties  ^  on 
trouye 

et  la  partie  affectie  du  aigne  /donne  (35fl)  * 

Ce  resultat,  ainsi^qu'on  devait  s*y  attendre ;  designe 
la  ligne  droite  ;  et.  les  constantes  qu  il  repferme  ser- 
yiront  a  remplir  les  conditions  relatiyes  aux  pointt 
enfrie  lesquels  elle  doit  etre  menee. 
•  La  paftie  qui  est  deliVree  du  signe  /,  ou  ^(333)  ,  na 
contenant  que  les  variations  des  coordonnees  des  points 
extremes ,  s'evaaouit  quand  ils  sont  fixe^ ;  et  les  cons- 
tahtes  C  et  C,  se  dt^terminent  alors  en  assujetissant 
2#)<b^ite  pr/}po$|re  ^.passer.par  ces  points.  Quand  iis 
ne  sont  pas  fixes ,  raais  qu*ils  doivent  seulement  *  «• 
trouver  sur  dof^  coiiii^es.donnees  g  il  faut  que  les  quaii^ 
tites  ety^  x"  ety\  qui  sont  inconnues,  satisfjass^nt, 
^nsi  que  leurs  yari^tions ,  a  Tequation  qf—f^^q 
^ui  devient  •  ,  ^ 

et  anx  equatibns  4e»  courbds  doHDies ,  dont  je  repre^ 
sentttrai  les 'd^fSecentpeHes  par       -  ' 
jdy  =  mdr,  Ayzrindxi,^ 
on  aura  donc'(334) , 

A^^cause  de  rindepto<iancfr  des  vaiiations  i^af  et  tx^, 
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c^tte  iqnatioQ  se  partage  daii9  les  -fltttYeiitee  : 

cpii  exprimeftt  que  ladcoite  frQp<me,Mt  xencoQtrec 
k  angle  droit ,  cnacune  des  courbes  donnees. 

.©•fi^iris  riqvfi^tion  y  =  Cx         on  a  djr  =  Cijc  ■ 
pour  tous  les  points  de  la  droite,  et  les  ^quations  pre-* 
t6dentes  derieimenten  consiquence 

m^s  la  constante  C  depei^d  def  cooi^dopn^es  des  pointf 
cxtr^oEies,  puis^^  T^q^ation.^^  la  d^oite  m^^^  par 
ces  points  etani 

:  ^'-/^^^E^C^-^^^dOimeC'^-^^^: 

9t  BalMtituamt  cetle  yaleur  ^  C  ,  il  %n  rc^nlte  left 
AfuatioM 

dont  la  combinaison  avec  celles  tles  coui)>e8  donnees^ 
d^termine  Ites  pointa  par  6il^passeia  plus  courte  distance 
de  ces  courbes,  et  compl^te  la  solution  du  probleme 
propos^»  *  -  V      '  . 

On  arriviirait  quz  mimes  ^^tioM  /  en  supposant 
d'abord  que  %b9  fKMots  exti^mee,  soient  fixet ,  circonft* 
tance  dans  laqnelle  on  a^  entce    cC  ir^  r^atiott  - 

En  effet,  par  cette  rehtfipn , 'V)miSBBilh,/\/dj*  +  dy« 
devient,  entre  les  abscisses  x'  ttjf,  , 
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ct  Ia  Beule  applicatiop  dp^  .Calcul  differentiel  suffit  pour 
determiner  le  miaimum  de  cette  eiyression ,  en  ayanjt 
^gard  a  la  dependance  qu'etablissent  entre  af  ety, 
et  y ,  lea  ^uatiQns  des  courbes  donn^ies. 

C*e3t'  ainsi  qu*on  pouYaitacheyer  ,  sana  le  secours  de 
fequation  ^^-^'  =  o  ,  que  les  m^hodes  de  BernouUf 
et  d*£uler  ne  doni;iaient  pas  la  solution  de$  prohlemes 
semblables  an  pricident  >  toutes  les  foii  que  Ton 
Sinraitobtenirrint^grale  proposfe;  mais  en  consid^Taat 
que  cette  integrale  est  une  fonction  impficite  des  quasr- 
tit^s  qui  46  lrapp(Ment  see  limitee^  JVt.  Poisson,  an 
■kil^ttnideiadffmaftiatioineoaslee  p-SfiX 
a  cherchi  immediateBMoi^ ,  par  rappoit  k  ces  qufti»* 
tit^s»  U$  coadilioas  ^sl  n^tMmtm  absola  fde  d*iBti- 
§mk  feojfoniB ,  et  ert  j>anrtBa  a  J*iqu«tiQB  f "^-rf 
J^elle  qu'^  r^be  de     «aidiode  de»  yafjatioM. 

^7.  Le  pfobl^me  dn  n^  pree6de&t  ^tant  transportS 
dansTespace ,  ConduitiL  dkerminer  k  ety ,  en  fonctiona 
de  X,  dans  rexpTfesiilon  /t/dx*  +  dy  -f-  dz*.  En  fai- 
aanf  V^dx* + 6y + ia*  =  d^ ,  il  vient 

/^V^SHid^^ 

Lapartie  affect^e  du  sigpie     foumit  les  troia  equations 
,da:         ^dy  ,dz  • 

"^&^^^  ^i=^°>  ^d7^°* 
'    dz        '  da 
.#t  montrent  que  U  %^  <jt>eychee  eit  4Epite» 
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Si  cette  droite  doit  §tre  menee  entre  un  point  fixej 

etime:stirfaice  courbe  dont  T^quation  difFerentielle  soit 
dz  =  pdx  +  qdy, 

a  £audra  qu'a  la  demiere  limite  ^z^  —  pi^sf  +  qfy* 

La  premi^re  ^tant  fixe  ,  rendra     s=  o ,  et  la  valeur 

de  i^z'*  changera     =  o ,  en 

idjf+p^^Az^^^i^x^^+Xdy^  +  q^dz^^^y^^o; 

^ga]ant  k  zero  les  coefficiens  de»  variations  indepen-^ 

dantes^  il  viendra 

daf +p"dz'^o,  df+q'dz''c=:o, 

d*ou  ron  verra,  par  le  n''  i^S»  qoe  la  droite  cberch^ 

est  normale  a  la  surface  donnee. 

Si  la  plus  courte  ligne  cherch\?e'  doit  toe  tonte  en* 

.tiere  sur  une  surface  courbe  donnee  ,  il  faudra  que  lei 

variations  /'jc,  /y ,      ,  sous  le  «gne  /,  satisfassent  i 

Tequation  differentielle  de  c^tt  surface,  que  je  repre- 

eenterai  par  dz=pdx  +  qdy  \  onferadonc 
iz  ^^zpi^x  +  Kjty 

dans  i"U ,  qui  deviendra,  par  cette  substitution , 

-/{(^^+'^l)''+("'l+'4)^}- 

De  la  partie  alFectte  du  signe  /,  on  tire  les  ^quationa 
jdx  ■    jd*  I  j^* 

dont  une  seule  suffit ,  conjointement  avec  celle  de  la 
.«urface  donnee ,  pour  determvoer  la  oature  de.  la  Ugiie 
la  plus  courte  qu*on  puisse  mener  sur  cette  surface  » 
entre  deux  de  8£s  points. 

£n  supposant  que  cette  Iigne_doive  etre  men^e  entre 
mn  point  fijLe  et  ujie  COtttbe  priae  sur  la  meme  sur^ 
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face ,  on  aura  d'abord  = o  j  et  d^  signant  par  dy = ndx; 
r^quation  difFerentielle  de  la  projection  sur  le  plan 
des  ar ,  ^ ,  de  la  courbe  donnee ,  il  viendra  fy"  =  n^/x" ; 
puis  Tequation     =.0,  se  changeant  en 

dx^+ pMi*' +  (dy  +  (jW) /i^  =  o, 
exprimera  que  les  deux  cpurbes  dorit  il  s'agit  se  cou-- 
pent  k  angle  droit 

338.  Je  yais  encore  chercher  la  relation  de  x  iy^ 

propre  a  rendre  minimum  1  ezpression J  ^  ^       ^ , 

dans  laquelle  je  considererai  Y  comme  line  ^onctioa 
des  coofdonn^es  od  ety,  ^^y^x  relatives  aux  li- 
mites 

Pour  r^soudre  la  qnestion  dans  toute  sa  generalite/ 
il  faut  faire  -varier  F,  aussi  bien  qney  (335).  Soit 

y^(3^^  =  «>     Vdjc^  +  dy^-^, 
il  yiendra 

-/{-S'-+^+'l>}-  : 

On  tire  des  tenaes  affect^s  du  aigne/,.Jed.^qaation« 

d-^^=o,       ^  + d -^=;=  o*:  -  -  . 
ttdj  uAs  * 

(♦)  Ce  probMme  cst  cdui  de  h  finchyttochrone,  ceiirbele  long 
de  laqaelle  nn  corps  tletceiid  dw  li  moins  de  temps  poeiibk, 
4'iiB  poini  2i  Q|i  «tttre,  . 
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k  premiere,  qni  est  ta:  plu»  simpley  domiie 

Ce  resultat  iodicjii^  Qoe  cyclQidf  (iQ^} ;  oap  ai  on  £uC 
r=a,  ou  dediiira 


'  liOrsqoe  J^^xi:  6  ^  la  qd^titS  ^  demie ,  ponr  les 
Qiitea»  les  ^qv^tiQQa 

d*apr^8  lesquelles  on  reconnaitra,  comme  daas  le 
n*  336,  qu^,  li  la  coutbe  elwivh^a  est  men^e  eatre 
deix  aqtres,  eHe^cbit  Ln  renooiitrer  i  ang^  dfoit. 
Quand      n^est  paa  nnl^  il  £aut  Qalculer  la  valeur 


entre  les  limites  de  rint^grale  fiiepoe^} 
or  r^(|iuitioil 

fournteparle  coeliicient  de  ty  sous  le  signe/,  dorni)! 

et  en  oMservant  qv6  ^r,  «e  ^i^peadiDt  pekit  des  ya- 
riables  ibdetettninees  x  et  ^ ,  ne  dolt  pas  changef 
d*tite  limite  i  ,rawtre ,  fe^triMSojt  /^=0 ,  dsyient 


Si  on  prend  seulement  K==/,  d^oftttstif  fT:±:f/g 
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Ott  anra»  en  red^isant  et  s^parant  les  yariations  rela- 
tiyet  a  chaque  limite, 

]puis&isant  ensuite,  comme  dads  le  if  356  j 
dx 

et  se  rappelant  qpe  szC,  lea  ^quatione  ciHiessna 
prendront  laforme 


d*apris  laquelle  n^^szn/.  Ce  r^sukat  fait  voir  qn-aux 
points  ou  la  courbe  dberch^e  rencontre  les  courbes 
donnees,  celles-ci  doivent  avoir  l^ur^  taQgeotee  pvaiT 
I%les.  De  plus ,  Tequation  relative  a  la  demi^re  limite  , 
revenant  k  .>  . 

djc^^x^  +  d/J^^zrro, 

montre  encore  que  la  courbe  eherebf^  doit  Coupe^ 
k  angle  droit  ^  la  seconde  courbe  donn^e. 

339.  Les  probltoVs  pr^edens  sb  rapportent  a  des 
maxima  on  a  des  mimima  absolns  ;  mais  la  questioji 
de  troM^parmi  touies  les  teldtions  que  peuvejii  avoiir 
ent/elles  les  variables  x,y,  et  qui  donnent  une  mSme 
4)aleurdrint^grale  inditermin^efVi ,  prise  depuisxz=£sf 
Jusqu6  x:ii!^d',  celle  qui  rend  taforrnule  JV  un  maxi-r 
Bium  oti  nn  miniinui!^,  dans  les  mimes  circonstances  ]^ 
^partieiit  aux  rnaxiniaeit  aux  minima  rtlalifs,  £lle  se 
r^otit  en  ^galffiit  i  zero  la  variation  de  la  fonction 
fU^^JVx,  a  ^tadt  un  coeflicient  constant  indetermin^. 
Cen*estpa8  icile  lieude  demontreren  detail  cette  reglej 
<Ttt  con^oit  d'ailieurs  qtie  si  la  fonctidn  ci-dessus  est  un 
maximxem,  on  tm  minimum,  et  que  l'bn  fasse  flJv=jt, 
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rint^graU  /C/  aura  touioiirs  la>  phis  grande  ou  ia  pltis 
petite  des  yjdeurs  qu*elle  pourra^t  -prehdre  dans  cetto- 
hypoth^sev.Le  coefficieut  indetermine  asert  aremplir 
k  coiiditipn  fUi  =  J.  . 

Si  par  exemple  on  demandait  la  courbe  qul,  sous 
nn  p&iniitre  donne ,  renferme  le  plus  grand  ou  le  plus 
petit  espace  \  on  aurait  '  - 

fU+  afUx  =/{ yAx^a     d^^+d/} : 

,  r 

en  faisant  l/dj?*  -f-  d^  ==  d j ,  la  partie  de  la  varia- 
tion  aifectee  du  signe/^  serait  < 

et  donnerait  >  pour  determiner  la  courbe  chercWe  ; 

Fequation  dx  —  od  ^  =  o , 

dont  rintegrale.qui  est  ,  , 

X — a-j^  =  C.  ou  dy  =  — =====.. 
^     t  •     d^   -  '  J  :  ^a'—ix-^lf 

desigi\B  ^videmment  un  cercle  dont  l^  rayon  «sta. 

Ce  rayon  se  determine  d*apr^s  la  valeur  assignee  au 
p4rimetre/V/dx» +dy*  •  la  constante  C  et  celle  qum- 
troduirait  rintegration  qui  reste  &  effectuer,  peuyent 
tervix  a  faire  passer  le  cercle  par  des  limites  £xes  et 
donn^es.  II  est  dou6  du  mar^Tnum  d^aire,  lorsqu*il  toume 
aa  concavite  versTaxe  des  abscisses  et.Hq  minimum^  si  le 
contraire  a  lieu.  Telestle  casle  plussimple  duprpblSme' 
'des  isopirim^tres ,  ainsi  nomme,  parceque  Ton  n  y  con- 
tidera  d  abord  que  des  courbes  de  m6me  perimetre. 

APPENDICE 
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GALGDL.  DIFFISRENTIEL  ET  INT^GAAL; 


.Dfis  ,Differences  et  des  Series.  ■     <  • 
Du  calcul  direct  des  Diff(trences. 

ANS  le- calcul  dUFerentielle on  n.*a  .£ut  ya- 
rier  les  fonctions  qne  pour  considerer  la  forme  des 
termes  de  leur  developpement,  ou  les  limites  des  rap-. 
ports  de  lenrs  accroisseinens  a  ceux  des  variables  dont 
elles  dependent;  mais  sans  avoir  aucun  ^gard  aux  va- 
leurs  de  ces  accroissemens.  Dans  le  calcul  des  dilFerences 
aucontraire ,  le  but  est  de  determiner  les  accroissemens 
eux-meme^^  en  les  d^duisant  non-seulement  de  fex- 
pression  anaTjtique  des  fonctions ,  mais  aussi  de  leurs 
valeurs  num^rlques  ou  particulieres^  lorsque  Texpres-» 
sion  analytique  manque.  Je  vais  d*abord  faire  con— 
naitre  les  signes  qu*on  emploie  pour  distinguer  ces 
accroissemens  ^  des  diff($rentielles. 

341-  Quand  lafonction  u,  soit  en  vertu  des  variations 
qu*elle  eprouve  par  elle-m^me^  soit  par  reiFet  de  celles 

Cak.  integr.  Kk* 
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qti  arriTent  k  des  qnantites  dont  elle  dipend,  re^oit 
nne  suite  dnTihuri  ^fet^y  qpeije  spr^nterai  par 
i^ii^ft»  U|  ......  oti  fait 

u,— u    =Au  \ 

Ua— Uf    =AU|  1 

W3— =Au,     \..   (i), 


ttii— Wi.-i=Au,«,  J 

en  se  seryant  de  la  caractfrisqne  A^  ponr  d&igner 
la  diffi6rence  qui  existe  entre  les  denz  ^tats  consecuti£i 
d'itiie.Qilni&qiiantite  Lovsqua  cette^  cpiantft6  ^afcii» 
par  des  degr^s  6gaux,  les  dilF^rences  Au,  Au,,  Aug^  etc. 

de  la  progression  par  dilKrences  (pa  arithm^tiqne). 

Quand  oetle  circofitftaiice-B^^a  pes  Ue»,  oB-fait^  par 
analogie^ 


Au, — Au  '=A,£lu  =A*u 
Aug— Auc    =A.Aui  =A*Ui 


Au^— Au«.|=A .  Au»_,= A*u«^c 

etc: 


(a). 


Les  qnantit^s.  A*u,  A^u.^  etc.  ^tant  les  differences 
des  differences  Au,  Au,,  etc.  se  nomnient  dijferences 
secondeSf  pour  les  distinguer  des  autres  qu  on  appelle 
differences  premiires. 

Si.les  differences  secondes  ne  sont  pas  tontes  ^gales, 
c*est-a-dire  ne  sont  pan  constantesy  on  pent  pass^ 
a  des  dijpirences  troisiemes,  qui  s*exprinient  amsi  : 


(*)  Lct  chifiret  tnfitfrieiva,  dljk  emplDy^  dans  b  ooius  ds  ccfc. 
oaTragp^.msrqaeQt.tpi^iBlcmejit  daas  ce  qoi  snit,  le  CMig  qa^ae- 
cupenc  let  diter»«i  Tidettrf  d'ttae  m^me  £bnctiony  et  se  aomBcni 
ih€licet, 

f 
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etc. 


5i5 


£n  poursiiiTajit  de  cette  mani^re ,  on  tire  des  va- 
leurs  u,  ,  u^j. .  ,u„,  une  suite  de  difFerences  dont 
le  nombre  des  ordres  est^  au  plus^  egal  a  celui  de  ces 
Taleurs,  diminue  de  FuMt^. 

Soient  pour  exenlple  les  nombres  3,  7,  a3,  5/ ;  on 
en  tire  le  tableau  iuivatnt  : 


dijf:  3'"". 

4 
16 

34 

-.  1» 
i8 

6 

3 
7 

fi3 

57 

dont  la  premi^re  coTotm*  contieht  Tes  nombres  pro- 
poses ,  la  secoiide  leurs  diflFi^r^nces ,  la  troisiemc  lef 
differences  de  celles-ci ,  oii  les  differeilces  sfecoiides, 
Ja  quatriime  les  diffetences  des"  diff^fences  secondes, 
ou  lesdifferences  troi^emeft',  tTosOnk  qae  «ioA  designe 
par  u  le  preriiier  des  upmbres  proposes,  le  premier 
nombre  de  la  deuxi^me  colonne  sera  ^  z^,  c^Imde 
la  troisieme  delui  de  la  quatrieme -^nfiii  a^: 

et  parcpnsequent  onf  aura  dans  cet  exempl6  * 

11  =  3,     AtA=4,     A'U=13,  A'3ii='6* 

•  I  -  • 

6n  trouverait  de  la  meme  maniere  toutes  les  diffi- 
f>6iice9  d'une  suite  quelconque  de  dombres,  en  obser^ 
yant  que  lorsque  deux  differences  consecutives  du 


i 
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memeordrf  sont  egales,  la  diiTerence  de  Tordre  sui- 
vant  estzeroy  et  que  quand  irfaut ,  pourrobtenir,  chan- 
ger  Tordre  des  soustractipns  ^  pn  doit  lui  donner  le 
signe  — .  Yoici  un  exemple  oi!l  ces  circonstances  sont 
reunies : 


diff.i'". 

diff.  a*«'. 

diff.5^'. 

diff.4*^. 

diff.5'^. 

3 

—  5 

8 

—  a 

3 

—  6 

1 

5 

a 

e 

6 

1 

7 

1 
4 

a 
3 

9 
i6 


on  a  donc  ici 

tt=i,  Aii=3,  A*ar=— 5,  A*a=8,  A*u=— G,  A^ic^o. 

343.  H  y  a  entre  les  quantites  Ui,  u^,  u$^  etc. , 
et  leurs  differences  successives  des  divers  ordres ,  des  re^ 
lations  telles  qu*on  en  peut  deduire  des  expression^ 
de  Ui,  u^,  U3,  etc.  ^  qui  ne  d^pendent  que  de  la 
quantite  primordiale  u  et  de  ses  differences. 

On  tire  d*abord  des  ^quations  (i),  (a),  (3), 


UjF=u^  +Au» 


Atti  htAu  +A*u 
Ai/.   3=Aa,  +A»M, 


A^Ut   =A"u  +A'a 
A*«„_^=A*tt^+A'u^!; 


Aii„»x=AWn-«  -f-A»u«_a 


puis  faisant  les  substitutions  n^cessaires,  on 
tieadra 
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d*ou  on  conclnt  par  analogie 

1  i.a  i.a.3 

puisque  les  coeliiciens  num^riques  des  expressions  pr^ 
c^dentes  sont  les  m^mes  que  ceux  des  puissances  du  bi- 
nonie  :  on  pourrait  d'ailleur8  facilement  v6ri&er  d'une 
mani^re  generale  cette  conclusion. 

343.  On  peut  6galement  exprimer  la  dilT^rence  d'uB 
prdre  quelconque,  A"u,  par  le  moyen  des  yaleurs 

cons^cutives      u,,  u.  etc.  oh  tire  d'abord  des 

^quations  (1),  (a),  (3), 

A  urrUii —  u 

A  *u=Ua— •aui-f-u 

A  ^u=U3^3uft+3tf  1*—  u 


tt  r«naIogie  indique  Texpression  gen^rale  . 
A"u=u.--u«..+.^^u^  ,,^.3"^"-^  ^^^- 

Je  ne  m'arr^terai  point  a  appliquer  ces  formules 
aux  exemples  num^riques  donnes  plus  haut  \  je  ferai 
seulement  observer  que  Ton  peut  icrire  les  equations 

u„=(i-|-  Au)»,      A"u  =  (tt  — i)\ 

pouryu  que  Fo.n  se  rappeUe  de  changer  dam  le  d^elop- 

Kk3 
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pement  dela  premi^re,  lesexposans  despuksa^cesde  A  u 
en  exposans  de  la  caracteristique  A  ,  et  dans  celui  de 
la  seconde^  les  exposans  de  u  en  iadices. 

344«  Lorsqu*une  fonction  est  donn^e ,  rien  n^est  plns 
facile  que  d*en  obtenir  les  dififerences  suceessives;  je 
prendrai  pour  exemple  la  fonction  x"*.  Faisant  u=x^, 
et  supposant  que  x  augmente  de  la  quantite  h,on  aura 
Wt  ^  (x  +  fi)'",  et  parconsequent 

^m(m-0(m-a)^^3^^^^^ 

PourpaaaerauxdifFerencesiilt^rieures  AHi,  A^u^etc. 
il  faut  faire  varier  x  d^  nouveau,  ce  qui  presente  deux 
hjrpotheses;  Tune  consiste  a  supposer  que  la  quaatk^  x 
prenne  toujours  des  accroissemens  ^gaux ,  et  Vautre  que 
ces  accroissemens  soient  ^eux-mSmes  variables  :  je  ne 
iu*occuperai  ici  que  de  k  premiere.  £n  substituant 
x^j-^h  au  lieu  de  x  dans  £lu,  on  aura 

Att|=mA(x+A)'-»+  !Iii2Zli>i»(x+*)*-»-fetc. 

U  est  visible  que  si  on  d^eloppe  rexpresslon  de  Au, , 
et  que  Ton  en  retranche  celle  de  ,  le  resultat  or- 
donn^  par  vapport  aux  puissances  de  h  ,  sera  de  la 
forme 

= m  (771—1  )x"^*A»+  Max^^-^h^-}-  M^x^^h^+  etc. 

M^,  3f^,  etc.  d^signant  des  coeiliciena  dependans  de 
Vexposaoit  m. 
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Par  une  nouyelle  substitntion  de  x  +  A  dans  cette 
derni^re  equationy  on  parviendrait  a  AHii^  et^  ea  ob- 
seryant  que  A^u  =       —  A*u ,  on  obtiendrait 

A    r=  m  (m— 1)  (  m  —  a  )af^  +  JIT^x"^  +  etc. 

La  loi  des  premiers  termes  de  chacuQ  de  ces  deve* 
loppemens  est  ividente ,  et  Ton  Toit  que  Texpression 
de       doit  commencer  par  . 

m(iii— 1)  (m— a)...(m — ji-f 

On  Toit  aussi  que^  quand  Texposant  m  est  entier  et 
positif ,  le  nombre  des  termes  dn  direloppemeftt  de 

A"tt,  ordonn^  suiyant  les  puissances  de  x,  diminue 
de  Funiti  ^  lorsqne  n  augmente  de  cette  quantit^  et 
que  quand  n=m,  il  yient 

A"»u=m(m— i)(m— a)  A". 

Cette  diffiirence  4tant  constante,  il  8'ensait  que 
celles  des  ordres  superieurs  sont  nuUes. 

On  parvient  facilement  au  terme  g^B^ral  de  A^u 
en  fbrmant  Fexpression  de  cette  difTtirence  par  le 
moyen  des  valeurs  de  u^,  ua,  etc.  sans  passer 
par  celles  de  Au,  A*u,  A^u,  etc.  II  est  ^vident  que 
dans  rhypothise  prisente  les  valeurs 

Ui,           u„  U3,  u., 

r^pondent  k 

x  +  h,   x-f-aA,  x  +  Sh,  x+nh, 

et  Von  a  parcons^qnent 

tt,«(x+*r,   u,=(x  +  nA)"; 

on  tirera  de  li 

Kk  4 
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A"if=r[a:+n43'"--j[a!+(«— 0*3'" 

Si  Yon  designe  par  i  rexposant  de  h  dans  le  terme  gene- 
ral  du  developpement  de  Tequation  ci-dessus^rexpres* 
gion  de  «e  terme*sera 

m(m— Otm— q).  ....  .(m— 1'+ 1) ^ .^, 

mais  comme  on  vient  de  voir  que  le  developpement 
de  .  "u  ne  pbuvait  contenk  des  puissances  de  h  dont 
rexpo8«|nt  fiit  moindre  que  il  s!ensuit  que  la  fqnc* 
tion 

composee  de  n  +  i  temies,  est  nuDe  tant  que  i^ji. 
P*un  autre  cote^  le  coefBcient 

m(m  —  i)(m-^i^. . .  .(m~t4-i) 
i.a.o  i 

8*^vanouissant  lorsque  i  =  m+  ^  >  il  resnlte  que  1a 
plus  haute  puissance  de  h ,  dans  le  d^veloppemeat 
de  -  "u ,  n,e  peut  etre  que  A"*.     .  , 

D^apr^s  la  proprlet^  du  moxlome  x*,  toute  fonction 
rationnelle  et  entiere  de  o:  a  toujonrs  des  differences 
constantes  y  savoir ,  celles  dont  Tordre  est  marqu^  par 
IWxposant  de  la  plus  liaute  puissance  de  qui  soit 
(1^8  la  fonction  proposee.  En  eiFetj  cette  fonctioa 
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*tant  de  la  forfne  Ax^  +  Bx  +  etc.  on  aura 

necessairement 

A  "  Bx-\^  etc. )  =s 

A  » .  x*+ ^  A  » .  X  V  C  A  » .  07^^+ etc .  (*) ; 

ct  81  «  designe  le  plus  haut  exposant  de  x ,  il  viendra 
pouT  le  cas  oti  n  =  « , 

A*.x*=i.a....tfA*,  A*.a:^=o,  A*.x^=o,  etc. 
ensorte  que 

/i*(^x*+^x^+  Cx^^+etc.^^i.a.S  ftAlt. 

H  n*e8t  pas  n^cesaaire  d*aTBrtir  que  chaquc  fois  qu'on 
prend  la  diflP^rence  de  deux  fonctions ,  cette  bperation 
peut  faire  disparaitre  une  constante  ;  car  les  calculs 
pr^cedens  ne  different  de  ceux  du  n®  7  ,  qu  en  ce  que 
ion  considere  en  m^me  temps  tous  les  termes  du  de- 
Yeloppement  de  la  difference ,  au  lieu  de  se  borner 
au  premier,  comme  pour le,Calcul  differentiel. 

Au  moyen  de  ce  qui  prteMe  on  developperait  sans 
difficulte  le«  differences  dune  fonction  composee  de 
puissances  quelconques  de  x  \  mais  avant  de  pousser 
■plus  loin ,  il  convient  de  montrer  comment  les  memes 
4eveloppemen8 ,  et  en  gener^l  ceux  des  differences  des 
fonctions  quelconques,  peuvent  8'obtenir  par  le  moyen 
du  Calcul  differentiel, 

345.  Le  Calcul  differentiel  et  celui  des  differences, 


(♦)  n  nc  faot  pa«  confondre  A^.r^aycc  A"x*j  car  la  prc- 
mi^rc  dc  CC8  expressionj  ett  la  dilFerencc  dc  Tordrc  n  dc  U  fonc- 

Uon        tandi*  ^e  A«x*  =  (A»r)*, 
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quoiqu*etant  bien  distinctS;  comme  on  le  yerra  dans  ht 
suite,  ont  neanmoins  de  grands  rapports  entr^eux,  et 
peuyent  s*appliquer  Tun  a  Tautre.  Lorsqne  Ton  consi- 
d^re  le  premier  sous  le  point  de  yue  oik  Ta  presente 
Leibnitz ,  ou  par  la  theorie  des  limites ,  il  devient  un 
cas  particulier  du  second ;  on  a  dil  le  remarquer  au 
commencement  de  cet  ouvrage  ,  et  pour  le  confirmar 
encore^  je  deduirai  1a  s^rie  de  Taylor,  de  requatioa 


Amr      I   5  


1  .a 


.  n(n — i)(7i— a)        ,  . 

1  •  ft«D 


£n  dpnnant  k  cette  equation  la  forme 

net  Au           — i)«6» 
^^  =  u  +  -  —  +~^  jr 

.  n(n-i)  (n—aW  ^"gj,^^ 

+  rx3  

et  supposant  qye  *  soit  raccroissement  que  rejoit  x 
lorsque  la  fonction  u  deyient  tt  +  A  u,  la  yaleur  scra 
celle  que  prend  u ,  quand  x  se  change  en  x + n*.  Faisant 

ensuite  /i* = A ,  on  aura  «  =  - ,  d  ou  on  yoit  que  *  di- 

71 

minue  k  mesure  que  n  augmente ;  et  en  obseryant  que 
n(ii-.i)**=iiv(i-^) 
n(n-i)  (u-s) «t3=nV  (,  ^i) 
etc. 

on  trouyera  que  ces  expressions ,  relatiyement  k  Taug- 
mentation  de  n,  ont  pour  limites^ 
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nV,  jiV,  etc. 
tandis  (jue  les  rappports 

^  u     A  *u      A  '  u 

ont  pour  limites  j  dana  la  mdme  circonstance,  oi\  «  di- 
minue, 

du    d*u  d^ 


on  aura  donc 


d^*  d^'  d^'  ^^"^' 


,  du ,  .  d»u        .  d^u  .  ^ 
 h3--i  5  +  etc. 

pour  le  d^Teloppement  de  la  fonction  u ,  guand  x  est 
devenu  x^h,  C*est  a  peu  prea  ainsi  que  Taylor  est 
anive  au  theoreme  ci-dessus  qui  porte  son  nom. 

Lorsqu*une  fois  on  est  parvenu  au  theoreme  de 
Taylor  ,  la  th^orie  analytique  du  Calcul  difTerentiel 
n*o{Fre  plus  aucnne  difiiculte ;  ainsi  ce  qui  precede 
suflit  pour  montrer  comment  il  resulte  du  Calcul  des 
diflPerences  (*). 


(^)  Cecte  mani^re  de  prcsenter  le  Calcnl  differentiel  pcut  avoir 
aet  avantages,  maif  elle  me  temblemoins  simple  qne  celle  dont  \\k 
feit  nsage  au  commencemcnt  de  ce  trait^  j  au  reste ,  j^ai  licii  dc 
croire  ({oe  tout  bon  esprit  qui  aura  rapproch«$  lea  divers  poiots  de 
Tue  sons  lesquels  on  pr^sente  ce  Calcul,  reconnattra  qne  poiir 
le  fond  re  sont  les  m^roes  idees ,  et  qu*en  leur  donnant  lcs  dc- 
'vcloppemcns  nccessaires  on  panrient  toujours  \  dca  consequcnccs 
^galement  ^videntes.  Jc  ferai  priocipalement  remarquer  que  dc 
qnelque  sonrce  qoe  Voa  tire  le  Calcul  dtffcrentid ,  sa  noution  nc 
doit  pas  changer,  et  quWIe  re'unii  tous  lcs  avantages  qiie  Ton  peut 
^csircr  dans  lcs  signes  aJgcbriqucs.  Je  ne  crois  pas  quc  ceuz  qui 
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34S.  A  Taide  du  theor^me  de  Taylor,  le  developp^ 
ment  des  diiTerences  d  un  ordre  quelconque  pour  une 


auront  bien  Misi  ]*originede  cette  notation  dana  le  no  5,  puissent 
reVoqner  en  doute  son  analogie  avec  les  principes  que  Lagrange  em- 
ploie  dans  sa  JTieoric  desfonctions  analytiques ;  clle  est  m^e  plns 
propre  que  toutc  antre  2i  cn  lappeler  lc  aouvcnir.  Quellcs  quc 
soient  les  noiions  pr^liminaires ,  le  coefficient  differentiel ,  ou  /« 
fonction  prime  (d^apr^  Lagrange ) ,  sera  toujours  la  fonctionqoi 
mnhipUc  la  premiire  puissance  dc  raccroissement  dan»  le»  dcvelop- 
pemcnt  de  la  difference  de  la  fonction  primiUTC ;  en  prenant  lc  pre- 
inicr  terme  seul  on  aura  une  diffdrence  tronquce,  oa  une  differen' 
tielie,et  cela,  sans  rien  prononcersursa grandeurahsolue,  sans 
rappelerenaucune  manikre  Videe  d'injiniment  petit.  Le  change- 
ment  de  ractaphysique  ne  saurait  donc  conduire  k  un  changemcntdc 
notation,si,  cbmmc  il  cst  ais^  de  s'en  convaincre,  la  notation  an- 
cLenne  a  dcs  avantages  marquf^s  sur  celles  qu^oo  voudrait  lui  suhsti- 
tuer.  II  faut  d'abord  obaerv^  qu'eUe  doit  Arc  debarraasAe  de» 
^  dz      dft  • 

^jMirenthiscs  qu^Etftcr  cmployait.  En  3]^ 

clairs  que  »  '  qucsiion  indiquc  lou- 

jourssi  les  variables  x  ct     sont  indcpendantca  ou  non,  et  cmp&he 

d«  -       Az  . 

qu'on  nc  confondc  rexpression  g-  avec  JJ""*^   * 

signiGc  quclque  chose  qu'autant  qu'on  regarde  ( an  moins  impli- 
citcment)  y  commc  unc  fonction  dca:.  Voyez  d^aillcursle  n» 

Lcs  notations  cmpln j<;es  dans  la  Theoriedes  Fonctions  neme 
paraissent  pas  offrir  lcs  m^mes  avantage$.  Les  accen<  nc  {)cuvcnt 
servir  seuls,  quc  lorsqn^il  s'agit  dcs  fonctions  d'unc  ou  de  dcux  va- 
riables ,  en  affcctant  les  acccns  supcrieurs  aux  variations  dc  Tune 
ct  lcs  acccns  infcricur»  a  ccllcs  de  Tantre.  Pour  aller  au-dclb ,  ril- 
lusire  Autcur  de  cct  ouvrage,  ccrit  cntre  parcnlhcses  la  quantitc  ou 
Ics  quantitcs  qu^il  regardc  commc  variublcs ,  ct  de&ignc  par 

f'W,  t'(y),  {'('). 

{"('),  f"(r),  f"W,  t-(x,r),  {'(x.z),  rif.z), 

les  coelficiens  differentiels  dn  premier  et  du  second  ordrc  ponr  It 
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fonction  quelconque  s'obtient  sans  dii&culte  :  on  a  pre- 
niierement 

A  u  =  T  f-  -rzz  h  j-T  5  +  etc. 

dxi     dx*i.3  '  dar  1.2.3  * 


fonction  f(jc,  z)  (  Thiorie  des  Fonctions,  pagc  iga).  II  a  rao- 
dinti  depuis  sa  notation  dans  le  (raitt^qu^il  a  publie  sur  la  rcsokiuoa 
des  erjuations  numeri^acs,  ou  il  reprcsente  les  memes  coeflicienB 
comme  il  suit : 

(?)•  (.?>  (?)• 

Z  e'tant  la  fonction  primitive  proposcc. 

En  partageant  avec  toule  rEurope  le  respect  attache  au  nom  el 
aux  travanx  dc  Lagrangc ,  )'oserai  neannioins  n^^trc  pas  dc  raris 
dc  ccc  hommc  si  jusiement  celebrc,  snr  Ics  motifs  qui  paraisscat 
lc  porter  h  introduirc  cettc  nouvellc  mani^c  ^''ecrire  les  luulta^ 
dn  Calcnl  differentiel;  car  jc  crois  avoir  prouve  dans  ce  qni  preredie 
^ic  Tancienne  n'a  point  cn  elle-mcmc  rinconvenient  dc  rappeler 
eontinuellem&nt  Videe  fausse  des  itifininient  peiits  :el  je  deman- 
derai  si  la  multitndc  de  parentheses  trds<resscrr^es,  quiresulcerait  drs 
signes  qu'il  proposc  ,  ne  rcndrait  pas  Ics  forraules  aussi  Jongncs  ec 
aussi  cbargees,  quc  Temploi  de  la  caractistiqne  d.  J^aToaerai  mime 
quc  sa  seconde  notation  ne  comportant  poini  de  il^nnmmaiffnr, 
qui,  dans  rimprcssion ,  exigent  unc  double  ligne,  me  paiatc  pie^ 
fcrable  h  sa  demi6re,  serablable  h  cclle  d^EuJer  ci  de  Wariog,  donc 
ellc  ne  difE^re  quc  par  lcs  accens  qui  tiennem  la  place  des  <f , 
donl  le  premicr  sc  servait  avcc  lous  lcs  Gcomctres  sortis  de  recule 
de  Leibnitz ,  ct  des  poinls  dont  lc  sccond  a  fait  usa^c ,  ainsi  qne 
toua  lcs  G(k>m6trc8  anglais.  Voici  un  ezemple  de  i-^H^^-^^nt  de 
ces  Dotaiions  : 

(£^)'  (4^)'(^> 

^'•bserrerai  que  la  demiire  privcrait  louvcnt  Ics  analystes  de  la 
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et  comme  A  u  est  ce  que  deyient  A  u, ,  lorsque  x  0e 

change  en  x-j-h,  il  s*ensuit 

^"«=^"+-dr7+-d^^T:^+"d^ri:^+etc. 

d'oik 


facnlc^  de  repr^scnter  cles  quantlti^s  analogues  par  la  m^ine  lettre 
accentnee  diversemcnt,  ce  qui  serait  un  inccmv^nient  aMez.grare. 

Ccst,  je  penaey  nn  principe  avoue  de  tont  le  monde,  qu^il 
ne  faut  changer  les  lignes  recus  que  lorsqu^ils  sont  «n  contradictioii 
manifeste  avec  les  idces  qu^iJs  doivent  reprtfsenter,  oulorsqu^oo  peat 
les  abrcger,  ou  enfin  lorsqu^^en  les  modifiant ,  on  les  rendpropres 
h  developper  de  nonvcaux  rapports  qu'on  n*anrait  pas  appercns 
sans  cela.  Les  signes  du  Galcul  differentiel  ne  sont  dans  aucnn  d« 
oes  cas :  tout  ce  dont  Lagrange  a  enrichi  rAnalyse  dans  sa  T%eorie 
des  Fonctions  ,  et  dans  son  Traite  de  la  r^tolution  des  eqiuitions 
numSriqueSf  peut  ^tre  ezprim<$  avec  autant  de  simplicite  qne  d^e'le- 
gance  par  les  caract^res  usites,  comme  on  pcut  le  Yoir  dans  le 
Traite  du  Calcul  differentielet  du  Caleul  irsitgral  (in-4''}  pour 
lequel  j^ai  proGti^  avec  empressement  de  plosieurs  remarqnes  ivtf 
portantes  insercesdans  les  excelJens  ecrits  que  je  viens  de  citer.  D  j 
A  plus ,  j'ai  la  persuasion  qne  le  Calcul  des  fonctions  ne  saurait  at- 
tcindre  k  rien  que  le  prt^and  G^m^tre,  qut  en  est  rinventeur,  ne 
puisse  deduire  du  Galcul  differentiel.  On  ne  saurait  ^''aiUeurs  con- 
tester  que  le  passage  de  T Algdbre  an  Calcnl  differentiel ,  ce  det^ 
nier  ctant  presente  comnie  Ta  fait  Lagrange  dans  les  M^moires  de 
rAcadcmie  de  Berlin,  ponr  rannee  17^,  ou,  comofte  je  Tai  fatt 
d^aprds  lui,  dans  le  premier  volurae  de  mon  Traite  m-4**,ct  m^me 
par  les  liroites  comme  dans  celui-ci,  ne  soit  aussi  simple  qoe  lepassage 
de  PAlg^bre  au  Galcul  des  fonctions.  E^fin  je  crois  qu^avant 
d'adoptcr  de  nouveaux  signes,  il  faut  penser  k  rcmbarras  qH^^pron- 
TCraient  ceux  qui  ctudientlcs  mathematiques,  d^avoir  h  rapprocher 
sans  ccbse  des  formules  et  des  operations  onalogucs  renduss  par  dcs 
caract^res  diffiirens^  et  c^ast  lacrainte  de  voir  ou^Tir  cette  nouvcllc 
sonrce  de  difficolt^,  qui  m'a  engagc  k  entrerdans  des  dctaib  dont 
ia  longueor  sera  jastifiec  par  rinflucnce  qne  ne  peut  manqucr 
d^cxercer  rhomme  c^bre  qui  temble  projeter  unc  revolution  il 
«et  egard. 
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d^uh  ,  d*Att       ^  d3Att    ¥     .  / 
^  "=      -d^I  +  "d?"T:^+  dx^ 


on  trouTera  de  mlme 

dx    1       dx»  i.a 

etc. 


dx 


-f-etc. 


En  elTectBaBt  lot  diTeloppemou  successifs  indiquei 
ci-dessus,  il  viendra 

dx»  1  ■*'dr»T"^dE4r3  +  **''' 

.  ,  d<u  A4  , 

"'■dx3T"*"5^4  5:^  +  eto- 

H  serait  fadle  de  troaver  l4  loi  ^e  suivent  les  termes 
de  cette  expresaion ,  mais  on  y  parvient  dune  maniSre 
plus  g^n^cale ,  a»  mojrM  de  ranalogie  qai  existe  entrt 
la  differentiation  des  quaadte»  et  kur  etisvaticm  ain 
pmssancei ,  analogie  dont  le  «•  ia5  renfenae  lo  pxe- 
mi^es  traces. 

547.  Oa  a  vt»  (44)  qite 
«t  H  tait  de  celte  fonnule  que 
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,duh  ,du'       .  du^    A3  . 

Simaintenant  on  transporte  les  exposans  des  puissances 
de  dtt  &  la  caracteristiqne  d ,  le'  second  membre  de 
Tequation  precedente  deviendra 

d«A     d»u  A«   ,  d^u    y  . 

d?  t:^ + dx3  m + 

et  sera  la  m^me  chose  que  Au;  on  auia  donc 

pourvu  que  dans  le  developpement  da  second  membre 
on  transporte  a  la  caracteristique  d  les  exposans  des 
puiss^ces  de  du* 

D*apr^s  ce  risultat^  Lagrange  a  remarqu^  le  premier 

qu'on  avait  en  gen^ral       A  "urss  \  er^  —  i  y , 
en  observant  tonfours  de  transporter  a  la  caracteris- 
tique     les  exposans  des  puissances  de  du ;  et  voici 
comment  Laplace  a  demontr^  cette  proposition  : 

II  est  ^vident  par  ce  qui  a  iti  dit  dansle  n^  pr^edent, 
que ,  quelle  que  soit  Texpression  de  A  "u ,  on  doit 
avoir 
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A  y  ^  etc.  d^^ignant  des  coeflicieiis  qni  ne  d^pendent 
que  de  n.  Cette  ^quation  de?ant  snbdister  pour  toutes 
les  formes  qne  peut  prendre  la  fonction  Uy  conviendra 
niceMairement  au  cas  oii  use';  niais  alors 

du^d]^  etc  e* 

A  3ic=e*(e*— ly   A  «uzse^^c*— 0«. 

Subfltituant  cette  valeur  de  A^u,  dans  le  premier 
membre  de  T^quation  pos6e  plus  haut  ^  et  celles  de 

^ ,        etc.  dans  le  second>  il  vieodra 

(e*~i)«=*«+-rf'A?^»-f.-^'i»-*^4.etc.  * 

d*oii  il  suit  que  les  coelficieus  A y  A\  e^c.  doiyent  ^tre 
les  memes  que  ceux  du  d^veloppcment  de  (e*—  i)*, 
puisque  racoroiseetnent  A  doit  demeurer  ind^termin^. 
II  ne  peut  d^ailleurs  exister  aucune  Afficulte  a  F^ard 
des  coefficiens  diiferentiels  de  u »  qui  se  dt^duisent  tous 
deB.iftdssances  de  du.par  le  changen^ht  ia(^iqu6  dana 
les  exposans. 

La  meme  relation  entre  les  pvissances  et  les  dilF^- 
rences  se  retrottyedans  lesfonctions  d*unnombre  quel- 
eonque  de  yanaliles  >  et  se  prouye  d*une  mani^re  ana«- 
logue. 

■  ^A  ^  h  ' 

348.  De  Attsea^v  —  \  on tire e^  wi  +  A u ;  et 
81  on  prend  les  logarithmes  dc  part  et  d'autre ,  il 
yiendra 

Colc.  integr.  LI 


0 
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Lagrange  «  «hooiib  Teeoaiitt  tfa^  ctttd  ^qutiM 

rait  vraie ,  si  dans  le  developpement  de  1  ( i  +  A  u  )  , 
on  transport&t  a  k  etfacteiifltiipie  A  ^  les  exposans 
des  puissances  de  Au;  on  aurait  par  ce  moyen 

g^Aszi  Att— 4  A«u— J  A4tt  +  etc.(fl8). 

Au  Ueu  de  m*arr^ter  a  dAmMtter  ce  eas  partkdii&r^ 
)e  yais  prouyer quien  general 


en  changMuil  At^,  Au',  totd.  en  A^i,  A%,  etc.  n 
est  yisible  que  la  question  revient  k  determmer  les  coef- 

ficiens  WEireiiitis       ^^»*  •  -^*^'  «ii  fonctiondesdif- 

f irences  «uccessiYes  de  ,  et  qiie  poifr  cela  «  des 
4qaatioai  d»  h  forme 

dant  leBqnelleii  le»  coeiEciens  diffkentiels  nemonteat 
4pi'«u  prenuer  dtffi ;  -on  peut  dooc  &iik 
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Qn  obtiendrait  facilemeBt  la  valci^r  4e«  qoeQdeiis  in- 
coimiv         p      etc.  par  rejimination  9iicc.e«Bi¥e 

d]?5=^*^'  d5=?=^***^>«*^i 

BMb  imiiigme  rAqntiMi  lij^pdthkiipie  .d»it  vhm  ^iea-, 
quel  que  «oit  g(» ,  ^e  eulM^taMi  «ffpme  l«raqu  on  y 
fera  ii  =  e*9  ce  qui  donnera 

d'ii 

^elqne  valeur  qn^^it  k  «Mfbre  estier  i  ;  et  on  tron'- 
parcoaa^ueot 

Your  mettre  en  ^dence  l'identit6  dea  deux  membres 
de  cette  .^quation »  il  ^ufRt  d*obaeryer  que 

4«c=r  {1(1 +4^-1)}-, 

parceque  le  d^velpppenient  de  J(i+e*— ^)^  pri^am»^ 
jttivant  les  puis^iuiced  d^  — i ,  £t  qui  «0t 

litant  ^ler<64Ia  puiaaance  deriendra  comparable  ^ 
la  sirie 

(e*  — 1)«  +     (e» — a)«+'  +  .J?'Ce*— 1)«+*  +  ptc, 

40nt  les  ooefioienB  num^riques  ^ ^  B^,  etc.  seront  par- 
^na^aeut^kHenuB^.  Si^ron-^orit  Au,  i  la  place 

de  c*— 1,  «tgjli**     cj^^  de  4%  w  aura  4'4qua- 

tton2^A"^{i.j>+rA^J*j  pc*^  jpr^pW^mm^At. 

Lla 
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En  faisant  pour  abreger  e*  —  i  =  *,.  et  d^elop* 
pant  («— f  **+y'tf^— lcc^^-etc.)*,  suiyant  les  puis- 
«ances  de  a  ,  par  la  methode  du  n^  4^ »  obtiendni 
lc8  yaleun  de  B^,  B",  etc. 

Application  du   Calcul  .ths  diffirencet 
d  r interpolation  des  suites. 

349*  L*un  des  principaux  usages  du  calcul  des  dif- 
f^rences ,  a  pour  objet  YikterpokAion  des  suites , 
operation  qui  consiste  i  ins^rer  entre  les  termes  d'ime 
suite  j  ^e  nottvpaux  t^^p^s  a8«i).^ti8  A  la  nieme  loi  que 
les  premiers.  Pour  cela  on  regarde  les  diflferens  termes 
de  cette  suite  comme  des  valeurs  pardculi^res  que 
jre^oit  la  fonction  qui  exprmie  le  terme  g^h^ral,  loo- 
qu*on  assigne  ^galement  des  valeurs  particulieres  a  k 
variable  d'ou  depend  ce  terme ,  et  qui  depend  elle- 
meme  du  rang  qu* il  occupe  dans  la  suite  proposee. 
Quand  Fexpression  de  ce  terme  est  donnee ,  on  en 
tire  autant  de  valeurs  qu'on  veut;  mais  il  n'en  est 
pas  ainsi  lorsqu*on  ne  connait  qu'un  certain  nombre 
dfis  premiers  termes  de  la  suite,  ce  qui  est  le  cas 
ordinaire  auquel  on  applique  Tinterpolation. 

U  faudrait  alorsdeduire  Texpression  analytique  d'iine 
fonction ,  de  celle  d'un  nombre  limit^  de  valeurs  nu— 
meriques^  ce  qui  ne  se  peut  quand  la  forme  de  la 
fonctionest  inconnue ;  car  on  doit  observer  que  ce  pro- 
bl^me  re\ient  a  former  Teqnation  d'uiie  courbie  paft- 
eant  par  les  pomt6^  dont  l^s  valeurs  de  la  vanable  io- 
dependante  repr^sentent  les  abscisses ,  et  celles  de  la 
fonction  les  ordonn^es ,  et  qu'en  quelque  nombre  que 
soient  ces  points,  ils  ne  sauraient  particulariser  la 
conrbe ^  si  elle  nest pas  donnie  d^espice.  Mais comnm 
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en  ne  cherche  a  interpoler  nne  snite  que  dans  des  ea- 
paces  tr^s-resserr^s^  on  con^oit  que  Teicpression  de 
8on  terme  general  est  d^velopp^e  suiyant  les  puissances 
ascendantes  de  sa  yariable ,  et  qu*il  est  permis  de  se 
bomer  i  un  petit  nombre  des  premi^res  puissances  de 
cette  variable ;  par  ce  moyen^  la  forme  de  la  fonction, 
qui  est  alors  rationnelle,  se  tronye  ditermin^e. 

Ainsi  sachant  qu'aux  yaleurs 

3P  ^  3Ci  y  ^fty  ^3>  etc» 

d'une  yariable  quelconque,  r^pondent  les  yaleurs 

u,  u,,  u^,  U3,  etc. 

4'nne  fenGtionf  de  c^tte  yaristble  >:  oii.  suppoee  que 
l-on  ait  ponr  .toufe  antiB.  yafeur  j/, 

i/ ==* '^/3y  4.ya:^»  +  ira/54- ac. 

et  on  determine  les  coefficiens  « >  >  >  9  etc.  par  la 
conditiop  que  devienne  successiyement  u,  u^  u» ,  etc. 
lor^qu*on  change  a/  en  x,  x^^  x^,  etc. 

Cette  determination  prisente  deux  cas :  le  premier , 
dans  lequel  les  yaleurs  x,  x^,  x^,  X3,  etc.  sont  ^ui^ 
differentes ,  se  resout  immediatement  par  rexpres- 
sion  de  11«  du  n^  S^s* 

£n  effet ,  qnand  on.anr^te  la  s^rie 

tt'=«-t/aa/.+  yx'»  +  etc.  • 

k  Ynn  de  ses  termes,  que  je  designerai  parfta/'"^  et 
qu'on  prend  les  yaleurs  de  a/  dans^  la  progreasion 
X ,  x-i-h,  x-^-nh,  etc«  la  fonction  ua,  dansrordre  m, 
des  differences  co^stantes,  et  parconsequent  4  la  va- 

Ll  i 
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tetfr    +  nk     I*  v*riAl«  x''  r^6rtd 

1  1*2 
+   1.«.'...«  

Dans  cette  formule,  les  quantites 

«,   Au,  A*it,  etc.  (34*) 

sont  des  nombres ;  si  on  y  ^ait  :r  +     =  x\  d*ou 

il  suit  n= — — ^  elle  se  transformera  en  une  fonction 

rationnelle  et  enti^re  de  x\  du  m^me  degr^  que 
i*expf«B6ioii'  d»  u' ;  et  ptiisqti^dle  se  duag^  m  u, 
Ui,  z^,  etc.  lorsqa^onr    met  o^i  >  a,  erc.  pcMt 
elle  prendra  les  memes  valeurs  qoand  deyiendra 
X,  x  +  R,  x-^-^h,  etc.  :  elle  seta  done  la  fonction 

Ofl  peut  la  simplifier  en  faisant  a?'=x  +  A',  ce 
qui  donne  '  ' 

71=^,    et    u^=u'  = 

"+7r^-  +  -W  ^  k.I.5h  '^'^^' 

EnEn  si  on  feprfsentt  t/— a  pat         11  tiendra 

35o.  La  fofttrtrle  que  ffe  t}6!n4  de  prfeenter  se  d*- 
Aiit  Aussi  dtt  thidr^tiie  de  "tity^GT,  au  rtoyen  du 
'    '^*  cotti»ftt-e  lei  toefllcieiK  dJfKrenticf* 
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par  les  di£Ference».  En  eltet  requation 

doAne 

Si  on  tirait  succcssiv^ment      cette  ^quation  les  ya- 

,       ,   du    .d*u    d*i/-  , 

lenrs  de  g-^ ,  etc.    pour   les  snbstituer 

dans  la  flerie 

"  ^  di  T + ds^  r:^ + rjra  ^  ^ 

qui  exprime  ce  que  devient  u  loreque  x  devient  x-f  il^, 
w  annut  un  rfianlut  de  Ia  forme 

yV^Vi^^x^B^i^  ctc.  etant,  ainsi  que  etc. 
des  coeiEciens  nnmiriques  indipendana  de  h ;  et  d^si- 
gnant  par  A^u  Faccroissement  que  regoit  la  fonction  u 
dans >  jpaisage  de     ^  ^4-A'>  il  Wendi^^it 

1+ A'u=i+^  A  ^+ (iS' ^ 5^  A  «u+nc. 

Cette  ^quation  deyant  aToir  lien ,  quel  qiif  soit  u  , 
•ubsistera  encore  dani  la  ci|f  ou  u=^^ ,  eT  se  obaa- 
gera  alors  en 

•L14 
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e»'=i+-^(e*-0  +  (Sf        J?«^(e»_i).  +  etc; 

equation  dont  on  ram<^ne ,  par  le  deyeloppement,  le 
premier  membre  a  la  meme  forme  quele  second,  en 

observant  que  «^^srfi-f-Ce*— i)]  ;  ct  xomaie  en  re- 
mettant  dans  la  seconde  A  u ,  A*»  ^  etc.  a  la  place  des 
quantit^s  6* — i,  (c*— i)*,  etc.  onretombe  sur  le  de- 
veloppement  de  i  +  A^u,  on  doit  en  conclare  qae 

V 

1+ A'u=(i  +  Aw)^, 

pourvu  qii*pn  se  rappelle  de  transporter  a  ht  carac- 
teristique  A^  dans  le  second  membre,  les  exposans  dea 
puissances  de  Au. 

Cer^sultaty  aussi  simple  qa*^ligant ,  aet^  pr^sente 
par  Lagrange  comme  une  consequence  de  Tanalogie 
qae  les  diiFerences  ont  avec  les  puissances.  £n  effet, 

dtt^ 

d^ 

'  il  suit  de  riquation  e       =  i  -f-  Au    (  348  )  qne 

#       =  (i  +  A u)* ,  ce   qui  donne  sur-le-champ 

h'  dtt., 

T  dx 
i-f.A'M=(i-f-Au)  ,  puisque  e      ^zi  +  A^u^ 

En  developpant  le  seoond  membre  de  cette  demi^a 
iquation ,  ainsi  qu*il  a  it6  prescrit ,  on  trouvera , 
comme  dans  le  n""  pr^cedent, 

A/  ^A^A   _,_*'(* -A)  X. 


\ 
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35 1.  Je  passe  maintenant  ades  applications.  SiToa 
designe  par  ce  ^e  devient  u,  lorsque  x  se  change 
esx-j^k',  on  anra  u^=u+^'u\ «t  fl  est  visible  qu© 
pourtirer parti  de  Vexpression  de  A 'u,  il  faut,  ou  qu  elle 
se  termine,  ou  du  moins  qu'elle  forme  une  sefie  con- 
Tergente.  Le  prenii^r  cas  a  lieu  toutes  les  foisque  la 
suite  des  difFerences  Au,  A«u,  A^u,  etc,  se  termine 
elle*-mdme ,  c'est-a-dire ,  lorsque  Ton  parvient  k  ua 
ordre  dont  Us  difFerences  sont  constantes ,  ce  qui 
rend  nulles  celles  du  suivant. 

Soit  d*abord  la  ,svite 

3,      7,       ij,      39,      67,  etc. 

correspondante  aux  indices 

o ,      1  ,         ,       5,       4 ,  etc. 

on  a  pour  ce  cas  ,;^  ^ 

if-rS,  x=0,  h=l,  Au=:4,  A*Ut=:8,  A^u=o; 

■  /  .  »         •  •    •  ■  . 

rexpf.ee8ion  de.  A^u  .se  reduit.^  ses  deux  premiert 
•termesj  et  ron  obtient  par  son  .mayen    ^  . 

A>^4r+4A'(ft'-i5==:4*;'^  : 

ainsipour  rindice  h',  il  ylendm     =5=r3  +  4*'*.  En 
prenant  A'£s=|>  pJur  eocsmple,  oa  trouvserait  que  le 
-terme- odrrsspQndant  a  cet  indice  est  aS* 

Soit  encore  la  suite 

1,      4,  *   a>      3,      9,     16,  ctc. 

en  prenant  les  indices  comme  i  rordinaire ,  sayoir  ; 

o,      1,      a,      3,      4*      5,  etc. 
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et  formant  ks  '^itnnce^,  m  tnmveyft 

d  ou  on  tirera 

^    I  a.a  i.a.3 

_6 —  ,:a:5.4  j 

en  r6duisant  cette  expression  ^  ^t  rordonnant  par  rap- 
port  aux  puissances  de  h\  on  aura 


la 


II  e«t  important  d^  remarqu«r  qae  r«xpres8k>n  de  u\ 
dans  cet  exemple  et  dans  le  precMent ,  etant  rigou- 
reuse,  et  convenant  a  toutes  les  .valeurB  de  V,  offra. 
le  terme  g^niral  de  la  tuite  propoait ,  puiaqu^elle  en 
donne  tous  tes  termes  particubers  en  y  faisant  suc* 
Cessivement  ft^rr  o ,  tfssi,  h':=i  a ,  etc;  et  quoiqn«  )e 
n'aye  rapporti^  qite  les  premier»  tenbea  de  oetfe 
«uite ,  on  pept  la  continuer  aussi  loin  qu'on  Yoadra , 
•uivant  la  loi  observee  dans  ces  termes.  II  en  sera  tou- 
fouri  de  mime  quand  la  f^rie  propoeee  anra  dtt 
differenceS'  constantee  y  paieequ'eQe  ne  pent  resnlter 
alors  que  des  valeurt  ea€ce8tives.d'mn  faoction  mkf^ 
brique  rationnelle  et  enti^re. 

Les  cas  auxqnels  on  applique  ]e  plns  fr^quemment 
la  formule' 

A  ^..y  A .  ^\h'^h)  ' ;  ,  hXh^-hxy-ah)  ^  3  ^  , 

sont ceuxdanslesquels  lesdifFerences  A     A  *u,  A  ^u,  etc. 
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ymit  ett  deerdisMnt.  ptt'cet|Ti  conTeT'*' 
gente.Enyoicittnexempletir^  destables  delogaritlmietf. 
Je  suppos&  qu'onyeuiUe  obtenir  ie  logarithme-ordinaire 
4»  3;i4i^592i65$&i  par  le  m&yea  d*iine  tabte  coDtenast 
les  logarillmies  depuia  i  )U8qu*a  looo ,  ayec  dix  deci- 
males;  on  reg^eraalovsles  logarithmefrcaRteito  dans 
la  table  comme  des  valeurs  particulidres  de  la  fonction  u , 
les  nombres  comme  le^iocliiceB  anxqnels  ti 
valdurs ;  et  on  formpra  le  tablean  suiyant : 


Mt:=rO,i^ 105538 


i38ogo57 
i5765a88 
13731796 
13678578 


-43769 
•^^43fii8 


+^»77 
+374 


dont  la  premiere  colonne  renferme  les  logarithmes  de 

3,14,    3,i5,    3,16,    3,17,  3,18, 

1a  seconde  leurs  difF^rences  premieres ,  Isl  tioisi^me 
leurs  differences  sec(Mides ,  la  quatrii]|ie  leurs  diiFe- 
rences  troisi^mes  ,  et  la  cinquidme  leurs  dilFerences 
qtxatrii^mes  qoi  se  r^dois^t  i  trois  nnitis  dti  dernier 
ordre.  On  aura       ct  mojen 

A  u^+o^ooiSSogoS^,  A»tt=2— 0,6000043769, 
A  3 M=+o,oooooooa77>    A  ^uj^*  o,ocooooooo5  ; 

et  comme         As;o,oi,  o,ooi59a6536, 
on  obtiendra    *  1 

^  =ro,  1 59^6536  ,  — i:^ — o^flo3673a 

--^-=gj-y =-0^1557821 , 


-f=— 0;7ioi8366: 
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ayeccesvaleun.ilseratr^s-facile  de  metfre  en  nombrei 
la  forxniile 

hXh^-hXh'-2hxv^Zh) 

+     h.f^fTzhr^  , 

qni  donnera  i/==  0^497  ^49^3^* 

H  existe  des  moyens  plus  faciles  ponr  obtenir  les 
logarithmes  des  nombres  exprimes  par  beancoup  de 
chiiFres  >  mais  le  pr^cedent  est,  tr^s  <-  propre  a  senrir 
d*exemp]e  pour  la  methode.  d'interpolation.  On  doit 
reconn^tre  deja  que  cette  methode  s'etend  a  beanopup 
d'autres  cas ;  elle  est  surtout  d*untr&»fprand  aiuige  dans 
les  calculs  astronomiques. 

352.  Lorsque  les  valeurs  o:,  Xi,  x»,  x^,  etc.  n« 
sontpas  eqmdiffirentes ,  on  emploie  immediatement  Ii 
formule 

dans  lagiielie  la  sjibstitution  des  valeurs  particulierei 
x>  Xiy  Xi,  xs^  etc.  foumit  les  ^quations 

u  ^sza+fix  'J^^a^+tx^  +etc. 
Ui=A+fixi+yp^t+i^i+etc. 
Us,^+J^^+yx^^+fx\+etc. 
«3=*+i^3  4->x*3+/^a^3+etc. 
etc.         ....  , 

dont  le  nombipe  doit  ^treegal4&  celuides  coefficiens  in- 
d^termm^s  tt,  fi,y,  etc. ,  et  voici  comment  on  ob- 
tient  Texpression  db  ces  coefficiens  : 

En  retranchant  successivement  la  premi^re  iqnation 
de  la  seconde,  ceUe  -ci  de  la  troisieme^  etc.  on  par- 
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vient  des  r^snltats  respectiyement  diyisibles  par 
aTi— X,  ar»— Xi,  xj— Xa,  etc.  et  d*oii  Ton  tire 

i£l=:fi=j8+>(x,+x)+/(x*,+x.x+x*)  +  etc. 

Xi  — X 

=i8+>  (x.+x.)+/^(x».+x^.+x»0  +  etc. 


=i8+y  (x3+x.)+i^(x*3+«jx.+x«,)  +  «tc. 

•^X» 


Xs 

etc 


Posant  pour  abr^ger 


«1  u 


X,— X  Xe— Xa  Xj— Xa 

on  anra  les  ^ations 

V  =/S  +  ^(x,  +  x  )  +  ^(x».+x,x  +x*)  +  etc. 
l/,  =/3  +  >  (x.+  X, )  +  J^(ac*a  +  xax,+x*0  +  etc. 

I^a=i3  +  >(X3+X0  +i'(x*s+XsX.+X*0  +  CtC. 

ttc. 

retranchant  encore  l/"  de  Ui^  Vi  de  l/.,  et  ainsi  de 
inite,  et  ditignant  par  V\  V\ ,  etc.  les  qaantites 

.  .  i   ctc. 

Xft  — «X       X3—  X4 

•n  tronvera 

l/^^^+^^^Xa  +  x.  +  x  )  +  etc.        .  , 
l/',=  >  +  ^(xs  +  xji  +  xj  +  etc. 
d'oii  on  tirera 

=  /  (xs— i)  +  etc. 
Haintenant  li  Ton  fait 
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Gta  aiira  etc. ,  et  ai  pour  &mrle$  idees  on  Bs 

suppose  que  quatre  termes  a  rexpression  de  u,  Tope- 
xation  sem  terminea  a  Tiquation  ci-dessus ;  ppenaat 
la  valeur  qu'eUe  donne  pour  f^,  ct  retnontant  a  ceAes 
^^y»  P^  1®  mojen  des  expresaions  V\  U^Uu^ 
il  yiendra 

^  |8  =  17—  t/'(j:.  +0:)  +  U\x^x^+x»;v+x,ai) 
«t=  K  —  Ux  +  l/'«:,a?—  Vx^^x. 

Substituant  ces  yalears  dans  rexpreaaifUi  d^     oa  fiiuaL. 

u+r/ (a:'— jF>+l/'J"^*-<JF^+fl7)a:^+j:^«Q  .  i 
+ l/^X^^^J^a+^i  +x)a:'*+  (xax,  +a:*x+j:pr)x^    a:Aa:,<c]  / " 

II  eet  bcik  4«  iroif<pie  kt  eiM&deMde 
sont  d^composables  en  facteurs  simples  ^  et  que 
peut  mettre  u  80U3  cette  fonne 

4.  t/'(a/— ;v)  (o^^x.)  (a/— X.). 

Eb  poursuivant  d^apr^-oMe  mAthode,  on  obtiendrait 
une  formule  analogue  4  la  pr^cMente;  et  gNol/^neiili 
le  nombre  des  valeurs  x,  x^ ,  x^^. . .  de  T^scisse  x', 
on  aurait  ea  gen^al 

tt  f  t/(a<-rcc)+t/'(a<~x)(a:^— xO+t/^(a<-<0(^ 

+l/^(x^— a:)(xWa)(a:^— xOCa:  — X3)+  ctc. 

enfaisant 
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«tc. 

Qaand  Ins  valenrs  iv,^,,  acu.,  ods ,  etc.  lont  ^idif- 
fereates^  on  a 

d'ou  il  8uit  iyidemment 
«tc. 

faiiant  a/=x+A',     en  r&uitera 
a/ — a:s=*' ^  34 , -etc, 

ct  Fon  voit  ainii  (pe  J*e2i«ei|9ion  pricMente  de  u\ 
qiii  deTient  alon 
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+       h.^h.Zh  + 

rentre  dans  celle  du  3^9  >  obtenue  par  une  voie 
bien  difiFerente. 

353.  Lagrange  a  present^  Texpression  de  sous  ane 
forme  nouyelle  ^  en  obsenrant  que  puisqtie  les  eqoations 

u==ce  +  /^+>^  +#Vr  +etc. 
u,=  ct     ftr,  +  yx^i  +  ^^x',  '^- etc. 
«  +  Ar»  +  >JC*«4^^.  +  etc. 

etc. 

sont  du  premier  degre  seulement,-  par  rapport  a  cha- 
cune  des  quantites  a,  y ,  etc.  u, »  etc.  et 
que  u'  <loit  6tre  exp^me  en  sif,  de  maniere  qu'en  y 
faisant snccessivement x'  =:x^af  ^Xi^db'  =x» ,  etc. 
il  Tiennett'==:i«,  vf  =  Ui,  u'z=zu%,  on  peutecrire 

u' =  Xu  4- -^1«! +"'XaUi;  +  etc. 

pourvu  que  X,  Xi,  X^,  etc.  ssiient  des  foncticms  telles 
que  par  la  supposition  de  oi  —x ,  on  ait  en  meme 
temps  •  i 

X=i,   X,  =  o,   Xa  =  o/ ctc.  * 

qne  par  celle  de  af  z^Xx,  on  ait 

X=o7-  X,  =±1;  'Xk  =  o;etc. 

qne  par  ceHe  dej/=x,  on  ait  r 

X=o,   A^,  =  o,  "X^=i,  etc. 

et  ainsi  de  suite ,  conditibns  ^'jeront  remplies  ii  l\>n 
prend 

A*  = 
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(X  — Xi)  (^  —  JCa)  (X  :  Xs), 
y  _  (X^  —  Jg  )  (      —  3?>)  (JC'  —  Xj). 

'     (a;,  — jc  )  (x,  — rft)(x,— -jc^). 


(3/  —  3C  )  (jf^^Xj)  (j/->a?3). 


(Xa  —  a;  )  (a^a— o:,)  (x.  -  X3). 

La  loi  qa'il  faut  observer  dans  la  formatioii  de  ces 
f[Qantite)^  «st  on  ne  peut  pas  plus  atmple ;  leur  miin^r 
ratenr  contient ,  ainsi  que  leur  denominateur ,  autant  de 
facteurs  qu'il  y  a  de  quantit^s  Xy  x^,  etc.  moins 
vne  ;  et  si  Ton  y  fait  les  hypotheses  indiquees  ci- 
dessus»  noB-seulement  on  se  convaincra  qu*elles  8ati8«» 
£Dnt  a  la  qu^estion  proposee ,  mais  on  verta  de  plus  com- 
ment  il  a  ete  possible  de  prevoir  qu'elleS  y  satisferaient : 
on  a  donc  cette  nouvelle  formule  d^i^terpolation, 

u'  =  (^'— -g.)  (-^—^0  (^'—^3)  ■  '  '  ^ 

(X  —X,;  (X  X,)  (X   X3)  .  .  . 

(x^-x)(x-— rO(a/->X3)...^ 
i-Xi—JC  )  (x,  — x»)  (x,— Xj)  ...  ' 

4.  (^— )  C^'-J^»)  {^—^3)  ■  ■  ■  . 

~  (xg— X  )  (x.— X,)  (x,— X3)  - , . 

tr^s-commode  dans  la  pratique,  parcequ'on  en  peut 
calculer  chaque  terme  par  le  moyen  des  logaritfames. 
II  ne  serait  pas  difficile  de  la  ramener  a  celle  du  n"*  pre- 
cedent ,  et  meme  i  celle  du  n''  Z4s  >  pourquoi  je 
ne  m*y  arreterai  pas. 

354.  Quoique  le  but  de  Tinterpolation  soit  en 
niral  de  d£terminer  des  valeurs  intermediaires  entre  des 
quantites  observees  ,  sans  connaitre  la  loi  qui  lie  ces 
quantites  aleurs  indices^  oualavariable  dont  elles  de- 
^     Calc.  inUgr.  M  m 
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pendent ,  on  Templo^e  aussi  1oi;sque  cette  loiest  connnk 
et  exprim^e  analytiquementy  mais  que  les  calci^s  ne- 
cessaires  pour  ^valuer  en  nombres  les  formules  qui  en 
T^sultent  y  sont  tr^9-coQipliqu6sl  On  se  contente  alprs  de 
determinerpar  cesfQrmules,  de  dist^nce  ep  distance^dei 
resultats  rigoureuXy  entre  lesquels  on  ii^terpol?  ensuite  lea 
yaleurs  intermediairesquidoiVent  completerla  s^rie  qu*on 
se  proposc  de  former.  Dans  ce  ca  bn  neprendpoint  les 
«fiffer^nces  succ&siyes  des  valeurs  calcur<^ie8 ,  mais  on 
dMnit  ces  difFeren<^s  de  rexpreasion  a&alytique  de  la 
fbnction  propos^ey  et  on  en  pousse  la  soite  jusqu'ace 
qu*il  8'entrouve  d*assez  petites  pour  qn'on  puisse  les  ne* 
^iger.  On  calcule  par  leur  moyen  lesvaleurs  miccessiTes 
de  la  fonction,  dans  Tinterv^le  compris  entre  cellea 
qa'oii  fl  determin^es  d'abord.  Quoique  la  fonnatioD  de 
ces  valenrs  soit  facile  a  deduire  des  relarions  obteni]e« 
dansle  n*  343>  n^anmoins,  pour  plas  de  clart6  ]*en  rap- 
porterai  ici  le  tableau,  en  tenantcomptedesdiCFerences 
troisiemes  que  je  supposerai  constaates,  ce  qui  doni^a 


u,=u  -f-  A  u 

l/a=5?U,+  AM, 
U3=U4+ AWa 

etc. 


A  u{=i  A  u  +  A  *a 
Au^=Au,-|-A*u, 
A  Mjrs  A  Uft+  A  •tt» 
etc. 


A.*u,=*  Au  +  A^tt 
A»u^A*u,+  A'tt 
etc. 


On  voit  par  ce  tableau  qu'il  f^t  calculer  d'abord  sur 
chaque  ligne,  lattifference  placee  dans  la  colonhe  la  plus 
adroite.  Pour  obtenir  u^^  par  exemple,  onforme  Ah<a, 
en  ajoutapta  la  valeurde  A'u,  celle  de  A  ^u,  quiestre- 
gardee  comme  constante;  ajoutant  ensuite  A  ave^  A  u^» 
qu'on  suppose  deja  connue ,  on  parviendr^  |k  A  u^^  qu^J 
faudra  ^obdre  avec  u^  pour  avoir  u^. 
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Ponr  eclaircir  cet  usage  du  Calcul  des  differencea, 
je  vais  considerer  les  fonctiona  loganthmiques  <jui 
8ont  celles  dont  les  tables  servent  le  pl^s  £re({ueni« 
ment. 

355.  Soit  zi = Ix ;  on  aura  y  par  la  formule  du    39  ^ 

A  ic=     M\  _etc.  f 

A*M=— J»f{A-_  ^4.etc.| 

A3.=  il/{^^etc.} 
ctc. 

09  poussera  c^s  sujtes  1  aelou  la  grandenr  du  nombre  x , 
jusqu  a  ce  que  la  derniere  diirerence  soit  assez  petite 
pour  etre  neglig^e  aaqs  erreur  sensible.  Si  Ton  avait , 
par  exemple ,  x  =  1 0000 ,  et  A  =  i  ^  on  trouverait  pour 
les  logari;tlunes  oxdinaires, 

Au=  0,00004  34373  768G3 
A  >  ^  —  0,00000  90043  4^077 
A3u=     0,00000    Doooo  008GI7; 

et  tI  est  ^vident  que  si  Ton  ne  voulait  avoir  les  demiers 
r^sultats  qu  avec  dix  chifTres  seulement^  on  pouirai^t^ 
sans  craindre  d*erreur sensible ,  nigligex'  A^u,  ouregar- 
der  A^u  comme  constante. 

Cela  posi ,  le  signe  de  A^^u ,  6tant  contraire  &  celui 
de  A^u  y  la  difference  de  leurs  yaleurs  ^onuera  celld 
de  A^^zi,  ;  et  on  formera  chacune  des  differences  se- 
condes  successiyes  A*tti,  A^Ua,  A^us,  etc.  en  retran- 
chant  de  la  preced^nte  la  valeur  de  ^^u.  De  mema 
Avi  »  obtiendra  en  dtanf:  la  v^eur  de       de  celle  da 
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Au\  et  chacune  des  difFerences  premieres  successives 
!aUi  ,  Aii^ ,  Au3 ,  se  formera^en  6tantde  la  pr^cedente  la 
valeur  de  la  difference  seconde  qui  s  y  rapporte.  £n£n 
au  logarithme  ^e  loooo  qui  est  4  ooooo  ooooo  ooooo , 
on  ajoutera  Au  pour  obtenir  lelogarithme  de  loooi, 
a  celui-ci  Aui  pour  avoir  celui  de  loooa  ,  a  celui- 
ci  Aut  pour  avoir  celui  de  iooo3  ,  etc.  On  peut 
former  ainsi^  par  de  simples  soustractions  et  addi* 
tions,  les  logarithmes  de  tous  les  nombres  entiers 
cons^cutifs  a  loooo^  tant  quela  somme  des  differences 
qu'on  neglige  a  chaque  op^ration  n* est  pas  assez  con* 
siderable  poiir  influer  sur  le  demier  chiffre  decimal  au- 
quel  on  veut  bomer  Texactitude  de  la  table;  et  c/est  ce 
qu'on  reconnait  au  mojen  de  quelques  logarithmes 
caloul^s  rigoureusement  a  des  intervalles  eloign^s ;  car 
lorsque  par  la  suite  des  additions  successives ,  6n  par- 
vient  a  ces  logarithmes ,  il  faut  que  la  methode  des 
differences  les  donne  tels  fpi'ils  ont  ete  deduits  d  priori, 
au  moins  dansles  dix  premiers  chiffres^  si  c'est  k  ce 
nombre  que  Ton  veut  s^arr^ter.  On  irait ,  par  ce  qui 
precede,  jusqu'a  loioo^  sans  trouver  d'erreur  sur  la 
dixi^me  dedmale ;  parvenu  a  ce  but ,  on  calculerait  de 
nouveau.d  priori  les  differeuces  A  u  ^  A  ^  ^  A  et  on 
se  ser>-irait  de  ces  demiers  resultats  comme  des  pre^ 
cedens ,  pour  obtenir  les  logarithmes  des  nombres  en- 
tiers  qui  suivent  loioo. 

Du  Calcul  inverse  des  diffifrences ,  par 
rapport  aux  fonctions  explidtes  d^une 
seule  variahle. 

356.  Le  Calcul  inrcrse  des  differenco  cst ,  4  Tigard 
du  Calcul  dirtct,  ce  qu'est  le  Calcul  integral,  par 
rapport  •  au  Calcul  differentiel  :  il  a  pour  objet  de 
remonter  des  differences  aux  fonctions  prinutiyes.  J« 
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in*occuperai  d*abord  ducasoii  les  difFerences  sontdon-- 
n^s  explicitement  par  la  variable  indepeodante ,  c*est- 
a-dire,  ou  Ton  a^  pour  determiner  la  fonction  u,  una 
equation  de  cette  forme  A»u  =  f(a:,A),  h  etant  la 
difference  de  la  yariable  independant^  x. 

Soit  premi^rement  7f=i,oa  Au  =  f(x,A).  Cette 
^quation  ne  fait  connaitre  quele  changement  qu*eprouve 
la  fonction  u,  lorsque  x  devient  x4  A ,  et  ne  determine 
pas  la  valeur  absolue  de  cette  fonction  \  mais  si  Ton 
suppose  que  quand  x:=^a,  on  ait  &  ,  il  sera  facile 
de  former ,  en  partant  de  ces  donnees ,  toutes  les  va- 
leurs  de  u  \  car  aux  indices 

a,  a  +  *>  a  +  skh^  a-^Zh,  etc. 

correspondront  ces  valeurs  de  u : 

6,    i  +  f(a,A),    &  +  f(a,A)+f(a  +  A,/2), 
i+f  (a,  A)  +  f  (a  + A,  A)  +  f  (a+aA,  A),  etc. 

Ij'introduction  de  la  quantitS  arbitraire  h  a  lieu  ici 
comme  dans  le  Calcul  integral ,  pour  remplacerla  cons- 
tante  que  la  differentiation  fait  disparaitre  (344)  > 
on  voit  que  la  signification  de  Tiquation  A  u=f  (o: ,  A) 
repose  dans  le  cas  actuel  sur  la  valeur  assign^e  k  rac- 
croissement  h ,  et  qu*on  ne  tire  de  cette  ^quation  qu'uno 
ftuite  de  valeurs  discontinues  qui  se  suce^dent  d*apr^s 
ane  loi  donn^e, 

Si  Ton  avait  A  'u  =  f  (x ,  A  ) ,  on  ne  pourrait  tirer 
parti  de  cette  6quation,  qu*en  se  doi^nant  une  pre^*, 
mi^re  valeur  de  u  avec  celle  de  A  u  qui  lui  correspond , 
ou  deux  valeurs  consecutives  de  u.  En  efFet ,  si  lors- 
que  X  =  a ,  on  posait  u  =  ft,  et  Au  =  c,  on  aurait , 
par  le  tobleau  du  n''  554,  indices 

Mni3 
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Cya+h  ^  a+^h,  a+3A,  «tc. 

cette  suite  de  Tdlenrs 

b+c,  A+ac+f (a,A),6+3c+flf(tf,A)+f(a+A,*),  ctc. 

Les  differencea  de  Fequatioii  A*u  =  f  (x,A)  don- 
nant  successivement  A^u,  A^u,  etc.  on  peut  aosii 
0  elever  immediatement  a      par  la  formule 

+nAu-{ —  ^A»tt+-^— — ^5  iA^.  ..+A«u, 

i.fl  l.fl.u 

dans  laquelle  on  yoit  evidemment  que  lea  denx  premiers 
tennes  u  et  n  A  u  demeurent  arbitraires.  II  est  facile 
maintenant  d'etendre  ces  conaid^rations  a  tel  oidr# 
qn'on  voudra. 

Ceci  ne  m^ne  encore  qu'a  une  suite  de  valeurs  di»- 
continues ,  dont  il  faudrait  trouver  le  t^rme  gen^ral 
pour  obt^nir  une  expression  anal^tiqne  de  la  fonction 
primitive  cherchee. 

357.  On  donne  aussi  a  la  fonction  primitiv^  lc  nom 
Sintepale    u  est  Tint^gral^  de  A  u. 

Pour  designer  nne  int^grale  quelconque  de  ce  genre, 
on  se  sert  de  la  caract^ristique  7:  rint^grale  de  f  (x, 
•erait  indiqu^e  par  2f  (  j? ,  A) ;  tX  on  doit  bien  se  rap- 
peler  que  cette  iategrale  est  la  fonction  qui  s  accroit  de 
la  quantite  f  (x,  A) ,  lorsque  x  se  chi^ge  en  x+h. 
Quand  il  faut  distinguer  ces  integrales  de  celles  det 
difFerentielles ,  dn  emploie  la  denomination  i'uUegrale 
imx  differences. 

358.  Les  r^gles  pour  Tintegration  des  differenccs  sont 
en  ti*^s-petit  nombre ,  et  malheureusement  les  cas  oii 
Von  peut  8*en  servir  avec  succ^s  sont  tres-bomes.  if 
suit  de  la  formatioii  des  differences,  i^.  que 
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•A(A:+r— z)=       Ar— AZ; 

«t     titnoik^  aui  fondtions  prfmftives ,  6n  a 

2  (  A  X-f  A  r-  A  Z)=X+  Y^Z^%b.  X+2  A  K-S  A  Z, 

ce  qm  ram^ne  rintegra^on  des  diiFerences  polynomct 
A  celle  des  mdnomes : 

ce  qpi  p^f  onv*  qu^^i  peftt  4  v6brit6  f aite  ^ortir  du  sigiife  S, 
eU  in\r<^uiYe  ^Cfd'  Ce  sigiief  trfi  factetir  coifttant. 

3°.  Lirl^e  ii=3f"-^'  6t  que  m  est  vttL  nonibre  eiitier, 
il  yient 

(ni4-i)m(m— i)-(m— a)^^^^ 
i.a.3.4  ' 

EtL  integrant  terme  a  terme  chaque  membre  de  cette 
iqnation ,  remettant  dans  le  premier  af^^,  au  lieu  de  u, 
et  passant  hors  du  signe  S  let  facteurs  constans,  on 
obtiendra 

1  '  i.a 

(m+i)in(m-i)y^^ 
1.2.3 

Cette  ^ation  ferSt  cohnaitre  rintegi-ale  2x* ,  si  Yom 
avait  Sjc^"  ,   Si^,  puisqu^on  eri  tirerait 

^=(m  +  i)A"" 

li.a  '    i.a.3  '  mH-i  J 

Mm4 


Digitized  by  Google 


55fl  TRAITE  JBL^MENTAIltE 

Siron  ^crit  ^ccesnvement  tlans  cette  derni^re  m—  i  ; 
jn— a ,  m — 5 ,  etc.  pour  m ,  on  formera  des  expression» 
de  Sx"*"*,  Zix'^,  ZLxf"^,  etc.  qui  ne  dependront  qne 
des  integrales  des  puissances  de  x  qui  leur  sont  res- 
pectivement  inferieures.  On  peut  aussi  former  ces  va^^ 
leurs  en  remontant ;  et  si  Ton  prend  d'abord  m=:  o ,  il 

vient  Sx^=-^  >  parceque  la  formule  g^nerale  ne  doit 

renfermer  quun  nombre  m  de  termes  alFectes  du  signe 
Cette  conclusion  se  verifie  d*ailleurs  d  priori ,  soit  en  ob- 
aervant.que  de  uacx^  il  r^sulte  ^x=h.xf*,x=h£jiif, 

et  parconsequentSx®=-p,  soit  en  prenant  la  diffe- 

X 

rence  de  la  fonction  primitive  ,  pour  laquelle  on 
trouve 

x+h'     X  _ 

-15  T=»=**- 

Faisant  ensuite  m=i »  m=a,  m=3y  etc.  et  sob- 
stituant  successivement  pbur  Xx*,  Xx',  laf,  etc.  les 
valeurs  auzquelles  ob  parviendra  ^  oa  formera  cette 
table :  • 

X 

^"°=  T 

^  1X^1 

2x«  =  --r-— -X 
a  n 

1x3 


.i^i__ix*  + Ax4*  L. 

6  h     fl^  +  a.6^* 


etc. 
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Au  lieu  de  pousser  pIuB  loin  cette  induction ,  ok 
peut  Bupposer  en  general 

en  prenant  la  diiFerence  premiire  de  chaque  joiembre, 
on  trouyera 

1 

i.a       .      ^  i.a.3 
+    £^      af^^h+     i?!lC!!i=l)  x--A*+etc. 

4-       ^(m— i)  ^^^^ 

+  etc. 

et  comparant  entr'eux  les  termes  affectes  d*une  meme 
puissance  de  x ,  on  obtiendra  entre  les  coefHciens 
,  B ,      D  j  etc.  les  relations  suiyantes 


C = — ^  (yn+i)mA»  _  ^  mA 
•  a.3  a 
D  =— >^  (/yt+Om(m— i)A3    ^m(m~i)ft'    ^(m— i), 
a.3.4  A«3  a 

etc. 

arec  lcaquelles  on  deduira  facilement  lesuns  des  autres 
les  coefEciens  de  Fexpression  de  '^x^ ,  quel  que  soit 
Texposant  m.  En  caiculant  immediatement  les  douze 
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^etmeti  tfcfiiies  ;  oit  trtiit^eii 

^^**" 

■*"afl.3''     ~6        a.3.4.5  ^ 
1      m(m>^i)  (m — g)(m — 5)  (yoT4)A^  ^ 
^      6  a. 3  4.5.6.7 

3  .JflXWr-r.L)  {m  —  6,)hj  . 

~    if.c^  ^ 

,       5       ..jtt.(m^i)  (m  —  8)A9 

+   5  — ; — ii.3.....io.ii  ^ 

_   §ii        mLmrr- 1)  (fci  — 10)^" 

aio  a.3. . . . .  la.iS 

35         m(m-^i)  (m--ia)ft^   ^ 

a  a.3  14. i5 

—  3fei7  .  7;i(fe^Of....(i^^i4)ff'^ 

3o    •  ii\3  iS*i7 

43867  m(m— 1 )....( m~i'6)^^ 

4a  a.3  18.19 

iaaaa77     m(m— 1)  (m— i8)A'9. 

110  a.3  ao.af 

ctc.  +  cottst. 

formule  dans  laquelle  les  co^Hidiei»  expnm^s  en  nom* 
bres  m^ritent  attention ,  parceqa*il8  reyieiment  aoayeat 
flans  ta  TfaL^brie  fies  tfoitea. 

Je  ferai  observer ,  avant  de  finir  cet  article ,  qne  li 
Fon  multiplie  'Sjc^  par  h ,  et  ({u*on  passe  cet  accrois- 

iir  -        ^  i  :tm«  +  i  5^  ^  «•  -1  etii .  + 
m-f-i    a       '  aa.3  * 
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dont  le  second  metnDre  a  pOur  limite  ^  '. .  4-  const. 

lorsqde  h  s*ivanouit ,  cas  auquel  Ijc^h  se  chango 
en  fx^dx,  d*apr^s  ce  qu*on  a  yu  dans  le  dii. 

359.  Ce  qui  precede  fotimtt  moyen  d^ii^igret 
tontes  les  fonctions  algebriques ,  rationnelles  et  en- 
tieres,  dans  le  cas  01^  la  yariable  independante  re^oit 
tm  accroissein^nt  constant.  ie  prends  poitr  exemple  la 
fonction 

ii  comme 

2(^+ix*4-  Cx+D)r=zjilx^+Btoi^+Cix+Dlaf, 

en  mettant  pour  Xx^,  Sx»,  ix  et  2x*,  leurs  valeurs, 
on  trouvera 

7,(Ax^  +  Bx^  +  Cx  +  D)^ 

A   ,  .  ZAh—^Bji  ,  Jh^-nBb  +  i^C ^ 

4*"'         6A  4fl  ^ 

,      .  Bh*^5Ch+6D  . 

H  X  +  const. 

360.  n  existe  un  genre  de  fonctions  rationn^Iles  qui 
s*int^grent  avec  la  plus  grande  facilit^  :  ce  sont  les  pro- 
duits  de  la  forme 

ur=:x(x+h)ix+aii)....(x+(^m—i)hy 

£n  eCTet ,  si  on  en  prend  la  difF^rence ,  on  obtiendra 

A  u=ix+hXx+!ihXx+Zh) ....  (x+mh)  ' 
— a:(x+/r)  (x  ^aA).. . . : . . .  .(x+(m^i)A) 
d:  (x+h)  {x+d)  ix+(m^i)h)mh 

•  '  Au      X Au  u 
ct  comme  X =   ■    ■    — oh  anri 

ntysr       nia  771^1 
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2(x+A)(x  +  flA). . .  .(x+Cm— 

_ar(j+A)(x  +  aft)..  .(a7+(m— QA)  , 
 ^  +  const. 

Si  Yon  ^crit  maintenant  x—haxi.  lieu  de  or ,  et 
m+i  au  lieu  de  m,  ^  viendra 

Xx(x  +  Zr)  (x+aA). , .  .(x+(m— i)A) 
_(3:— A)a:(a?  +  A)(x  +  a^)...(x  +  (m— O^) 
(m+i)A 

Onyoitici  que  dansrintegralele  nombre  des  facteur* 
•urpassedertinite  celuidesfacteurs  de  fa  difference,  ct 
que  le  diviseur  est  m  +  i ,  ce  qui  est  bien  analogue  k 

la  formule  /afdr  =  — — . 

m  + 1  • 

On  integre  aussi  la  fraction 

 1  

"  "  "■a;(x+/r)(x+aA). . .  .(x  +  (m— i)A)  ' 

parcequ'en  la  differentiant  on  trouve 

 1  

(07+ A)  (x+aA)  Ca7+3A)  (x+mA) 

 1  

■"a  (x  +  A)  (x  +  aA)  (x  +  (m— i)A) 

  —  mA  

~x(x-(-A)(a:+aA)....(x  +  mA)' 

repassant  aux  integrales ,  il  vient  en  mettant  pour  u 
sa  valeur 

2  — »   __Ji, 

x(x  +  A)(x+aA)....(x  +  mA)~mA 

~mAx(x+A)(x+flA). . .  .(x+Cm— i)*) ' 
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«t  si  on  ecrit  m —  i  au  lieu  de  m  pour  ramener  a  m 
le  nombre  des  facfeurs  du  denomiaateur  de  la  quantite 
affectee  du  signe  1,  on  obtiendra 

  —  1 

(771—- 1 )  hx(x+  k)  (x+fl/r)  (x  (m — fl)  A)' 

36i.  Les  formules  ci-dessus  peuyent  servir  anssi  a 
Tintegration  des  fonctipns  de  la  forme 

Ax*+Bx^+  Cr^  +  etc. , 

parce  qne  ces  fonctions  se  transforment  en  produits 
de  facteurs  dont  les  diff^rences  sont  constantes.  Pour 
le  faire  yoir^  je  choisis  cet  exempie  tres-simple  :  or^, 
et  je  fais 

x3  =  (x  + /r)  Qfc  +  flft )  (x +3Zr) 

+^(x+/r)(x+flA)+^(a:+A)  +  C, 

en  supposant  qne  h  designe  Faccroissement  de  x.  Si 
Ton  deyeloppe,  et  qu*on  ordonne  suiyant  les  puissances 
de  Xy  on  aura 

x^=3c^+  6Ax»  +  iiA*a:  +  6A* 
+  j4j^  +  5j4hx  +  aAh* 
+  Bx  +Bh 
+  C; 

et  comparant  entr*eux  les  termes  affect^s  de  la  rxAmt 
puissance  de  x^  on  formera  les  ^uations 

6A  +  A  =  o, 
iiA»  +  3^A  +^  =  o, 
W  +  a^/i»  +  iJ  A  +  C  =  o , 
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desqueQes  on  lirera 

et  / 

ar»  =  (x+A)  (a:+2ft)  (a;+3A)  —  6A(x+A)  (x+aA) 

ce  qui  donnera,  en  vertu  du  n"*  pr^cMent, 

Sr»  =  ^  X  (x+A)  (x+aA)  (x+3A) 

— ax(x+4)  (x+aA)  +  ^  Ax(x+A)— A»x+co«r. 

S6a.  A  r^gard  de  rintigration  des  foncdons  trans- 
cend^otesy  )e  jne  boroerai  aux  fonctioiu  exponen- 
tielles  et  circulaires.  On  a  pour  les  premiire» 

A.a»  =  a»(a*  — i), 

d*oik  il  resulte 

a«=5£flP^(a'^— 

et 


363.  Pour  les  fonctions  circulairet;  on  a  i*«reqiia* 

tion 

cos>— co8^=— asin|(^— ^  sml  (^+^, 
qui  donne 

A  cosx=cos(x+A) —  co8x=— -a  sin  ^  A  sm(x + 2  A) ; 
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d*ou  on  tire 


.  ,  ,  ,  , .  Acosx  ^  .  Aco8(x— iA) 
»in(x-f-  5  h)=i  r-TT ,  et  sjn  4;  =  ;  i  1 


cn  ecrivant  x — ^h,  au  lieu  de  x ;  prenant  ensuite  Fin- 
tegr^.^  de  chaqup  luf  ^il^re  de  Ifi  d^rnie^^  ^flu^!^^  > 
on  ol>tie^t 

^  .  cos(x — ih)  , 

fl''.  L*equation 

sin^— 6in^=2sinK^— -5)cosi(^+-e), 

donne 

A smx=sin  (x  +  A)  —  6inx=  2  sin  ^  A  cos  (a?-f-  ji); 
d'oi!i  il  ^ui| 

r  .  1  » N  ^  sinx  Asin(x  —  |A)  , 
cos  (x       A)  =  — r— rr  ,    cosx  =  '    f  L  i 

_  8in(x— iA)  , 

2:cosx=  —  .     'r     +  const. 
fl^iniA 

3*.  La  conyersion  des  puissances  de  sinns,  decosi-^ 
nus  et  de  leurs  produits  ^  e^  fonction  fie  sinu^  et  d| 
cosinus  A*axcs  multiples,  ram^nera  apx  deux  fprmnles 
pr^edentes  ,  l*integration  de  la  fonction  generale 
sinx^  cpsx",  lorsque  les  expQsans  ^  jit  ^  seront  des 
nombres  entiers  positifB. 

En  effet,  cette  fonctioA  eera  cfaaogSe  en  one  snita 
de  termes  de  la  forme  ^sin^qcr,  ou  Acosqx  ,dopt 
les  integrales  se  deduiront  de  cellesde  :^sinx  et^cosx 
«n  ecriyaot  qqp  etqbfaji^  lieju  de  x  et  de  A ;  et  il  cst  facile 
de  yoir  que  Vom  aura  en  g^eral 
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w    .     N         C08  (^p+qx — iqh)  . 

364-  L'utilit6  dont  est  Texpression  de  Xu  ,  ponr  la 
8ommation  des  series ,  a  pQfte  les  Analystes  a  s'en 
occuper  beaucoup ,  et  ils  sont  parvenus  a  lui  donner 
plusieursformestr^s-^legantes.  Euler  la  fitdependre  des 
coef&ciensdifFerentiels  etdeTintegrale  /udr.  Onaniye 
a  ce  resultat  en  partant  de  la  formide 

dz  h  ,  d^z        ,  d^z    h^  , 
A«=:-=  l-Tr-s  hj-l  5+  etC. 

qni  donne 

*  =         H  2:j-rH  =^:T-i+«tc. 

dor^i.a   dr*^i.a.3  dj?^ 

ds 

Si  onfaitj^^u,  il  yiendra  z=/udr  et 

fudx  =  hZu  +  tth^^^  +  fi¥^^+etc.  ■ 

en  representant  par  a,  jS,  y,  etc.  les  coeiEcienf 
num^riques  ;  on  tirera  de  li 

Si  maintenant  on  prend  les  coefficiens  difip^rentiek  de 
chaque  membre ,  en  observant  que  •^j^^  ~    S  *  ^ 

qu'il  est  fort  aisi  de  yerifier,  on  obtiendra  cette  snite 
d'equations : 


I 
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^  d^M      1  d*tt       ,^  d^a  d^a 
etc. 

on  se  servira  de  ces  deroi^res  pour  ilimiiifr  successi- 
vement  de  la  valeur  de  Sa,  les  fonctions 

'    da       ^dV  ^d^a 

^SP     ^3?'  ^d^' 

et  i\  est.aise  de  voir  qae  le  reuiltat  sera  nicessaire- 
ment  de  la  forme 

2u  =  i  f  judx  ^Au  +  Bh^:+  [Ch^ 'J^  +  etc. 

La  d^tennination  des  coefiiciens  >^  >  C,  etc.  s*opdre 
ici  comme  dans  le  n**  3^7  ,  par  la  bonsid^ration  de' 
la  fonction  particuli^re  e*,  pour  laquelle  oa  trouve 

d'ou  il  suit 

-^^  =  {  +  A  +  Bh  +  Ch^  +  etc. 
e* — X      h  • 

ce  qui montre  que  les coeffi^ns  u^;  B,C,  etc.  ne  sont 
autre  chose  que  ceux  qui  multiplient  les  puissances  de  h 

dans  le  developpement  de  la  fonctioii    — reduite  en 

rie  ascead^.ite  p   ar  rapport  a  cette  lettre. 
Calc.  integr.  Nn 
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365.  On  obtiendra  de  la  m6me  maniire ,  et  sans  plni 
de  difficUlrt,  lesintegrales  2Sa,  on2X  2S*tt,  ou  X^u  , 
cn  general  5"«;  car  la  formule 

conduit  a 

faisant  ensuite  ^^=u,  onaura  z'=.f^vAx'^,  etpar- 


consequent 

=  ^r^t^  —  «Ai"-  ~—  ^»*2*  ^  —  efc. 

prenant  lea  coeffici^ns  differentiels  de  chaque  membre 
de  cette  dernidre  6<piatioii,  on fbrffieralck smTantes: 

2^^=j5^-'i^^  -etc. 
etc. 

i  r»ide  desqBelle»  on  chassera  S»  2,"^»  «to* 
de  rexpression  de  2"».  L*iquationfiiiale  ponirafitrere- 
presentte  t>ir  i 

+  •Jpr.r-*»d^-  •  •  •  + 
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«t  loTsqa*oii  f6ratt=±=e*9  elle  deviendni 

.  +  iV  4-  PA  +  QA*  +  etc. 

IH  catflklkfM  A,  B,  N,  ^tc.  sontdone  / 

encore  ici  ceux  qiii  multiplient  les  puidsance^  de  h  dans 

le  d^elop)»6tiieat  do  ^^^^^-^;  et  de  \k  rittdte,  ^ntre 

les  intAgralei  et  ksiniissaiicel  nigjMifeh,  vtM  aditlogie  ^ 
qiiin'est  que  la  continuation  de  celle  qne  les  ditP<ireiices 
ont  avec  les  puissances  positives  :  ensorte.que  Ton  doit 
tegardet'  lesinfegrales  cOniitie  les  cfiiferehce^  d'iin  ordre 
dont  l'exposant  est  negatif.  II  est  visii^le/  en.effet,  ^ne 
d^apris  co  qa*on  vient  de  yoir,  on  peut  ecrire. 


poumt  qa'apr^  le  d^veloppement  ehange  les  puis* 
sances  positives^  puissances  nk^ 

^sttvee impuAi^y  it^^simpi  ton  a  (847), 


•tt=  \6        —1/  . 


il  est  ivident  qne  rexpression  de  V^u  est  comprise  dans 
celle  de  A^ii^  donf  elfe  se  d^duit  en  affi^ctant  Texpo-- 
•ant  m  du  signe  — . 

866.  L'kitieratioo  par  p«rtiea  sr.  pratiqtf^  mr  les 

'  Nna 
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dilFerences  antti  bien  que  eurle»  diffirentielles.  Soient  P 
et  Q  denx  fonctions  quelconques  de  x  :  onfcra 

z  etant  une  fonction  inconnue  de  la  m€me  variable; 
et  prenant  la  difference  de  chaque  membre  de  cette 
^quation,  on  aura 

developpaH  etrWuisant,  en  obsenrant  ^AP=PQ, 
il  viendra 

o  Ai=Q2(P-|-  AP)+Aa,  ou  Aa=— A^(P+AP). 

d:  parconsequent 

a=— SA<)2(P+AP), 

pub 

^Q=zQkP^iAQtiP  +  AP)  (^, 

formule  qui  devient 

2PQ=:QXP  — 2AQ2P.  (i) 

iorsqn^on  icrit  P,  ponr  P  +  AP. 

Si  dans  la  formnle  (^)  onchange  Q  enA^, 
P  en  XPi ,  et  qu'on  observe  que 

2P,4.  ASP.  =  2(P.+  AP.)=:2P., 

on  en  dedoira 

:  SA^iP.  =  Ai2l»P.  -  2  A'Q2«P.; 
at  la  formule  (i)  deviendra 

XPQiii^-*A^P.+2A*^P«.  (2) 
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Changeant  ensuite  daos  Fequation  (^A)  Q  en  , 
XPi  cn  et  remarquant  que 

em  trouvera 

et  la  formule  (a)  deviendra 

XPQ=QtP—  A  Q2*P,+  A  •Q2''P,— 2  A  ^QS^Ps , 

qni  montre  la  loi  de  cette  expression  elegante ,  donn^e 
pourlapremierefois  par  Taylor,  dans  les  Transactions 
philosophiques : 

XPQ=Ql,P  —  A  Ql^P,  +  A^Ql^P^ 

—  A  3^24^3^  A  ^Ql,^P^—etc. 

Si  Ton  y  met  pour  Pi,  P%t  P3,  eto.  leura  yaleurs  en  - 
et  qu'on  elFectue  les  integrations  qui  devienneut 
possibles^  elie  se  change  en 

XPQ^QtP-^  AQ(2*P-f2P)+A*Q(2«P4-22*P+2/>) 

—  A»Q(2»P4523/>+3r/?^2P)rf^tc..  , 
Cest  sous  cette  forme  que  Condorcet  Ta  presentee 
dans  son  Essai  surl'applic(Uion  de  l^Anafyse  d  Iti  pro^ 
habilite  des  decisions,  p.  i63.  - 

Elle  s*arrete  toutes  les  fois  que  la  foncHon  Q  m^ne , 
i  des  diiFerences  constantes  dans  un  ordre  quelconque ; 
et  si  la  fonction  P  estsusceptible  d'un  nombre  suffisant 
d'integration»successiyes^  onparyienti  rintegrale  exagte 
da  la  fonction  PQ. 


Nn3 
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^pplication  du  calcul  fles  diffircnceM 
h  la  sommation  d^s  suUes. 

367.  Dans  une  soite  qoelconque 

le  terme  gen^ral  u«  pent  Stre  regardi  comme  la  difTi- 
rence  de  la  fooction  qui  ezprime  )a  somm  des  tenMi 
qoi  le  precMent;  ensorte  qae  si  on  fait 

u  +  u,  +  u,  1-       =  5_  , 

on  aura  , 

A5.-,:5=u.   et         =5  2k.(557). 

n  suit  de  la  que  la  somme  entiere,  en  y  compre* 
Qantle  taviM  .g^uenl,  teni 

5.=  2lft»+u,- 

.  On  voit  atun  que  r^ w|tai|t  da  par  le  cfaavgc- 
nient  de  n  en  n-f-  1 ,  Texpressioii  de  «S.  pent  se  de- 
duire  de  la  mdme  maniere  de  ceUe  de  iu.. 

Si  di^nc  f  (cP  j  Ir)  disj0l«  If»  tenae  g^u^isd  dW 
serie  quelconque»  dans  laqu^Ile  la  diSi^raHBe  ds  b 
variable  independante  soit  h  ^  la  sopinie  de  pette  it* 
rie,  que  je  repr^senterai  pf|r  Sl  (x,h),  sera 

«f  (X,  h)  ==  Xf  (^,  A)+f(x,  A),' 

ou  bien  s'obtiendra  en  mettant  fi|  lien  4«  ^$ 

dans  2f(x,A). 

On  trouvera,  d*apr^  cela,  en  mettantx+A 
an  lieu  de  x  dans  Texpression  de  (358). 
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Si  ron  developpe  en  particuUer  Sa;^,  et  qu'oa  £|um 
A  =  1  ^  il  viendra  apr^s  les  rMuctioxis , 

Par  le  m£me  proeMi6  ^  on  dMuira  det  fonniUes  d« 
n'36i, 

Sx  (x  +  *)  (x  +  a*) . . .  (x4-(m— i)A)  = 

m+i  ' 

c   i   ^  _ 

x(a:+A)(x+aA) ....  (a^4.(/n— i)A) 

(m+i)ft(ar+A)(x+flA). . . . (*H-{ii|r^OA) 

£n  faiwit  succeMtvemeiit  m^  i,  ^ipsg»  etc^  et 
prenant  A  =  1  dans  le  premier  de  ces  deux  rianltatB, 
on  formera  les  sommes  des  s^ries  de  nombfts  Jigu^ 
r^s  (jC(mp.  des  EUm.  d'Alg.) ,  sayoir , 

^       x(^x  +  i)  ,  , 
a 

r,x(x+i)     x(x+i)Cx+a)  , 


S 
etc. 


jr(x-hi)(x+fl)  x(x+i)(.r+a)(x+3) 


On  condfira  des  nufn^s  SGa,  363,  que 


Jfo*  =    •  -T  1-  coni^ 

fl*—  1 

^  .  €08(ar+ife)  . 

flsinj  A  T 
^  sin(x+7A)  , 

^  flsinsA 

Nn  4 
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-  Enfin  Uexppession  generale  de  2tt  du  n*  364  ^  donno 
une  formule  generale  ponr  Su. 

Les  constantcs  ajoutees  dans  les  integraks  aux  difTe- 
rences  et  dans  les  sommes ,  se  determinent  comme  celies 
des  int^grales  relatives  aux  dilTerentieUes ;  maia  il  est 
pluscommodede  prendre  ces  integrales  ou  ces  somme«> 
entre  des  limites  donnees  ^  comme  dans  le  n?  sq^. 

En  fais4nt  commencer  les  «erres  des  nombres  figures  k 
Tindice  x=q^  on  trouvera  que  leurs  sommes  respective» 
8ont  lee  expressions  rapporttees  ci-dessus ,  debajrrassees 
de  la  conatante.  ^         *  . .  > 

Pouf  obtenirr  par  exemple  ,  la  somme  de  la  serie 
sin  a,  f  sia  ^a+h) . , . .  sin  (a-^^rtA) , 

a  faudira  prendile  S&inx,  depu^  x=<x— A,  }usqu'i 
a:=  a  +  nA ,  et  jl  yiendra 

cos(a — ^/r)— C08(a4-  wA-f-^A)_^sin(a«HitA)sin^(n+i)A 
ft8in|A  «in^A 

De  tin^igration  des  equatioiis  aux  dijfe* 
rences  ,  4  deux  Dariables^ 

368.  Ju9qu'ici  j'ai  suppose  que  la  difference  de  la 
fonction  cherchee  ^ait  donn^e  explicitement  par  la  ya- 
riable  independante ;  je  vlds  maintenant  m'occuper  des 
cas  ou  Ton  asetilemenf  unie  equafion  contenaDtlafonc- 
tion  cherchee,  ses  diiTerences  ^  la  variable  independante 
et  ses  accroisseiilens«  Si  la  fonction  chercbee^  depend 
delavariablex, doi^t  raccroissement,  considere  comme 
pon^tant,  estdesigne  a  Vordinaire  par     Tequation  pro^ 
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pos^  sera  comprise  dans  la  forniiile  g^n^ale 

F(x,  h,y,  Ay,  A^,  etc.)  =  o. 

li  est  a  propos  tfobserver  que  Tonpent  cn  faire  dispar- 
raitre  les  differences  Aj^,  A^,  etc,  en  les  rempla^ant 
par  lesyaleurs  consecutives  de  y  ,  puis<ju'on  a 

=y^  —y>      =y^ — ^y^  +y>  ^^-  ^^^^ 

tt  le  resultat  prendra  la  forme 

^(^;    y^yi>y^>  etc.)=o, 

dans  laquelle  on  voit  que  toiite  equation  anx  diffe- 
rences  fait  connaitre  la  valeur  de  la  fonotion  cher-«- 
chee ,  par  le  nioyen  d*un  certain  nombre  de  valeurs 
antecedentes. 

SiTequation  ^tait  dn  premier  ordre,  par  exemple^^ 
on  aurait  y^ ,  par  le  moyen  de  y  \  si  «Ile  ^tait  du 
second,  on  en  tirerait  3^«,  exprime  par  jr,-  et  par  , 
et  ainsi  de  suite. 

Jl  est  facile  cle  s*3ppercevoir  qu'une  equation  quel- 
conque  au^  differences,  equivaut  a  une  serie,  dans 
laquelle  on  obtient  chaque  terme  par  le  moyen  de 
sa  relation  avec  ceux  qui  le  pr^cedent  et  avec  Tin- 
dice  qui  marque  le  rang  qu'il  occupe.  En  effet ,  lors- 
qu*on  a,  pai"  exemple,  y^^{(x,  h,y  ,  y\) ,  on  en 
deduit 

y3=i(po-{h,  h,y,,y^),  j^4=fO:-HaA,  h^y^.ys),  etc. 
et  Ton  forme  ainsi  la  serie 

y>y^»y^>y3yyi>  etc. 

au  moyen  de  ses  deux  premiers  termes. 
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Ce  cas  particiilier  suffit  pour  montrer  qw  dans  la 
s4rie  resu/tante  d'une  iquaiion  quelcgnque  aux  diffe^ 
rencesy  ily  aura  toujours  autant  de  termes  arbitraires 
qu'ily  a  d'unit^s  df^  fexpofiffnt  de  Vordre  de  cette 

369.  On  peut  changer  toute  ^quation  anx  diflKrencas 
enune  e^ation  diiFerentielle  duQ  ordre  iQd^fini^  en 
substituant^  au  lieu  de  A^,  A^,  etc.  leurs  develop- 
pemens  d'apr^  le  n*"  347*  ^  ^'^^  P^*  moins  ^vident 
que  Ton  convertirait  aussi  tpute  equation  differentielltt 
en  une  ^quation  aux  differences  d*un  ordre  indeBni , 
en  rempla^ant  lea  cod&ciena  difFifcr«BtieU  >  par  Itun 
d^veloppemeas  tir^s  de  la  formule  da  n"*  S^S. 

Ilneparait  pas  que  ces  transformations ,  qui  ont  Tin- 
convenientd*introduire  unnombreinfini  de  termes^puis- 
^enttoe,  eng^niraV,  fort  utiles  pour  rint^ration  des 
4quatioB8 ;  mais  elles  sont  tr^a-propres  a  faire  aentir 
la  difiPirenca  qui  e:n6te  entr^  le  Galcul  differentiel  et  le 
Calcul  auxdiiF^renqes.  Elles  prouvent  quo,  par  la  aatur^ 
de  ce  dernier ,  les  diff^rences  de  U  variable  ind^pen- 
dante  doivent  avoir  necessairement  une  valeur  diter- 
minee ;  car  si  Ton  avait  une  iquation  entre 

X,  y,  Ajc,  A^,  A^,  ete. 

dans  laqnelle  A  x  den|eurSt  indetermine  |  qu*on  la  de- 
veloppat  suivantlespuissances  de  Aa:,  A^,  Ay ,  etc. 
ce  quilui  doenerait  la  forme, 

Alix  +  BAy  i 
+  CAx*+Z>Aa:A^+jEAjf»+FA^  ?  =0, 
+  etc.  ' 

on  j  pourrait  substituer ,  au  lieu  de  A  y,  A^,  etc.  leuri 
developpemens ,  et  comme  Axy  reaterait  encore  in- 
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iitmnini,  il£tudrait  que  les  eoelficiens  des  diverses 
piiiMaiiceB  de  cet  accroisaement  s^ivanouissent  d'eux«. 
m^mes.  Oa  obtiendrait  aiosi»  entre  lea  yariables  a? » j^» 
et  leurs  diff(hreRtie}l^8,  m  ^mbre  iafioi  dequations 
qui  devraient  s*aGeord^r  enlar^eUes  ppur  que  b  pro^ 
posie  «gnifiAt  quelque  chosiB  \  et  dan»  ce  ca»  elle  ne 
serait  iquiyaleot^  qa*&  U  premi^re  de  ce^  ^quations , 
dont  les  autres  deviendraient  les  diflferentiejles  suo- 
cessives. 

£n  ne  supposant  P^nation  aux  difierences  que  du 
premier  ordre,  ce  qui  la  rMuit  k 

A  A  x-f-i?  Ajf+C  A  a*+I>  A  X  i>^y+E  A ^+etc.  =  o , 

et  prenant 

dy  Ajc  ,  d*y  Ax»  .  d^  Ax* 

il  vient 

+a\  I  >=:o. 


4 


B  ^ 


I  .adj^J 


d'oik  ron  tire 

et  si  cette  snite  d*^quations  ne  peut  avoir  lien  ,  la 
proposie  ne  pourra  se  verifier  qu*en  assignant  4  Ax 
une  vakur  particufiire. 


Digitized  by  Google 


57d  TRAITE  1BLEMENTAIRE 

'  570.  Ceft  preliminaires  poses,  }'eDtre  en  mati^re 
par  rintegration  de  reqoation  generale  du  premier  de' 
gre  et  du  premier  ordre.  Je  suppose  queladifEerence 
de  la  yariable  Xy  ou  Aj:,  etant  1 ,  on  ait  requation 
Ajr-f-i>y=r  Q,  analogue  a  reqtiation  differentielle 
traitee  dans  le  n**  267 ;  un  proc6di  semblable  a  celui 
dn  n«  cite  conduit  a  Tintegrale  de  la  premiere. 

Si  on  fait  yz=:uz  ,  il  viendra 
ce  qui  changera  requation  proposie  en 

et  posant  separement 

•  «  A  u  -f-  Puz  =  o  ,    ou    A  u  +  Pu  =  0, 
il  restera  uAj&  +  AuAj6  =  Q,  d'ou  Ton  tirera 

Az  =  et  i=2— 2_: 

u-f-  A  u  u+  A  u 

la  question  se  reduit  donc  a  integrer  Fe^ation 

A  u  +  Pu  =  o  , 

dans  laquelle  on  peut  separer  les  variables,  en  Itii 

donnant  la  forme       =  — puisque /' est  supposi 

ne  contenir  que  x.  Soit  u=e',  il  en  resultera 

.       .      A^     ^  •     Au  ,  „ 

Att  =  6'(a    — i)et^-^=e     — 1= — P, 
^     '  u 

d  ou.  on  tirera 

=1— Ai=l(i— />)  et  te2l(i--P)- 
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Maif  la  aomme  des^logaritlimes  de  la  fonction  i— 
repondant  au  produit  continuel  des  valeurs  successivei 
que  regoit  i — P  entrelcs  limites  de  rintegrale,  c'est- 
a-dire  k 

(i-~p,-0  (1-/^.-0        : . . .  (i-Po) , 

si  on  designe  ce  produit  par  [i — Px^\\y  Texposanto: 
marquant  le  nonibre  des  facteurs^  on  aura 

d'oii  on  conclura 

•t  si  Ton  fait  attention  que  u-(-  A  u=Ui ,  on  obUei}dra 
a  4.  A  u  P J  et  a==S  , 

ce  qlti  donnera  enfin 


Ci-^P.] 

la  constante  arbitraire  et^nt  comprise  dans  Tint^grale 
indiquee. . 

Cest  a  pen  pres  ainsi  que  Lagrange,  qui  1e  premier 
fit  voir  Vanalogie  que  les  cqiiations  au*  differe^nces  du 
premier  degre  ,  ont-  avec  les  ^quations  ,differentiel!es 
du  meme  degre,  a  integre,  en  /^(^i ;  r^quation' trait^e 
ci-deasus  ;  il  applique  ensuite  son  resiiltat  i  l'equa- 
tioD^,  =  /iy+Q  ,  qui-reviejit  a^-f- A^=/{y+  Q.  En 
eomp^iaqt  cette  ^erni^re  avec  Ajr-f-/^^^^  Q>  U  Yieot 
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Qaoique  le  developpement  da  prodoit  [i— P*— 
senJ^le  supposer  que  la  diiFerence  de  x  soit  egale  a 
Funiti  y  on  peut  n^anmoins  consenrer  Fexpression  pre- 
cMente,  lorsque  ^x=h ,  en  concevant  qa*elle  repond  a 

(1— P,-jk)  (i— -P«-*»)0— /^.-»)  «tc. 

ou  bien  transformer  requation  propos^  en  ane  antre, 
en  faisant  x=zhjf^  ce  qui  dennenut  Ax=  h£^af 
et  Aj/  =  1. 

Loraque  le  coei&cient  R  est  oonstant ,  on  a 

et  s*il  en  est  de  m^me  de  Fintigpationindiqaee  8'ef« 
fectue  facilement :  on  obtient  dans  ce  cas 

En  general  on  obtiendra  la  yaleur  de  jr,  deliTreeda 
signe  d*iat^gration  toutes  les  fois  que  Q  sera  une  fonc- 
tion  ratiounelle  et  enti^re  de  x, 

371.  £>aM  k9  reoberclMK  eittet  n*  prfcedM  ^ 
graiige  oppKque  aex  i(fM&om  dn  preinMr  4e^  et 
d*iin  or^e  quii^iiqae  a«a  diittreaoei ,  fai  A^tlMdb 
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que  d*Aleinbert  a  doimie  pour  les  e^adoiis  dfferen- 
rentielles  du  pretnier  degr^  et  dont  )'ai  fait  connaitre 
Tesprit  y  3o6 ;  mais  il  est  retenti  stir  ce  sufet  en  1775, 
par  une  m^thode  encore  plus  simple  ,  qne  je  vais  ex- 
poser. 

Soit 

une  ^qnation  d*nn  ordre  quelconque  et  du  premier  degre 
par  rapport  i  la  tbnctionj^x ;  dn  prouvey  comme  dans 
le  n"*  fl84 )  que  son  int^gration  se  ram^oe  A  eelle  d^ 

et  que  Ton  obtient  la  valeur  compl^te  de  1  lorsqn'011 
en  connait  un  nomhre  n  de  valeurs  particulieres. 

La  demi^re  de  ces  propositions  est  pre&qu'evidente 
pHi-  elie^mime ;  oar  il      ^Htt  que  si 
»" 

•ont  des  fonctions  de  a?,  qui  satisfassent  k  F^a- 
tion  (i&  )  ,  Teitptessidn 

%zjzCJ^+C%\  +         +  etc. 

y  satisfeni  pareillement ,  sans  determination  des  cons- 
tantes  C ^C ^CT y  etc;  et  quand  le  nombte  de  set 
termeksupposesaBsoItnBenf  irrMtetpides  e^tr^euxsera 
n ,  elle  sera  rint^grale  compUte  de  cette  equation , 
puisqu*eHe  renfermera  n  constantes  arbitraires. 

Cela  poB^  {  <  Yofi  regarde  ces  ^stantes  comme  des 
fonctions  de  x  ,  et  que  dans  cette  hjrpothese  oa 
cbange  Zx  enj^,  oii  que  Ton  fasse ' 

y^zzaCsZ^  +  C,t\  +  CTii^  +  «c. 
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on  en  deduira  d'abord 

resultat  qui  se  transtbnne  en 

A  A  Cx+s%.^.  ^  C-,+  etc. 

en  mcttant  pour  Cx^.. ,  Cfx+i,  etc.  letirs  Talears 
AC.,  C.+ AC.  ptc. 

et  se  rWLuit  4 

_y,^=C,s'^    +C^%.^.  .+C.5V.  +«te.] 
'lorsqu'on  fait  • 

2*+.  A  C^^+^Vi  ^  C^* ^  C*,  +  etc.  =  o  (0  , 

de  meme  que  si  les  quantites  ,  (f  s  ,  etc. 
fiissent  demeurees  constantes.  £n  faisant  de  nouyeau 
yarier  x,  on  obticndra 

Cx+i  ^x~^%  +  *  ar-h» + e tC. 

=  0^,2;^^  +C  a^x^+C^x  «"x^  +  etc. 
+  *'*+a'A  A      +        A  C*x+  ctc. 

r^sultat  que  Ton  reduita  .       ^  ... 

yx^  —  +C*s%-Ht  +  Ct^s^  +  etc. 

par  la  supposition  de 

A  C^  +2%^»  A      +        A  C^-^  f tc.  =  o  (a) .  ' 
Faisant  varier  x  une  troisieme  fois,  oh  paryient  a 
J^«^=  C  ^'«.+j+  C**»''*^^  +  CTx^^x^  +  etc. 

ea 
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en  posant 

t>'s^  A      +»%^  A  C+        A         etc. =0  (5), 
et  1*0x1  continue  ainsi  jasqu*aux  ^quationa 

yu  .1.1  —  Cxi'x-Hi— i ^ ^  i"t" c2%44i.i  +  ^tC • 

a        A  C,+z%^,  A  A  c*,+etc.=o(7i^i 

Maintenant ,  si  dans  la  yaleur  de  yx.^^\  on  change  x 
en  X  +  1  ^  on  trouvera 

jr,^  =  Csizfx^   +  Csz^x^    +  Cr^z%^   +  etc, 
+*      A  C+ii",^  aCs+ A  Cx+etc. 

mettant  dans  F^qaa^tion  (^A)  les  valeurs  de 
yx  9  yx^i  >  •  •  •        I  >  ^x-M  9 

en  observant  que^  par  Thypoth^se  et  d*apr48  Tequa^ 
tion  (iS),  1 

x^  +  Px^'  ^.4Ji-.t  +  X.+4"-  •  •  •  +  Uxz'x  =  o 

Z^x^+Px^"  +  Qx^'   +  Uxz\=o 

a%^+  Px^^x^i  +  Q^^x-k^  +  =:  o  , 

etc. 

il  restera 

t^x^  A  Cx+z^x^  A  Cx+xTx^  A  C*,+etc.=r,  (ri). 

• 

On  con^oit  facilement  qu  avec  le  secourt  des  equa-- 
tions  (1 ) ,  (a),. . . . (n —  1) ,  (n)  ,  on  determinera  ea 
fonctions de x, les  differences  A  C, ,  A  C^,  A  C, etc» 
ce  qui  reduirala  recherche  des  quantites  C,  C,  etc. 
a  Tint^ration  des  fonctions  d*uae  seule  variable. 
Calc.  int^gr,  Oo 
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373.  On  ne  sait  pas  integrer  en  g^n^ral  reqnatioii 

mais  lorsque  ses  coefBciens ,  au  lieu  d'etre  des  fonc- 
tions  de  x ,  sont  des  constantes ,  ou  que  Ton  a  seule— 
ment 

»x+i.+P«rH4.-i+Q«xH^+^*.**-3...+  l^«r=0..(C3, 

en  y  satisfait  en  faisant  z,  =  m*,  d'oii  il  rfaulte 

Zj:^,  —  m*^',  = m^^,   »*-Hi  =  m*^»  ; 

car  elle  deyient  ' 

m«+Pm»-»+  Qm^-^+Rm*-^. . .  .+rfco  (D), 

et  se  verilie  si  Ton  prend  ponr  rind^terminee  m 
les  racines  de  cette  derni^re.  Si  donc  on  designe 
par  m',  m*,  m*,  eto.  ces  diverses  racines,  on  aura 
(n*»precM.) 

Zs=  Cm"  +  Cmr'^Crm"+  

Cette  expression  presente  par  rapport  aux  quantitet 
m',  m",  m*,etc.  le^  memes  circonstances  que"! 'int^ 
grale  de  V^quation  differentielle 

jd»»  +Pdrd«-  «2 + qdj^&^  +.  Uzdx* = o  (fl85). 

II  peut  arriver  que  lesracitfes  de  F^quation  (£>)  soient 
toutes  inegales,  ou  qu'il  s  en  trouve  d'egales  entr'elles; 
dans  le  premier  cas  la  valeur  de  z  est  compl^e ;  mais 
telle  cesse  de  T^tre  dans  le  second.  II  faut  alors  re- 
courir  i  des  artifices  d'analyse^  semblables  i  ceuz 
qui  ont  ete  employes  pour  Tequation  diiriirentielle  ; 
mais  }•  ne  saurais  m'cngager  ici  dans  ces  details,  nam 
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plns  qne  dans  cenx  qui  regardent  les  racines  imagi- 
naires. 

373.  L*6quation  (C) ,  qui  peut  Itre  consideree  conune 
exprimant  la  nature  d'une  s^rie  dont  un  terme  quel- 
conque  represent^  par  z^^,  depend  des  n  termes  qui 
le  prec^nt ,  se  rapporte  aux  s^ries  tecurtentes  {CompL 
des  £lem*  d'jilg,)  dont  le  terme  gen^ral  est  Zs  et  dont 
Techelle  de  relation  est 

-^.   -U: 

rintegration  de  cette  equation  repond  donc  a  la  re-» 
cherche  du  terme  general  de  la  suite  propos^ ;  mais 
en  n^ajant  igard  qu*a  la  loi  de  sa  formation ,  ses  n  pre» 
miers'  termes  sont  necessairement  erbitraires ;  et  si  on 
les  snppose  donnes  d  priori,  en  les  designant  par 

on  pourra  f  ormer  les  iquations 

=:C  +C  +C  +etc. 

4,    =  Cm'  +  Cm"  -f  Cm"  +  etc. 

=  Cm'^  +  Cm"^  +  Cm**  +  etc* 

£9   =Cm'3  +Cm'*  +Cm'^  +etc. 

V^=  Cto'"- Cm'"^^  +  Cm'"'-'+  etc. 

au  moyen  desquelles  on  d^terminera  les  constantes 

C,  C,  C,  dont  le  nombre  est  aussi  egal  a  n- 

La  resolution  de  ces  equations  ^  qui  ne  sont  d*ailleurs 
que  du  premier  degr^  ,  peut  ^tre  simplifi^e  par  des 
artifices  dont  Fexposition  ne  saurait  entrer  dans  un 
Traite  elementaire :  on  les  trouye  dans  le  Traiti  com^ 

Oo  a 
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pletjdeja  cite  plusieurs  feis;  me  bornerai  a  faire 
observer  ici  que  cette  recherche  se  lie  avec  celle  des 
lois  des  phenomenes  d'apr^8  les  observations. 

JDe  la  ruUure  des  arbitraires  introduitet 
par  V intigration  aux  differences  ,  et 
de  la  construction  de  ces  quantites. 

374.  Les  quantit^B  arbitraires  introduites  par  rin- 
tigration  des  ^uations  aux  differences  a  deux  varia- 
bies  y  ne  sont  pais  necessairement  constantes  comme 
celles  qiii  compUtent  les  int^grales  des  equations  difife- 
reortielles ;  mab  pour  donner  aux  r^sukats  toute  ia  g^ 
neralit^  dont  ils  sont  smceptibles ,  on  doit  regarder  ces 
arbitraires comme variabJes.  £n effiet,  T^quation  ^y^^o 
n'exprime  pas  absolument  que  la  fonction  «oit  cons- 
tante ,  mais  seulement  qu'elle  ne  change  point  de  ya- 
lenr  lorsque  x  devient  x  -|-  A  x. 

Si ,  par  exemple ,  A  x  est  egal  4  1 ,  on  pourra  prendre 
pour  toutes  les  fonctionsde  x^  quiconsenrent  lameme 
valenr  quand  on  y  met  a:«f-i  ^  au  lieu  de  x.  Or  il  est 
facile  de  voirque  parmi  lesfonctions  circulaired,  il  sen 
trouve  un  nombre  infini  qui  jouissent  de  cette  propri^t^ : 
telles  sont  les  fonction^  de  sin  stx  ,  lorsque  <r  d^signe 
la  demi-circonf(6rence ;  car  sinnT^x  -(-  .1 )  =  sinoxx. 
D'un  autre  c6te  ,  puisque  sina  =  sin  (cr  — z)  ,  si  on 
prenaitj/  =  sinaflra:,  on  aurait  encore  Ay=p,  lorsque 
X  se  change  en  7— mais  cela  n'arrive  pas  quand 
y  =  cos  a^x.  ^i  donc  op  veut  former  une  fonction  qui 
ne  donne  Ay  =  o  que  quand  x  devient  x  -|-  i  >  il  f&ut 
la  composer  de  maniere  que  sa  valeur  depende  du  signe 
du  cosinus ,  aussi  bien  que  de  celui  du  sinus ;  c*est  la 
ce  qu'on  .entead  par 

jr=^(sinflirx,  cosara:) 
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poor  1'intugrale  de  £^y  =  o ,  au  lieu  de  =  const.  en 
considerant  d  ailleurs  la  fouction  f  comne  entierement 
arfaitraire. 

11  est  evident  que  la  foQCtion  qui  compUte  Tinte- 
grale  de  Tequation  Ay=zo,  prise  dans  rhypotb^se  de 
Ax=i ,  completerait  aussi  celle  de  toute autre  equa- 
tibn  aux.  diiFerences  du  premier  ^rdre  prise  dans  la 
roeme  hypotheie ;  il  faut  donc  dans  rintegrale  de  Teqpar 
tion  generale  du  premier  ordre^.donnee  n**  S^Oj^substi-: 
tuer  au  Tieu  de  C^.Ia  quantite  ^  (,5in2Ta:^  cos  f^Tx},. 

Quand  A<r=     on  eorit  ^^sin^^-^^  cos 

375.  La  detenhination  des  fbnctions  arbitraires  qui 
compl^tent  les  int^grales  des  equations  aux  difTerences^ 
ne  peut  B-'op^rer  en  assujetissant  ees  int^grales  a  satis- 
faire  a  un  nombre  limite  de  valeurs  donnees  ,  car  il 
est  visible  que  toute  fonction  arbitraire  comprend  im- 
pUcitementun  nombre  infinide  valeurs  arbitraires.  5oit 
ponr  exemple  Tequation 

y:^  =  X^{8inQrx,  cos irra:), 

de  laquelle  on  doime  tirer  un  certain  nombre  de  valeun- 

jo  =  a,    yi—€f,  y^=.a\  etc 
Si  ces  valeurs  repondent  ^ 

«  =  o,       a:=i,       x=:fl,  etc^ 

on  ne  pourra  satis&ii-e  en  gen^ral  qu  a  la  premiere  de» 
conditions  imposees;  car  des  qu*on  aura  assigne  pour 
^(sinaTX,  cosa  w),  une  premiere  vaFeur  deternii- 
nee ,  de  laqnelle  il  resulte  jr»  =  a ,  cette  valeur  devant 
8e  retrouver  la.m€me  pour  les  indice8a:=  1 ,  x=a,  etc. 

Oo  3 
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il  s'en8iiit  qae  les  valeurs  de     ,  relatiYes  4  ces  indicetf^ 

sont  aus^  determinees  :  il  faut  donc  qae  les  qaantites 

donn^es      cl^  etc.  correspondent  a  des  indices  inter« 

m^diaires. 

Si^  au  lieu  d*adsigner  un  nombre  linlit^  de  valenrs 
isol^s  y  independantes  les  unes  des  autres^  on  suppose 
que  dans  rintervaUe  compris  entre  ar=o,  et  x=i  , 
Fexpression  y^g  doive  fouriiir  les  m§mes  valeurs  qnWe 
equation  donnee  yx  =  t(^x) ,  la  question  sera  deter— 
minee.  £n  effet,  s'il  s  agissait  de  trouver  la  valeor  de^ 
qui  correspond  a  un  indice  egal  a  nn  nombre  entier 
quelconque  m ,  plus  une  fraction  n ,  soit  commensu— 
rable ,  soit  incommensurable ,  on  calcolerait  Ja  valeur 
de^n^  d'apr^B  Fequation  ^9  =  f(x)  :  comparant  lo 
risultat  avec  celui  que  donne  alors  T^quation 

y^ = Xn^  (  sin  2Ta ,  cos  aTn') , 

on  aurait^  pour  ce  cas,  la  valeur  de 

^{smsiwn,  cosa^rn)  p 

qui  doit  etre  la  m^me  que  celle  de 

9(sinaT(7n-|-n),  cos ( /n -|- n  )) ; 

et  Tequation 

=      (sin  a^rx ,  cos  2wx  )  , 

devenant  par  la, 

y^n^  =  Xm^^  (  sin  awn ,  cos  STn  ), 

serait  entierement  determin^e. 

La  seule  condition  a  laquelle.  soit  assuj^tie  Tequa— 
tion     =  f  (x) ,  c*e8t  qu*on  en  tir©  pour  y.  et  pour  jr. 
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les  mimesyaleiirs  que  de  requatioa 

ys  —  X^(^an2wx f  cosawx). 

376.  Lcs  remarques  precedentes  s*offrent  d'elles- 
memes ,  par  les  considerations  geom^triques.  Si  Ton 
con»truit  sur  la  droite  AR^  fig,  56,  menee  a  une  dis-"** 
tance  quelconque  de  Taxe  des  abscisses  OX ,  parallele- 
mentacetaxe,  etdiviseeenparties^^',^urf",^"^,ctc. 
^galesa  Ax^  .des  courbes  tcUcs  que 

ABjfBfjeBFjes,  ACA^CA^CjTT,  ADAjyA^IfArU^tXc: 

passant  par  lcs  points  Ay  A\  A",  ATy  ctc.  et  composccs, 
entre  ces  points  de  parties  ^gales  et  semblableS)  cea, 
courbes  satiaferont  a  r^quation  t^y  =  o.  Cela  est 
d'abord  evident  pour  les  points  A^  Af,  AT^  etc.  et 
Ton  voit  ensuite  quc ,  prenant  AP^x ,  AP=x  +  A  x, 
lc8  arcs 

AL  et  A'L\  AM  et  jfW,  AN  et  ^iV',  etc. 

ctant  egaux  et  semblables ,  les  ordonnies 

LP  et  LP',  MP  et  MF,  NP  et  iVJP',  etc. 

seront  aussi  respectrvement  ^gales ;  et  Ton  aura  par- 
consequent  pour  chaque  courbe  Ay  =  o. 

La  condition  Ajr  =  o ,  n  entrainant  point  la  contir» 
nnit^  dansles  resultats,  les  courbes  AS,  AT,  AU^  etc. 
ne  seront  point  assujeties  &  cette  loi.  Le  polygone 

EFE^F^ETF^ET  F,  compos6de  parties  semblables 

EFEf  y  EfF^E",  etc.  donne  egalement  Ay=zo,  aux 
intervalles  marqn^s  par  Ajr ;  il  en  serait  de  m§me  d*unc 
snite  d'arcs  ^gaux  et  semblables  d*une  conrbe  quel- 
conque,  assembles  d*ttne  mani^re  discootinue,  conuue  le 
sont  lcs  arcs  GH,  G'£P,  CIT,  etc. 

Oo  4 
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II  est  visibje  <periquation  j^==f  ^sin-^^,  cos^^^ 

donne  lieu  a  des  lignes  qiii  sadsfont  aux  conditions 
<;i-de88U5. 

377.  La  oonstruction  des  ^uations  aux  difFerences 
8*accorde  parfaitement  avec  ce  qui  a  et^  dit  ( 376  ) 
8ur  la  d^termination  anal^rtique  desfonctions  arbitraires. 
Soit  A^  =  F  {x,y),  une  equation  de  ce  genre  etdu 
premier  ordre;  ayant  choisi  arbitrairement ,  oudeter- 
mine  ^  suiyafit  les  conditions  de  la  qnestion ,  le  premi^ 
nc.  59.  point  B  ,fig.  5j ,  de  la  courbe  cberchee »  comme  Tequa- 
tion  proposee  n^apprend  rien  sur  tous  les  points  corre»- 
,pondan8 k la  portion d^abscissee  Ajf  '=z  Ax,  et  qiielle 
donna  seulement  Tordonnee  ABf^jx^  onpourra£ure 
passer  par  les  points  B  et  ^  une  portion  dnne  conrbe 
quelconque.  Cela  fait,  poinr.  obtenir  k  portion  corres^ 
pondante  a  Fabscisse  jfjf,  on  prendra  en  arrik^ed^fin 
point  quelconque  de  cette  abscisse,  une  distance 
PP'~AA^=£kX^  et  ileyant  rordonnee  PAf ,  on  m^nera 
Miy  parallele  a  Pi^;  tirant  etisuite  de  Fequation. . . 
A^=F(x,j')  ,  layaleur  de  Ay  ponr  Tabscisse  AP , 
cette  valeur  donnera  la  droite  L^M\  qui^  jointe  a 
P'!/ -^PM y  fera  connaitre  le  point  M\  On  troovera 
de  meme  tous  les  points  de  Tarc  B^ff* ;  cet  arc  employ^ 
a  son  tour  comme  Tarc  BBf^  donnera  ceux  du  troisienie 
mtc  B*S^  ^  et  amsi  de  suite. 

*  II  est  ivident  que  Fon  pourrait,  par  le  m^me  pro* 
cede  y  continuer  la  courbe  en  arriere  du  point  A ,  et 
que  dans  tous  les  cas  elle  satisfera  i  Fequation  pro* 
posee,  puisque  les  diff^rences  Ayz^tyM'  aunmt  des 
valeurs  conclues  de  cette  equation  :  je  laisse  au  lec^ 
teur  a  faire  Tapplication  de  ce  procede  aux  equatioDl 
du  second  ordre  et  des  ordrea  superieurs^ 
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On  n*a  consid^re  ici  que  les  equations  aux  di{Fi6- 
rences  relatives  4  Fhypothese  de  A  x=  const. ,  let  autres 
me  ram^nent  A  celles-ci  par  un  procede  fbrt  simple  dA  k 
Laplace ,  et  insere  dans  le  Traite  du  Calcul  differentiel 
et  du  Calcul  int^gral, 

u4pplication  du  Calcul  irtldgral  h  la 
Thiorie  des  suites. 

378.  L*int6gration  des  differentielles  a  une  seule 
Tariable  ayant  conduit  a  des  series ,  on  en  a  conclu 
qu'on  pouyait  representer  une  serie  par  une  integrale ; 
et  comme  on  a  des  methodes  pour  calculer^  au  moins 
par  approximation ^  la  valeur  dune  integrale  ehtre  des 
limites  donnees  (121 3)  on  a  cherche  a  rcmonter  d'une 
serie  k  Tintegrale  dont  elle  est  un  des  deyeloppemens. 
Cest  par  ces  considirations  qu'£uler  a  cree,  pour  la 
sommation  des  series  et  la  recherche  de  leur  terme 
g^n^ral  >  des  methodes  tr^»-ingenieuses  dont  yoici  qnel« 
ques  exemples  : 

Soit  d'abord 

*  "I"  f  X  4"  ^ — i-rx*. . . .  +  — x*+ etc. 
a  +  b     *  aa-^b  *na-f-6  ' 

la  s^ri^  propos^e ;  on  multipliera  par  pjf  les  deiix 

membrjes  de  Tequation 

a+I^  aa  +  b         ^na-^b  ' 
ct  passant  ensuite  anx  diff^rentielles  ^  on  aura 

.  pi^saf)=.PSl±I^Sl+il^  
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Le  facteur  na+b  disparaitrait  do  denominateiir  da 
terme  general ,  et  parcoiuequent  de  toos  les  antres ,  i 
Von  avait  p(n+^)  =na+^>  on  f era  donc  np — na/jx=b^ 

doik  p=a»  r=- 


a 


ce  qui  donnera  cette  equation 


+  (n«+i8)x 

dont  le  second  membre  ne  renferme  plus  de  deno^ 
minatenr.  De  nouyelles  operatioDS ,  semblables  a  la 
precMente  ,  feraient  disparaitre  les  factenrs  qui  reste- 
iraient^  si  le  denominateur  en  contenait  plns  d*an. 

£n  multipliant  la  meme  eqnation  par  pjfAx  ,  et  pre- 
nant  ensuite  Tint^grale  de  chaque  terme  ,  il  yiendra 

'     a-^b+ra  na+b-^ra 

le  facteur  M^+Sda  nnm^rafeHr  disparaitra  si  Voa 

npactznna,   0paz=zb  +  ra, 

d'ouilsuit 

— i 

-fi^    'd^sa^^^x*     +x*   +«• 

{l+x+X»  +  *•-'}. 
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fft  parconsequent 


Ob  tire  de  14 


— T 


379.  Dans  la  serie  que  j'ai  conflid^ee  ci-dessus; 
le  nombre  des  facteurs ,  soit  du  numerateur ,  toit  da 
denominateur,  ^taitlememe  pour  chaque  terme;  maiifl 
il  est  une  classe  de  series  qu'£uler  designe  sous  le  nom 
^hypergeometriques  y  dans  laquelle  ce  nombre  aug* 
mente  d'un  terme  k  Tautre  :  la  serie 

(a+A)(aa4-A) 

(^-fg)  (nct+g) 

■^(fl  +  ^^)  (7ia  +  6)^ 

ett  de  cette  classe.  On  ya  voir  que  leur  sommation  se 
ramene  a  riatigration  d'une  equation  diiFerentielle.  ' 

En  multipliant  les  deux  membres  de  Tequation  ci- 
dessus  par/xc'^  et  prenant  leurs  dilTerentielles^  on  ob-> 
tiendra 

Dd(^x^)_p(i-f  r)(g  +  g) 
dx    ~  (o+^) 

p(ii  +  r)(^+/g)...(/i^+g)  , 
^  (a+A)...(m,+A)^ 


Digitized  by  Google 


5S8  TRAITE  ELBMENTA^RE 

On  fera  disparaitre  le  facleur  na-^b  du  denomi— 
nateur ,  en  posant 

np  +  rpz=zna+b-, 

d'ott 

np:=zna,     rp  =  b^ 


p=a,  r=-i 


En  muItipGant  ce  resurtat  par  pjf ,  et  prenant  Vinte- 
grale  de  chacun  des  membres^  ou  trouvera.  reqna- 
tion 


^       .  Pfl(^  +  g)  (n^  +  ^)  '^•^^^r 

{na+b-,  ra){a^b) . .  .((a— i)a+6) 

ct  Je  facteur  net  +  0  disparaitra  du  num^iatear » 

npax  +  pa0=  na  +  b  -^ra^ 

X           $  b 
ott  81  P  =  ">    r=  . 

Mettant  ensuite  a  part ,  dane  le  second  membre  ,  le 
facteiiT  commun  x*      ,  il  viendra 
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 ■, 

"*"""(ai-6)...((«-i)a+6)  /; 

La  s^rie  xsomprise  entre  les  accolades  du  second 
menibre  de  ce  r^sultat ,  n'est  autre  chose  que  la  pro- 
pos^  dont  on  a  6te  le  dernier  terme  ,  et  i  laquelle  on 
a  ajoute  Tunit^ ;  on  conclura  donc  de  ce  qui  precMe , 

fi^h       h  * 

«d(jar^)=:a:2"^'|i 

(^+g)....(^+g) 

(a  +  6)....(a»H-A)  j* 

£n  diiFerentiant  deux  fois  de  suite  cette  equation ,  on 
la  deKvrera  de  rintegration  et  de  la  differentiation  qui 
y  sont  indiqu^es  ,  et  Ton  obtiendra  Tequatioa  d'ou 
d^pend  la  somme  cberchee. 

Cet  exemple  montte  comment  on  op^rerait  sur  (l'au- 
tres  cas  plus  compliqu^s,  de  la  classe  des  seriesdont 
il  fait  partie ,  en  observant  que  chaque  int^gration  oIFre 
le  moyen  de  faire  disparaitre  un  factetir  du  numera- 
teur ,  et  chaque  differentiation  un  facteur  du  denomi- 
nateur. 

38o.  Si  on  faisait  abstraction  du  dernier  terme ,  on 
aurait ,  au  lieu  de  la  somme  particuli^re ,  la  limite  de 
la  s^rie  consid^r^e  a  rinfinij  bu  la  fbnction  gin^i^ 
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trice  de  pette  serie  ^  car  il  est  visible  que  les  procedet 
ci-dessus  sont  inverses  de  ceux  par  lesquels  on  deter-* 
mine  les  series  qui  satisfont  k  des  equations  di£Feren- 
tielles  donnees. 

X       S*il  s*agi^saitj  par  exemple^  de  trouyer  U  limite 
de  la  serie 

^=  IX  —  i.Qa;*«f-  i.a.Sx^-^etc. 

on  pourrait  appliquer  a  cette  recherche  la  preoiiere 
trans£brmation  du  n''  precident,  en.faisant 

«=i^  /3  =  o,a  =  o,  i=i; 

mais  on  y  panriendra  directement  en  muldpliant  par  X 
les  deux  membres  de  l'equation  posee  plus  haut|  et 
en  les  differentiant  ensuite.  On  obtiendra  de  cette 
mani^re 

5x=ix*  —  i.aj?-|-  i.a.3x*  — etc. 
=  1 .  flx  —  1  •  a .  3x» -f-  1 .  a .  3 .  4^^^ — e  tc . 

et  multipliant  la  demi^re  ^quation  par  x ,  il  yiendrt 
Tequation 

a:         =  1 .  ax»— 1 .  a  .3a?' +  1 .  a  .3 .  4x*— etc. 

dont  le  second  membre  est  ^yidemment  igal  a  x — /; 
ainti  on  aura 

oxl  Csx') 
x  —  s=  — r — i 
dx 

sr         ^  X 
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Ij*int6grale  de  cette  derniere  equatioa  est 

sz^^^fe  'dr(a57). 

Poar  que  Texpre^on  ci-desiua  reponde  k  la  s^rie 
propos^e^  il  faut  que  Tintegrale  s*evanoui8se  lorsque 

=  o ;  et  si  on  la  prend  jusqu^a  x  =  i ,  on  aura  la 
quantite  correspondante  a  la  serie  diyergente 

1  — i.a+  1.12.3—  i.a.3.4  +  etc. 

38 1.  Cest  de  cette  mani^re  que  les  int^grales  de- 
finies  seryent  a  eyaluer  des  quantit^s  qu*on  obtiendrait 
difficilement  par  d'autres  moyens ;  elles  prennent  sou-^ 
yent  des  yaleurs  remarquables. 

On  yoit  a  la  simple  inspection  des  cas  particuliers  de 

/,  a;"*""'dx 
j  rapportes  dans  le  n*  173,  que 
yi—x^ 

ces  expressions  se  r^uisent  d  un  seul  terme  Iqrsqu^on 
les  prend  entre  les  limites  x  =  o  et  x  =  1  :  Tarc  A 
deyenant  ^gal  au  quart  de  la  circonference  ^  on  a  cea 
deux  suites 


dr   T 


f  x^Ax  _ 

i.3t 

1/1— X* 

a.4.a  ' 

(*  x^djc 

i.3.5t 

»/i  — j:» 

a.4.6.a' 

r  ot^Ax 

1 .3.5.7T 

a.4.6.8.a 

etc. 

V'!— X-  3.5.7.9* 
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et  d*apres  ce  tableaa ,  on  a  en  gen^ral 

oif^dx   1 .5.5  (ar— 1 ) 

^/i  — a.4.tf  ar  a  ' 

*j[;»«^'dj   a.4-6  ar 


d'oi^  il  suit 

En  diyisant ,  au  contraire  ^  la  seconde  fonniile  par 
la  premiere,  on  trouve 


/ 
/ 


j/ 1  — a  a.a.4'4  ar.ar  

^£^31^    1.3.3.5. 5....(ar— i)(^2r— i)^ar+ 1 )' 
V/i— o;* 

Pour  sayoir  ce  que  devicnt  le  premier  membre  lors- 
qu*on  pousse  le  nombre  de  facteurs  du  second  jusqu  a 
rinfini  ,  ou  lorsqu*on  fait  r  infini ,  je  prends  a:*'  t=3  z  ; 
les  limites  de  z  sont  les  mimes  que  celles  de  x ;  mait 
on  a  « 

x  =  z^,    dx=— ^•'^ds 
ar- 

V/r=^~ar  /  I 
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I*c  ^apport  des  difiFerentieUes.itant  a",  approched'aji- 
tant  plus  de  ou  de  i ,  que  le  nombre  r  augniente ; 
et  en  pa^sant  a  la  limite  ^  on  peut  regarder  ce  rapport 
comme  egal  a  i  ;  il  en  sera  alors  de  meme  de  celui  des 
integrales  ,  puisqu'elles  commencent  et.  {inissent  en 
meme  temps :  on  condnra  donc  de  \k 

 A  a.3.4.4-^-6-8i8. 10. lo.etc. 

»'1.31.3.5.5.7.7.^.  g.ii.etc*  . 

et  parcons^quent 

^  a.a.4-4'S'S.8.8. 10.10.  iQ.etc. 

n  "^  i .3.3».5.5.7.7.^.  ^.ii.ii.etc. 

38a.  Cette  expression  de  la  circonference  du  cercl» 
est  due  a  Wallis  ;  elle  entre  dans  une  fnrmule  donne^ 
par.Stirling  ^  pour  calculer  la  somme  d'une  suite  de 
logaritbmes  appartenans  a  des  nombres  en  progression 
par  diff^rences,  et  a  laquelld  oa  pejt  par>enir  <;omQ]e 
il  suit  r 

Par  le  n«  367 ,  on  a  S\x  =  Slx  -f  Ix ;  mettant  datii 
cette  equation  pour  2lx*  ce  que  devie.nt  Texpression 
de  2u  du  n*  363 ,  lorsqu^on  fait  u  =  Ix  et  fc=  1 ,  et  en 
obeenmt  que  /axlx  =  xLr  —  ar(  i3a)*,  on  obciendra 

iSlx  =  jclx  —  X -f  ( 1  + -^) 

■pnis  ealculant  le  dereloppement  de  la  fonctlon  ^  * 
miyant  les  puissances  de  A  ^  .on  tronvera 

-rf=— 'j©=— ,    C=o,  •  D—  etc. 

Calc.  integr.  P  p 
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On  ne  sauraitdeterminer  la  constante  en  faiaant  as^i; 
parceque  la  suite  des  coefficiens  etc.  finit  par 

6tre  diyergente :  on  a  recouvs  a  Texpression  de  -  du 
n^pr^cedent.  Enpassant  aux  logarithmes »  et  s'arretant 
au  nombre  pair  aa:  dans  le  numerateur ,  on  obtient 

flla+al4+al6+fll8-f.aliQ, .  .+al(ax— fl)+lflx 
li— al3 — ^alS — al7 — alg. al(aj>-3) — ^al(ax — i); 


et  en  prenant  les  limites  dans  la  Bupposition  de  x 
infini ,  on  trouvera^  par  le  moyen  de  rexpression  pre- 
cedente  de  Slx  ^ 

li+la+13+14. . .  .+\x  ^consU+C  x+\)\x  —X 

li+la+13-[  14  +IajK=conj/.+(3x+i)Iajr--flx 

lfl+14+K. . .  +lflx=^Ir+xlfl=:co/w/.+(j7+i)Lr+arl3— X 

Retrancliant  la  troisi^me  serie  de  la  seconde  ^  il  vient 
I1+I3+I5+I7. . .  .+l(iu:— i)=xlx+(x+  i)b-x, 
d*oik  Ton  concliit 

flla+  al4+fllG. .  .+fll(flx— fl)+lflx-  1 
^ali^fllS— al5. .      al(ax— 3)  — al(flx-TO/ 

_  f  fl  coiwe .  +  fl  (  X + ^  )  Ix + flxlfl — flx — kx 
\    — axlx— .a(x  +  i)lfl  +  ax; 

et  comme  le  premier  membre  de  cette  iquation  cst 
igal  i\T — Ifl,  onobtient,  apr^s  la  reduction  du  se- 
ooiid> 

1t — Ifl  =  ^  const,  —  fllfl , 
tfoik  «>w^.=f(lT+lfl)=il^T=il|/aT, 


Digitized  by  Google 


DE    CALCUL    INTEGRAL;  S^S 
risxiltat  biea  remarqaable,  et  d^apres  lequel  on  a 

^laT+ xlx— a;+;lx+ ggi^  +  etc. 

On  rendra  cette  equation  propre  a  un  syst^me  quel- 
conque  de  logarithmes ,  en  multipliant  par  la  module 
les  termes  dans  lesquels  il  n'entre  point  de  logarithmes, 

583.  Euler ,  en  8'occupant  de  la  formule  ci-dessus,  8'en 
€St  servi  pour  trouver  la  somme  des  logarithmes  des 
looo  premiers  nombres  des  Tables^  c'e8t-4-dire  k 
Talenr  de 

h  +IaI  +  la..'..  +hooo. 

La  caracteristique  1  designant  ici  des  logarithmcs 
ordinaires,  le  module  sera,  pourabr^ger,  representi 
par  M',  et  comme  x  =  iooo,  il  viendra 


xlr  =  3ooo,ooooooooooooo 

+ ~hc  =           1 ,  Boooooooooooo 

+iIflT  =:  0,3990899341790 

—  Mx  =  —  434,3944819032518 

+  =  +  o,oooo36i9iao68 

_  =  —        0,00000000000 1#^, 

risultat  a567,6o4644aaai3a8; 

inais ,  suiyant  la  notation  du  n^  370  > 

h+la+I3  +hooo=li  .a.3  iooo=ICiooo] ; 

Ppa 
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on  aura  doac  , 

lOOO 

1  [loooj  =  a567,6o4G4iiflaai3a8. 

>OO0 

On  apprend  par  la  qne  le  nombre  [10003  >  ^^'^ 
calcul  est  presque  impraticable ,  doit   avoir  a568 
chiiTres^     que  les  sept  premiers  chilTres  sur  la  gauche 
8ont  40^3873  ,  ensorte  qu*il  est  compris  entre  les 
norabres  qni  resnttent  de  ^oaSS^a  et  da  ^oaSS^S, 
suivis  chacun  de  a55i  z^ros.  Cette  connausance  snffit 
dans  beancoup  de  recherches  ou  Vcn  ne  dcmande 
que  les  rapports  des  produits  des  grands  nombres;  et 
dans  ce  cas,  la  valeur  approchee  de  ces  rapports  de- 
vient  precieuse  par  rimpossibilite  ou  lon  estd efFec- 
tujer  les  cakuls  necessaires  poiu-  airiyer  a  la  valeur 
exacte.  La  longueur  de  ces  calcuis  presente  alors  vax 
obstacle  aussi  insurmontable  qae  la  dii&culte  d^ex- 
primer  rigoureusement  une  fonction  transcendante. 
Laplace  a  beaucoup  etenda  cette  recbeTche,  dont 
les  applications  sont  tres-frequentes  dans  le  calcul  dei 
probabilites. 

384-  Les  int^grales  deGnies  foumissent  ausu  U 
moyen  de  representer  des  portions  de  la  serie 

Suh  .  d»tt  . 

^  +  diT  +  di^TT^-'-^*^- 

en  pactant  d*un  terme  quelconque.  Yofci  comment 
d'Alembert  y  parvient,  et  d^montre  en  meme  temps  le 
theoreme  de  Taylor  (  Recherches  sur  differens  points 
importans  dusystema  du  monde,  tame  i,  page  5o): 
*S6it  iff  ce  que  devient  la  fonction  u,  lorsqu  on  y 
change  x  en  x  +  A  ;  en  posant 
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et  diiferentiant  jfgffiXappart  a  A  ^  qui  n' coitre  paa  dtt»  » , 
il  vient 

^=g.  ....  P=y«^a».  ■ 
»'=■•+ A'^- 

Soit 

du'     dw  .  _ 

d3r=di+^' 

en  differentiant  de  nouyeau  par  rapport  a  A  ^  on  a 


dwA  .  /TdV 

Faisant  encore 

~d^ 

trouT» 


d^M'     dH»  .  _ 


dF— dP+J  dA^*^' 

,     ■  duA  .  d»«    ,  rrr^^'*'^^ 
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En  continuant  ainai^  on  arriyerait  k 

=  «  4r  T  1-         —  «4 

d]F^  i.a. . .  (n— i)  V    dA»  ' 

les  integrales  etant  prises  de  mani^re  a.  8*^Tanomr 
lorsque  A  =  o. 

d"u' 

385.  Soit ,  pour  abreger ,  -gjr  =      o"^       Caao)  ; 

/»lTdk»  = 

 L  Jh^^^fBdh-^^i^^  fHHAJi 

i.fl. . .  (n— 0  i 

+  C"-')^"-")*'"" /ffA-dA-  etc. }  ; 

et  il  est  facilede  Toir  quon  pourra  snbstitaer  a la s^xie 
ci-dessus,  Fexpression 


i.fl...(/i— i) 


prise  depuis  /r  =  o ,  pourvu  qu'on  change  aprcsTinti- 
gration  t  en  A;  car  si  on  developpe  cette  expression, 
qu'on  passe  hors  du  signe  /  les  puissances  dc  ^qni 
multiplient  les  difFerens  termes ,  et  qu*on  fasse  ensuita 
.i= A ,  on  retoinbera  sur  la  serie  ci-dessus. 

H  suit  de  la  qne 


. ,  da  A  ,  d*i* 
•  Qxx  *  djc^i-a 


^a]?Fi.a... (11^1)^1. a...(ii-iy  dA*^"^^* 
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ponrvu  qu'on  prenne  Vint^grale  de  mani^re  qa*elle 
s'eyanoui8se  lorsque  h  =  o ,  et  qa'on  change  ensuita 
t  en  h. 

On  peut ,  dans  cette  formule  ,  changer  en 
d"u' 

^  (aO et  si  on  fait,  sous  le  signe  int^gral,  t— fc=J&l , 
ou  A  =  t  (i — z) ,  on  aura 

Les  limites  de  Vint^grale  seront  alors  2=1,  £-=0; 
on  la  rendra  positive^  an  renversant  Vordre  de  ces 
limites ,  c'est-i-dire  ,  jen  la  prenant  depuis  z  =  o 
)usqu'a  z  =  1  :  enfin  sortant  t"  du  signe  /,  et  ecri- 
Tant  h  au  lieu  de  t,  It  demier  terme  de  la  formultt 
ci-dessus  deyiendra 


1.3...  (/1^1 

Cest  Lagrange  qui  a  donne  ce  demier  th^or^me ,  maii 
d*une  autremaniere,  dans  la  Theorie  des  Fonctions 
€uialyUqu€s,  n""  4?  suiyans. 

II  s'en  sert  pour  prouyer  qu'on  peut  toujours  rendre 
la  sonune  de  tous  les  termes  de  la  serie  de  Taylor , 
ii  partir  d'un  terme  donn^ ,  plus  petite  que  le  prece-- 
dent.  Si  M  etm  d^signent  la  plus  grande  et  la  plus 

d"u' 

petite  des  yaleurs  que  prend  -^j^  dans  rinteryalle  de  x 
k  x  +  h,  on  8*a88urera  facilement  qiie 

^  a*-'d6  ^ifMiT-^Az  et  >  //iw»-'d;& , 
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si  le  coellicient  difFerentiel         ne  change  point  de 

signe  ou  ne  devient  point  infini  dans  cet  intervalfe  (ai  i). 
Dans  les  limites  donnees  ,  ces  deux  dernieres  int^ 

crales  sont  —  et  — ;  et  en  prenant  h  d'une  petitessa 
n  n 

'  convenable ,  on  rendrala  quantit^  -j— ^  ~  Af  aussi  pc- 

tite  qu'on  voudra,  vis-a-viB  de  —  p— — -r. 


F  I  N. 


Digitized  by  Google 


5oi 


E  R  RATA. 

4,  lignc  i6,  u~^u',  lise%  uT-^u. 

lo,    —   10,  — ,  lisez  — . 

»^ 

—  ^  ,4,  ans8i,  lUez  ,  airul 

—  a?,    -   8,  (a-3)3,/i,«(«_,p/''^ 

—  iftirf.  —  10,  -hctc.,  lisez  —  cic. 

—  3..    -    5.         /^e.  f 

3a,    ~  to,  au  dinom,  3.3*,  W  5.3». 

^  ^    i,8aiis  celai,  /w«  sans  cda. 

—  J»,         la,  d.cos,  lisez  d.cosj:.  ' 

—  4i»    —    6,  ^uVi^ui,  lUez  aul/I  — 
....  7-(a39;e'  7-Ca39)y 

—  lo,  oni,  /uejB  a. 

—  7».    —  a5, -,/we« 

o  o 

—  73,  —  8,  (a4,  a5),  luez'(vj).  ~  " 
"~    77 f    —    I,  «tt  denominateur,  |,  /wes 

—  79»    —    9i  (a4),  /«««  (»7;. 

—  85,    -  ,3,  P3/\  lUez  P^Afi^, 

—  86,    —  11,  MQ,  lUez  MTQ.  .  » 
88,    —     4,  asbcisscs,  lisez  «bscisses. 

toi,        a5,jr=yH....^  /i-,^ 
io5,    —     4,  des,  /«e«  dcnx.  ' 
liii/.   —  Ajr/ii<i«-,nomber, /i*«  nomhFc. 

107,  ao,  ejface*  3©. 

108,  -  ^^.^^iUezpL  * 
dx» 
d 


i^,    -  ''^^•^^^'"^««^^/«««dttooilc^ceDtrcsdai- 
cercles. 

^'^^  /  7ar   -^**^'  ^"«* 

CaUul  diffirent. 


Digitized  by 


6o9 

l^age  ia5,  ligat  6»  tst  tangente  dont,  lUez  est  iaagent^  k  k 
courbe  dont. 

—  ibiJ.  — •  avant^demikre^  OM\  lisez  CXM'. 

—  126,    —  aa,  GM^Uj-lisez  G'MH!',  ibid.  UM',  Use% 

DM. 

  i3ay   ^    5,4  (mx-f-arex* } ,  /ues  4  (  mx-f-nx«  );  ibid.  an 

numerateurf  vhangez  1'exposatit  3  en  f . 

—  139,    —  II,  se  confoi^e,  /ues  se  confond. 

  ibid,   —   6  de  la  note^  x=xarc...,  /uez  arc«..* 

—  143,  — '   9»  — —       /ftwl./,  /wc*  y». 

—  148,    —  18,  u,  /ue2  u». 

»  i56,    —   7,  adudt* , /t5ejB  adudt. 

»—  t63,    —  17«  idr-^sdsrssay /i<e2  £d«:^o* 
—«164»    —  a5,  d^abord  en,  /»e«  d^abord  .r  en. 

—  —  19,  pifierentiant ,  lisez  differentiant. 

—  176,    —    I,  pori,  lisez  rapporc. 

d*u  d«tt  dz 

—  178,    -  tt,»j^,  h.ei  ^-^^- 

„.  ,    du»    ,.  d«a 

—  «85.  -  4.  dir.^«»  -at*' 

—  186,   -  i5,  lu«^ 

206,    —    a,  i/-*da,  dt/. 

—  ao7,  —     7,  (js— A»), /wcj8  («  — 

»^  ao8.  — -        ajoutezdespoinuh  lastute  du  tUnondnaieuf* 

—  i^cOT'  —  ia,<7  ,  li«« 

—  ao9,  —  i6,iV^,iV^%  iV», /weriViir,  iV^^ifr^iV^djt. 

—  ai5,  —  4i  *  * 

—  £5u/.  —  i5,  pent,  lisez  qni  pent 

—  317,  —  9»       ^»ow.  (»-*-ie«)^",/w»  («•-f-)6«)y"*". 
~  iftuf.  —  i5,  ejfaeez  Z^. 

— .  ai9,   —  19,  lisex  x-l-aso. 

—  aa5,   —   5,    — — toe»  -p.=r    .^^  -h..^ 

—  aa8,  —  i5,  au  d^i».  x— i  ,  lisez  x-h  i. 

—  aag,  —  8,  —  *S  /««»  /cles  ^x*. 
t&u/.   —  i5,  x=ssi, /£je2  4r  =  o. 

a3o,  —  afUsOy/ifc;»  u^aao. 
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t^ag.l33,  lig.  ao,  au  den.  de  dx,'(««  +  i ),  lUez  (»^4- 

—  f  5>  pais<|u'cn ,  lisez  pais ,  cn, 
a4^,   —   8,  <i/»r^5  |/      I,  ^cnVez  sio. 

^   243,    —   >],  apr^s — i^mettezi, 
a44»   —  16,  au  den,  an,  lUez  n, 

n  /* 

—  a4^,   —  6,  etp  pourra,  effacez  p, 

—  a47,  —  jlisez  jf^n, 

—  a5a,   —  10,  au  numer,  ckangez  Pexposant  p — 1  ;>-f-ij 

—  a53 ,   —  i5,  m  et  R ,  lisez  m  et  p. 

—  ibid.   —  16,  for  ulcs,  lisez  formoJes.. 

—  a55,  i4,|^*S  lisez 

—  a57,  —  3,  au  dernier  terme  x'"'"',  lisez  :tm-s. 
^  a58,  —    1,-11,  lisez  \\. 

—  a68,  —  10,  Px  ,  /isez  Pdx. 

—  369,  —    5,  x«djr(lx),  Zf4<fx  x'"(ljr(ljt)». 

1  i.a 

—  ano,   —    1,  ;  ,  iisez  , 

■—    371,   —  i3,  (fi  —  in-4- 1), /iVez  (n^/n). 

—  ibid.  —  10,  ilue%  — . 

'm-+-i'  n— I 

—  a^a,  •—  ^16 ,  au  num^r.  Ix,  lisez  I2. 

—  373,   —    I ,     , /«es  c"da. 

—  ^75,  -   a,-^,/is««  -jlx'»-. 

—  ^76,   —  ao,  (a5),  lisez  (a^). 

—  a77,  ■—  i4,llx, /»ez  Uz. 

—  a83,  ^    8,  cosx  — , /uez  cosx 

—  iiwi.  —  10,  cosx-4-  , /ues  cos  X — , 
i—    ibid.  —  i4y  cosx, /i^ez  cosx". 

a  I  .a 

—  a85,  — '   6,  5  f»« , /t#e«  I  f»'», 

—  a86-,  -A  14 ,  correspond  au ,  /tiejs  correspbhd  iin; 

•~    ^if  —  II  ef  la,  chacnn.  Car,  ponctuez  chacunf  cir. 

—  ihid»   ^  16,  negatif ,  k  la  vcrite ,  ponctuez  negatif.  A  laTeriftf. 
aQ^,  —   7,  —  Ssioaxy/i^es -^5sin3x. 
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Pag.  993,  lig.  la,  (!—*»)»  •  ,  lisez  /z*clz(i— «»)  •  . 

-X    294,  — *  4>  >n^^>  ^i^tf^  m^inet. 

—  ibid,   —   8,  d.cost,  lisez  — d.cosc. 

—  096,   —    6,  au  deuxi^me  terme  cos^ ,  lisez  sins. 

—  ibid.  —  i5,  d.cosjB, /ucs  ^  d.cosx. 

—  iWd.   —  17 ,  fu^du . . . ,  /u«s  — . /u^du. . . . 

—  398,  —  9,  g^eraJe,  lisez  g^n^ral. 

—  ibid,   —  i5,  n  =  1 , /tses  n  =  —  i. 

—  399,  —    8,  au  denom.  »in  liset  »in*"»"*. 

—  3o5,   —  21,  b   a,  iisezby^a. 

—  3o8,   —  a,  i?,  i?,       lisez  B ,  B ,  BT. 

-~-    309,   —  9,  latomme,  lisez  la  moitie  do  h  •omme. 

—  ibid  —  i5,        lisez  jf, 

—  t5(rf.    —  91 ,  jr ,  /ue<  X 

—  3io,  —  25,  PM",  PM  %  li^ez  P^JIf  ',  P^M\ 
^    Si9,   — a5,  — !/i — *    lisez  — a  Kr— j:. 

—  3 14,  —  a,  premier  membre,  ^z,  lisez  2 23  a   /iVm  3a  a«j 

deuxihne  membre ,        9  ^isez  ^  ^az^ 
1  _  1 

^  3i5,  —  5ie*  , /«e«c  ». 

t-  1 

—  3i6,  —  8,  ow  num^r.  np*ar ,  /f<es  np'». 
^  327,   — '  5,  a  ,  /wex  a*. 

—  328,    —  i^j^  ACylisez  \AC. 

^   ibid,  —  ao,  -rfPiV,  /mc«  de  ANP. 

—  i^ui.        36,  suurx,  /(Vex  aa;r. 

—  332,   —  14,  cOMX,  lisez  COMX. 

— .   ibid.    —  dernikre ,  m^ttez  un  signcfau  second  membrc. 

—  342,  —  9,^-|^,/i<e« 

—  343,  —  tii,AMPQ,  lisez  AMPQ. 

—  344»  —  ai»  -Pp'»  'w«B         Qq'flisez  Qq, 

—  ?47»  —  i6,^Jy,/Mcs  jlj. 

—  35o,  —    a,  r»jr,  /«cr  r». 

—  35  r,  —    ajfont-derniere ,  rapport  dc  ,  supprimez  de. 

—  353,  —  3,  l/i-i-p^-hq;  iisez  ==  ]/i^'p»^q*, 

—  358,  —  10,  peai  simplifiery  /i*ea  peat  ae  «implifier. 

—  ibid,  —  at^anr-i/em/^np,  l(i^£), /i««s  J(i -r2;a. 

—  365,   -  i6,eneT;7own^--^,/,-^,-5±?: 

—  ihid»^  —  17,  djr,  lisez         .  .  . 
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—  373,  —    8  ct  14  ,  tang.  ^ ,  /un  lang.  =s  f . 

374,  —      7,  i  Ix,  /l4C«  Ix. 

—  388,  —    5,        -h  c»,  lisez  I?  V^i  c«, 

—  394,  —  6,  ^y  —  c,  lisez  ^jr-^^c. 
^  395,  -  S,fQdq,iisezfQdq^C. 

—  416,  —  demiere,  Tdt^  lisez  37df. 

—  417,  —   acnrcmont.,-— /wc«r+ 7^«^ 

—  4^^»        »<^>  multipliez  le  second  membn  par  dr. 

—  —  i5,      eic.  lisez  —  etc. 

—  4i3,  —  i3,  A-ha   bty  lisez  b-^usshi , 

—  4^^ »         ^3,3,  lisez  n  -4-  2. 

—  4^»7»  —  19»  J^'M'Q,  lisez  M^M*i^. 

—  4^8 ,  —    3,  «pr^*  /e  mot  raiie ,  ajoutez  pnts  f jiisant  x  5=:  a.' 

—  —  Tg,apres  oscnlatricc,  ajoutez  M'I^\ 

—  ibid,  —  ao,  a^ir^j  troisiime, 'o/ou/eiE  M^JY". 
435,  —  14»  ad"jrtt,/w«a  aud>^. 

—  436,  —  6,  oA^fu,  lisez  ^ud^y. 

—  438,  —  demikre,  hAP^,  lUez  hdV^, 

—  443,  —   I,  ydx  "\r  xdf ,  lisez  xdx  +  ydy, 

—  —    5 ,  flu  denom,  'n«  —  4: ,  /we*  n*  —  jt« ,  multt"' 

pliez  le  radical  par  n. 

—  447,  —  ai,  <m  JiumeV.  TOaar'''''*,/!^*  miut''»-".  * 

—  453,  -    47^  =  ^,  iisez^=:q, 
^  455,        IT ,  df^,  /iie«  d*f'.'^ 

—  46^,  —  10,  d'aToit,  /«^es  d'aTou-. 

—  465,  -    g,p'(U),  lisez9'(31). 

—  iAi<£.  —  i5,  supprimez  le  d  ^ui  e*t  «Zef^^ni  /a  parenthis^w 

—  —  lisezjr» 

—  4^>  —  '67  meltez  aunnt  Paccolade  la  lettre  f. 
/is^  ,Q    ^^**       n         >•         d»s       ^  dz 

—  47<*»  ^4»  wcitef  X,  ^la  /r/a^  de  y, 

—  476,  —  28,  requation  de  (A),  efacez  de. 

—  478,  —   8,  i,  lis9zbf. 

—  486,  —  18,  Wl,  /isez  MR. 
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Pag.^ga»  l>g«  ai,  aunum^r.f  —  dfdr,  ^d//r. 

—  4^/»»  —  ai,  3(1/J  ,  /««  3d*/r. 

—  5o8,   ^  W,lisezpU. 

—  5i5,   —  4»  ^*uu  lisejt 

—  519,    —  4,  a^jc""'     ^f^x^* ,  lisez  <....* 

5a6,   —  I,  Auestcc  qae  devieat  Au. , /uez  Auc  est  oe 
que  devicnt  Au. 

—  5^  —  a3,  eAx^h,  lisez  e 
541,   —   I,  des,  lisez  k  des. 

^    54^,   —  171  {leut  mettre  u,  /uez  pent  mettre  i^. 

i—    543,   —    I ,  au  denom.  de  la  3*  eqaat. ,  X3— x3,  /««*  xs— xsp 

—  544»         7»  tt  =  * ^x  +  >x -h     -h  etc. , /«e«   

u  =  «  -h  /8x  -<-yx»4-^x*-4-  etc. 

—  ihid.   —  a3,  x'=sx,  /«c«  x'=3Xa. 

—  545,  — -        apr^s  la  troisieme  lignej  mattez  etc. 

—  546,   —  aa,  y  colonne^  'Au,  lisez  A'u. 

—  552,   —  auant-dernihre  ^  g      ,  lisez  g 

^    554,  —  dcrai^re,  Xx"»  Xx"fc. 

556,  — dernikrCf  au  numer.,  — i,  lisez  i. 

—  557,  —  18,  6fc*  ,  lUez  6h\ 

—  56f ,  —  dernUref  rie ,  lisez  s^rie. 

—  564,  —  10,  o/^=sQ2.iP-hAP),lUez  o=AQ2(/>^Ap;; 

—  567,  —  5,      36i,  luez  36o. 

—  iW^/.  —  7 ,  tftt  denom. ,  m  -t- 1 ,  7«e«  (  m  -h  i)  &. 

ibid.  —  9,  au/ium.,  I, /ifex  ^ijaudera.,m-M,/u.  m — i. 

«>        a.3  2.3 
^569,-6,  (34a),  luez  (343). 

—  575,   —  3,  n»  3  06,  lisez  n«  »87. 

—  ihid.  —  ig^  19»  «,  /w«  «». 

—  576,   ~   9,  effacez  le  crochet  qui  est  au  bout  decette  ligne» 

—  lAu/.   —  demikre,  C^z'^^,  lisez  C>',^. 

—  577»  —  9»*',+,^^",,  /«e»  •'.^AC,. 

—  583,  —  ai6,  Ay,  /i«es  Ax. 

—  18,  ^"-^'•^(«•^yS) ,  fi^  p{i-i-r){a^f). 

—  58^—7,  («4-/e)x«,  /ifcs  («-♦-«xS. 
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Pag.  588, 4ig^  9,  px"  ,  Hsez  px^Ax. 

—  593,   —  18,  n<»363,  Zi«c«n«  364- 

—  ii/d.  —  19,  (i3a),  /mm  (i8a). 

—  595 ,  —  10,  lal  -4-13 ,         la  -h  15. 

—  598,  —  «fcrmirc,  j^^»   /mm  dl^' 
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